Algoritmikus jatékelmélet

Fleiner Tamas

2024. december 10.

1. Bevezetés

Ez a jegyzet a 2024 /25-0s tanév elsé félévében VISZACO1 kéd alatt futé algoritmikus jatékelmélet
kurzus segédanyaga. A kurzus elsé feléhez egyelore nem tartozik hasonlo leiras, de elébb-utébb
késziil majd ilyen is.
A jelen segédanyaggal kapcsolatos mindenféle megjegyzést és kritikat koszonettel fogadok.
Fleiner Tamas

2. Szavazasi eljarasok

Az aldbbi szavazdsi modellben dolgozunk. Adott a szavazék N = {1,2,...,n} és az alter-
nativak A = {ay,...,a;} halmaza, L pedig az A alternativahalmaz linedris rendezéseit jeldli.
Feltessziik, hogy minden szavazd preferencidjat egy L-beli linedris rendezés irja le (az i-dik
szavazéét <; jeloli), és rogzitjik, hogy a szavazds végeredménye csak ezektdl a preferencidktol
figghet, ahol a <; b jelentése az, hogy az i szavazd szamara a b alternativa jobb az a al-
ternativanal. A < preferenciarendezés szerint legjobban preferalt alternativat Top(=) jeldli.
Vilasztasi profil egy, a szavazok preferencidit felsorolé 11 = (<1, ..., =<,) vektor. A szavazds
kimenetele pedig egy fliggvény altal meghatarozozott L-beli kozos preferenciarendezés vagy
egy A-beli alternativa. Tdrsadalmi vdlasztasi szabaly (TVSZ) alatt egy F : L™ — L fiiggvényt,
Tarsadalmi vdlasztdsi figguény (TVF) alatt pedig egy F: L™ — A leképezést értiink.

2.1. Példa. (1) A jovihagydsos szavazds az az eljards, amelyikben minden szavazd tetszdleges
szami alternativat jelolhet meg, és a nyertes alternativa az, amelyiket a legtobben megjelolték.
(Dontetlen esetén az a legtébb szavazatot kapd alternativak kozil a =<y szerinti legjobb.)

A jovdhagydsos szavazas nem TVF, mert nem kizdrolag a szavazok preferenciarendezéseitil
fiigg a kimenetel. A jovihagydsos szavazas tehdt nem fér bele a fenti modellbe.

(2) A tobbségi szavazdsi eljards sordn az alternativdkat a szerint rangsoroljuk, hogy hdny
szavazd szdmdra képuiselik a legjobb vdlasztdst. (Dontetlen esetén <1 alapjin déntink.) Az
igy kapott az FT(I1) linedri rendezés a tobbségi vdlasztas F1 TVSZ szerinti kimenetele. Az
tobbségi szavazdshoz tartozé fT TVE szerinti fT(I1) kimenetel pedig legtobb szavazondl elsd
helyen szerepld alternativa.

A tobbségi szavazds nagyon tgyetlen lehet, mert lehet olyan jelolt, aki mindenki szdmdra
nagyon jo, de senkinek se a legjobb, mig a legjobb helyen szerepld jeloltek mindegyike csak
kevés szavazondl van az elsé helyen, sokndl pedig csak a preferenciasorrend lequégén.



(3) A Borda-szavazds az az FP TVSZ, ami az alternativik Borda-pontszimainak csokkend
sorrendbe rendezésével adddik (a dintetleneket esetén =y alapjdn rangsorolunk). Az a alter-
nativa Borda-pontszima B(a) = Y., Bi(a), ahol B;(a) = n — k, ha az i-dik szavazd prefe-
renciasorrendjében az a alternativa a k-dik.

2.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a alternativa legyézi a b alternativdt, ha |{i : b <;
a}| > |{i:a <; b}|, azaz, ha tobb olyan szavazd van, aki szimdra az a jobb b-nél, mint olyan
szavazo, aki b-t preferdlja a-val szemben. Az a alternativa Condorcet-gyOztes, ha a minden
mas alternativdt legyéz. Az f TVF (ill. az F TVSZ) Condorcet-konzisztens, ha minden I1
valasztast profil esetén teljesiil hogy ha eqy a alternativa Condorcet-gydztes a 11 vdlasztasi profil
esetén, akkor f(II) = a (ill. Top(F(I1)) = a). Akkor Condorcet-konzisztens tehdt eqy TVF
(ill. TVSZ), ha Condorcet-gybztes alternativa nem veszithet.

2.3. Definicié. A Copeland-szavazas azt az F'C TVSZ-t jelenti, amelyikben az alternativikat
csokkend Copeland-pontszam szerint rendezzik, a dontetleneket =<1 szerint rangsorolva. Az
a alternativa Copeland-pontszdma C(a) = w(a) — £(a)!, ahol w(a) az a dltal legydzitt, ((a)
pedig az a-t leqyézo alternativik szama.

2.4. Megfigyelés. A Copeland-szavazds Condorcet-konzisztens.

Bizonyitds. Ha a Condorcet-gy0dztes, akkor w(a) =k — 1 és £(a) =0, igy C(a) = k — 1. Ha
pedig nem az, akkor w(a) < k—2és l(a) > 0, ezért C(a) < k—2. Tehat Top(FE(I1)) = a. O

A tovabbiakban TVSZ-oktdl és TVF-ektdl elvarhato tulajdonsagokkal foglalkozunk. Szim-
metrikus TVSZ esetén a <; szavazatok egyenértékiiek, nem szamit ki adta le azokat.

2.5. Definicié. Az F' TVSZ szimmetrikus (néha anonim), ha F(II) = F(o(Il)) teljestil
minden T1 = (X4q,...,=,) vdlasztdsi profil és a szavazdk tetszbleges o € S, permutdcidja
esetén, ahol o(Il) = (Zo(1), - - -, Ro(n)) a2 a vdlasztdsi profil, amiben a szavazok a o permutdcio
szerint helyet cserélnek. Hasonldan, az f TVF akkor szimmetrikus, ha f(I1) = f(o(II))
teljesul V11, Vo € S, esetén.

2.6. Megfigyelés. Nem szimmetrikus egyetlen kordbban emlitett TVSZ és TVFE sem, ha a
dontetlenek felolddsdhoz a =y preferenciarendezést haszndlja. Ha azonban az a; és a; alter-
nativak kozti dontetlent az 1 és j index nagysdguiszonya donti el, akkor az igy modositott
szabalyok és fligguények szimmetrikussd valnak.

A semlegesség az a tulajdonsag, hogy a TVSZ ill. TVF semmilyen médon sem kiilonbozte-
ti meg az alternativakat: ha példaul két alternativa a Il profilban szereplé minden =; ren-
dezésben helyet cserél, akkor az igy kapott profilhoz tartozé F(IT') tgy adédik, hogy F(IT)-
ben is megcseréljiik a széban forgo alternativakat. A semlegesség definicidja az alternativapar
cseréje mellett hasonlé tulajdonsagot var el az alternativék tetszoleges permutacidja esetén.

2.7. Definicié. Az F TVSZ semleges (néha pértatlan), ha o(F(I1)) = F(I1?) teljesiil min-
den Il = (=X4,...,=,) vdlasztdsi profil és az alternativdk tetszéletes o € Sy permutdcidja
esetén, ahol a o(F(I1)) preferenciasorrend az F(I1) preferenciasorrendbeli alternativik o sze-
rinti permutdcicjaval adodik, és a 117 = (0(=1), ..., 0(=y)) vdlasztdsi profilban szerepld o(=;)
preferenciasorrendeket szintén a =<; preferenciasorrendbdl kapjuk az alternativdk o szerinti
permutdldsdaval.  Hasonléan, az f TVF akkor semleges (S), ha o(f(I)) = f(II7) teljesil
VII € L™, Vo € S, esetén.

'Ez valéjdban a mddositott Copeland-pontszdm: a hivatalos definicié szerint C(a) = 2w(a) + t(a), ahol
t(a) az olyan b alternativdk szdma, amelyekre a sem gy&zi le b-t és b sem gy&zi le a-t. Kénnyen ldthat6, hogy
barmely alternativa médositott Copeland-pontszéma (|A| — 1)-gyel kevesebb a hivatalosnal.




2.8. Megfigyelés. Az elozd megfigyelésben szimmetrikusra modositott TV SZ-ok a modositas
elott semlegesek voltak, a modositassal azonban ez a tulajdonsdguk elveszik, hiszen a vdlasztds
soran meghatdrozo tényezové valik az alternativak indexelés szerinti sorrendje.

2.9. Definicié. Az F TVSZ egyhangi, ha minden (a,b) alternativapdrra igaz az aldbbi tu-
lajdonsdg. Ha a =; b minden i-re akkor a < b teljesil a <= F(II) kozds dontésre.

Ha tehat F' egyhangt és minden szavazo egyforman latja az a és b alternativak viszonyat,
akkor ennek az F'(II) k6zos dontésiikben is tiikrozodnie kell.

A lényegtelen alternativaktol vald fliggetlenség azt jelenti, hogy béarmely a és b alter-
nativak esetén ezek kozos dontés szerinti egymashoz képesti viszonya kizardlag attol fligg,
hogy az egyes szavazok e két alternativa koziil melyiket preferaljak. Nem szamit tehat a tobbi
alternativa a-hoz és b-hez ill. egymashoz képesti viszonya.

2.10. Definicié. Az F' TVSZ fiiggetlen a lényegtelen alternativéaktdl, ha minden (a,b) alter-
nativapdrra az aldbbi tulajdonsdg teljesil. Ha Il = (=Xq,...,=,) ésII' = (X9,...,=)) olyan
vdlasztasi profilok, amelyikekben minden szavazo egyformdn rendezi az (a,b) padrt, akkor az
F(IT) és F(Il') kozds preferencidk is egyforman rendezik az (a,b) part. Ugyanez formuldkkal,
precizen.:

Ha (a <, b <= a =Lb Vi€ N) akkor (a = b < a =<' b), ahol == F(II) és
<'= F(IT").

2.11. Megjegyzés. Minden F' TVSZ indukdlja az f = Top(F') TVF-t. Ha eqy TVF értelmesen
kiterjeszthetd az A részhalmazain értelmezett vdlasztdsi profilokra, akkor az f TVF segitségével
definidlhatunk eqy f-et indukdlo F TVSZ-t az alabbi médon. Az F(I1) preferenciarendezés
legjobb eleme by = f(II). A mdsodik legjobb elem F(II)-ben by = f(Ill;), ahol 1[5 a II-beli
preferenciarendezésekbol dll, miutan mindegyikbdl kihagyjuk a by alternativdt. A harmadik
legjobb alternativa F(I1)-ben by = f(Il|s 5;), €és igy tovabb.

A kovetkez6 megfigyelés arra mutat, hogy a lényegtelen alternativaktdl valo fiiggetlenség
elégséges ahhoz, hogy a TVSZ az alternativahalmaz részhalmazain is konnyen értelmezheto
legyen.

2.12. Megfigyelés. Tegyiik fel, hogy az F' TVSZ figgetlen a lényegtelen alternativaktol az
A alternativahalmazon, legyen A" C A az alternativik egy részhalmaza, valamint 11 = (=X
v 2p) Es T = (R,..., =) pedig két vdlasztdsi profil. Ha minden i szavazd esetén =;
|4 ==0 |4 teljesiil, azaz minden szavazo ugyanigy rangsorolja az A’-beli alternativdkat a =,
és ! preferenciarendezései szerint, akkor az F(I)| 4 = F(II')|ar, vagyis az F(I1) és F(IT')
kozos rendezések is eqyformdn rangsoroljik az A’'-beli alternativdkat.

2.13. Megjegyzés. A fenti Megfigyelésbil az is kovetkezik, hogy ha eqy F' TVSZ fiiggetlen
a lényegtelen alternativaktol, akkor F az A alternativahalmaz részhalmazain is indukdl eqy

TVSZ-t.

Bizonyitds. Legyen a,b € A’ két tetszbleges alternativa. A II és II' profilokrdl szol6 feltevés
miatt barmely i szavazd ugyanugy rangsorolja a-t és b-t =; és <! szerint, ezért az F' TVSZ
lényegtelen alternativaktdl valé fiiggetlensége miatt a és b sorrendje ugyanaz F'(IT)-ben mint
F(I')-ben. Mivel ez barmely két A’-beli alternativara igaz, ezért F'(II) pontosan gy rangso-
rolja a teljes A" alternativahalmazt mint F/(II'): F(II)| 4 = F(II)] 4. O

A kovetkezo segédtételhez hasznos az alabbi fogalom.
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2.14. Definicié. Az alternativdk eqy < rendezésében a =< szerinti legjobb és legrosszabb al-
ternativdat extrémnek nevezzik.

2.15. Lemma (Trump-lemma). Tegyiik fel, hogy az F TVSZ eqyhangi és fiiggetlen a lényegtelen
alternativaktol. Ha ekkor T extrém alternativa a Il wvdlasztdsi profilban szerepld minden =;
preferenciarendezésben, akkor T' extrém alternativa a kézés F(I1) rendezésben is.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy 7' nem extrém a F(II) == kozds ren-
dezésben. Ez azt jelenti, hogy F(II)-ben van T-nél rosszabb és T-nél jobb alternativa is,
legyenek ezek a < T < b. Képezziik a I1' valasztasi profilt igy, hogy minden egyes szavazd
[I-beli preferenciarendezésében a-t tessziik a legjobb alternativava a T-t6l kiilonbozo alter-
nativak kozott, azaz a-t a rangsor elejére mozgatjuk azzal, hogy T-t mar nem el6zheti meg,
ha netan T-vel kezdédne az adott rangsor.

on (1] Tl I (1] Ta...........
: T : Ta............

FI): ...b...T...a... FII'): a...b...T...a...%

A T extrém tulajdonsaga miatt a T" alternativa viszonya az a és b alternativakhoz ugyanaz
minden <! szavazdpreferencia szerint mint a médositatlan =<; szerint. Ezért, ha <'= F(IT)
jeloli megvaltoztatott preferencidkhoz tartozd kozos rangsort, akkor F-nek a lényegtelen al-
ternativaktol valo fiiggetlensége miatt a <’ T° <’ b. Figyeljiik meg ezen kiviil azt is, hogy
b <! a teljesiil minden szavaz6 megvaltoztatott preferenciarendezése szerint, ezért az F' TVSZ
egyhangusdga miatt b <’ a szintén fenndll a kozos rendezésre. Ezek szerint a <" T <" b <’ a,
ami ellentmondas. Ezzel az indirekt feltevés megdolt, a lemmaét igazoltuk. O]

Még egy utolsé fogalomra van sziikségiink egy fontos eredmény kimondasa el6tt.

2.16. Definicié. Az F' TVSZ diktatérikus, ha van olyan j € N szavazo, hogy F(II) ==;
teljesil minden 11 = (<1, ..., =) vdlasztdsi profil esetén. A definiciéban szerepld j szavazd a
diktator.

2.17. Tétel (Arrow-tétel). Ha |A| > 2, tovdbbd az F TVSZ eqyhangi és fiiggetlen a lényegtelen
alternativaktol, akkor F diktatorikus.

Bizonyitds. Legyen T € A egy tetszOleges alternativa, és II; pedig egy tetszéleges olyan
valasztasi profil, amiben minden szavazo szaméra T a legjobb alternativa. Definidljuk minden
2 < i < n+ l-re a Il; valasztasi profilt, amit ugy kapunk II;-bol, hogy a T alternativat az
1,2,...i — 1 szavazok esetén a preferencialistaik elejérdl a végére mozgatjuk.

m[1]: T... m(1]: .7 (1] ... T I, ...T T [1]: ...T

2|: T.. T... : ..T
: : : : L ..T R : :
G]: T.. i]: T il T... it1l: T... ] T
[n]: T... []: T... m]: T... []: T... n]: ...T
F(): T... F(ly): T... F(;): T F(Mjy): ...T  F(ya): ...T



Az F egyhangu tulajdonsiga miatt a 7" alternativa F'(Il;)-ben a legjobb, F(II,1)-ben
pedig a legrosszabb kozos valasztas. A 2.15 Lemma miatt pedig a T' alternativanak minden
F(I1;) szerint extrém valasztédsnak kell lennie. Van tehat egy olyan j szavazd, akinek a
preferenciarendezése megvaltoztatasa soran T legjobb kozos véalasztasbol legrosszabba valik.
Megmutatjuk, hogy ez a j szavaz6é nem mas, mint maga a diktator.

Elséként azt figyeljiikk meg, hogy ha II; helyett egy barmilyen masik olyan II} valasztasi
profilbdl indultunk volna ki, amelyikben minden szavazo szamara T a legjobb alternativa,
és hasonléan definidltuk volna a IT; médositott preferencidkat a 7" alternativa sorrend végére
helyezésével, akkor is a j-edik szavazdénal torténé modositas soran ugrana T a kézos preferen-
ciasorrend végére. Ennek az az oka, hogy tetsz6leges a alternativa esetén a Il; és II} profilok az
a és T alternativakat egyformén rendezik, igy F-nek a lényegtelen alternativaktol valé fligget-
lensége folytan az a és T alternativak az F'(I1;) és az F(II}) kozos rendezésekben is ugyanigy
lesznek rendezve. Ha tehdt F(II;) szerint T legjobb (legrosszabb) alternativa, akkor F'(II})
szerint is T legjobb (legrosszabb) alternativa.

Most figyeljiik meg, mi torténik akkor, ha a diktatorgyanusitott j szavazd csak lassan

mozgatja T-t a preferencialistdjanak a végére (mikozben az 1,...,75 — 1 szavazdk szaméra T’
a legrosszabb, a 7+ 1, ..., n szavazok szaméra pedig 1" a legjobb vélasztas. Jelolje Hﬁ ebben

a valtoztatassorozatban azt a profilt, amikor a T alternativa a j szavazd szamara az (-edik

legjobb vélasztas.
T it [a]. T

H}: ... T H?: ...T H?: .
2]: .71 2]: .71 2]: .1 [2]: ...T

j : Ta.bc. . J : aT-bc. .. J : ab.TC. ce e J : ab.c. T
: T.:.. : T.:.. : T.:.. : T....

FI): T... F(II2) : aT... F(II3): abT... FIF) . abe...T

Figyeljik meg, hogy az egyetlen kiilonbség H§ és Hf“ kozott az, hogy a T altarnativa
atugrik egy x alternativat a j szavazo preferenciasorrendjében. Barmely més y alternativa
esetén tehat y és T' viszonya ugyanaz a H?—beli preferenciarendezésekben, mint a H?“—
beliekben. Kovetkezésképp a kozos F(Hﬁ) és F (H?*l) rendezések vagy megegyeznek, vagy
mindossze annyiban térhetnek el egymaéastol, hogy F (Hﬁ)—ben a T alternativa kozvetleniil
megelézi z-et, F(IT™)-ben pedig kozvetleniil  utén kovetkezik. Mivel F(IT¥™")-ben a T al-
ternativa F' (Hjl)—hez képest k alternativat ugrott at, ezért minden egyes kis 1épésben pontosan
egy alternativat kellett atugrania. Ez pedig azt jelenti, hogy minden F’ (Hf) rendezésnek meg
kellett egyeznie a j-dik jatékos H? szerinti rendezésével.

Igazoltuk tehat, hogy minden T alternativahoz taldlhaté egy T-diktatornak nevezett j(T')
szavazo ugy, hogy tetszoleges I1 valasztoi profil esetén a kozos F'(I1) rendezés a T-t61 kiilonb6z6
alternativakon megegyezik a j(T') szavazé II-beli rendezésével.

Legyen tehat T, 0 és P harom kiilonboz6 alternativa. Vildgos, hogy ha j(T) = j(O) =
j(P) = j, akkor barmely két alternativa kozos sorrendje megegyezik a j preferenciarendezése
szerinti sorrenddel. Ekkor j diktator, és a bizonyitast befejeztiik. Ellenkez6 esetben felteheto,
hogy 7(O) # j(T) # j(P) (és j(O) és j(P) megegyezhetnek, de akar kiilonbozok is lehetnek).
Vélasszuk a IT* profilt gy, hogy a T,0, P alternativdakon a j(O) és j(P) szavazok prefe-
renciasorrendje O, T, P legyen, a j(T) szavazéé pedig P,O, T, és jelolje <= F(II*) a kozos
rendezést. Ekkor P < T, mivel j(O) O-diktator. A P-diktdtor j(P) szavazé miatt T < O,
végiil O < P, hiszen j(T) T-diktdtor. Ezek szerint P < T < O < T, ami ellentmondas.



Tehét j(T') = j(O) = j(P) = j valéban diktétor. O

Szomort hir, hogy ha a szavazasi mechanizmusnak egy kozos rendezést kell eredményeznie,
akkor 2-nél tobb alternativa esetén csak a diktatira képes az egyhangisag és lényegtelen al-
ternativaktol valé fiiggetlenség kovetelményének megfelelni. Jogosan meriil fel a kérdés, hogy
ha kevesebbet kivanunk a szavazasi modelltdl, nevezetesen nem TVSZ, hanem TVF hatarozza
meg a szavazas végeredményét, akkor teljesithetok-e a dontéshozatallal szemben tamasztott
természetes kovetelmények. A tovabbiakban ezt a kérdés targyaljuk, és megmutatjuk, hogy
az egyszeriibb modell sem nyujt vigaszt a demokraciaval szemben tamasztott elvarasaink
elvesztése felett érzett banatra.

2.18. Definicié. Az f : L™ — A TVF manipuldlhat6, ha van olyan I = (=Xq,...,=,)
vdlasztasi profil és <. preferenciarendezés, amire f(I1) <; f(Il_;, X}) teljesil. Ha egy f TVF
nem manipuldlhato, akkor f-et szokds taktikazasbiztosnak is nevezni.

Egy TVF manipuldlhatsdga azt jelenti, hogy bizonyos koriilmények kozott (azaz vala-
mely konkrét IT valasztési profil mellett) az egyik szavazé képes gy meghamisitani a TVF
kiszamitasdhoz megadott preferencidit, hogy a végerdményként megsziileté kozos dontés a
hamisito szavazo szaméra kedvezébb legyen, mint az, ami az 6szintén felfedett preferenciaibol
adodott volna.

Azt mondjuk, hogy az f TVF és Il vdlasztasi profil mellett az a € A alternativa az i
szavazo szamdra elérhetd, ha van olyan <€ L rendezés az alternativdkon, amire f(II_;, <) = a.
Vildgos, hogy az f TVF pontosan akkor manipuldlhatd, ha van olyan II profil és i € N
ugy, hogy az i szavazd szédmadra elérhet$ egy olyan alternativa, ami ¢ szdméra jobb f(II)-nél.
Ugyanez masképpen: az f TVFEF pontosan akkor taktikazasbiztos, ha barmely II profil esetén
minden szavazo szaméara f(II) a legjobb elérheté alternativa.

2.19. Lemma. Legyen f taktikdzdsbiztos TVFE, Il = (=X1,...,=X,) eqy tetszdleges vilasztdsi
profil és <€ L szintén tetszdleges. Jelolje 1" = (I1_;, <!) azt a profil, ami I1-b61 az i szavazd
preferenciasorrendjének =<’-re vdltoztatasa nyomdn keletkezik. Ekkor az f(II') kozds dontés a
= szerinti legjobb olyan alternativa, ami i szamdra a 11 profil mellett elérhetd.

Bizonyitds. Mivel TI-hez képest kizérdlag i preferenciasorrendje véltozott, ezért f(II') olyan
alternativa, ami ¢ szamara Il mellett elérhet6. Ugyanezért ¢ szamara Il mellett elérheto
alternativak megegyeznek a II' mellett elérhet6 alternativakkal. Nem létezhet tehat olyan
alternativa, ami f(II')-nél <! szerint jobb, és egytuttal i szdméra II mellett elérhetd. Ezért
f(IT) a <! szerinti legjobb olyan alternativa, ami i szamara IT mellett elérheté. O

Természetes elvaras egy TVF-t0l, hogy taktikazasbiztos legyen. Ha példaul az alternativak
szdma |A| = 2 (és az egyszeriiség kedvéért) a szavazdk szdma pdaratlan, akkor a tobbségi
szavazas ilyen: attdél, hogy egy szavazd a szamara kevésbé elonyos alternativat tiinteti fel
jobbnak, a szavazas végeredménye az tigyeskedé szavazo szempontjabol csak romlani tud.
Ehhez képest kidbrandité az alabbi eredmény.

2.20. Tétel (Gibbard—-Satterthwaite-tétel). Ha az f TVF taktikdzdsbiztos, szirjektiv és |A| >
3, akkor f diktatorikus.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy I1 = (X4q,...,=,) profilt, és vizsgdljuk meg, mit torténik, ha
egy 1 szavazd két egymdst koveto alternativat felcserél a sajat =<; rangsordban. Vilagos,
hogy egy ilyen valtoztatdas nyoman adoédé I’ profilban ¢ szdmdara pontosan ugyanazok az



alternativak érheték el, mint II-ben. (A t&bbi szavazd szdméra elérhetd alternativak nagyon
is megvéltozhatnak a csere nyoman, de ez most nem érdekes a szdmunkra.) Az 2.19 Lemma
miatt f(II') minden esetben megegyezik f(II)-vel, egyetlen kivételtdl eltekintve: ha ugyanis
f(IT) cserél helyet a =<; rangsorban kozvetlentil utana koévetkezé a alternativaval, és az a
alternativa II szerint elérhet6 ¢ szaméra, akkor f(II') = a lesz a kozos dontés.

Ez azt jelenti, hogy ha minden szavaz6 buborékrendezés-szerlien a rangsora elejére moz-
gatja az f(I1) kozos dontést, akkor a kozos dontés egyetlen csere sordan sem véltozik meg.
Ugyanezért nem valtozik a kozos dontés akkor sem, ha ezt kovetden a rangsor elsé helyén
szerepld f(II) alternativat nem érint6 cseréket hajtanak végre a szavazok. Vildgos, hogy ilyen
cserékkel minden olyan valasztéi profil eldallithato, amelyikben minden szavazd rangsoranak
élén az f(I1) alternativa all. Ezért az f TVF sziirjektiv tulajdonsagabdl azt kapjuk, hogy
barmely a € A alternativa esetén ha minden szavazo rangsora a-val kezdddik, akkor a kozos
dontésnek is sziikségképpen a-nak kell lennie. Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy tetszoleges 11
profil esetén ha a egy f(II)-t6l kiilonboz6 alternativa, akkor kell lennie olyan szavazdénak, aki
f(IT)-t a-nal el6bbre rangsorolja: ha ugyanis a minden szavazé rangsoraban megelézné f(I)-
t, akkor nem valtozik meg a kozos dontés attél, hogy a-t minden szavazd a rangsora elejére
helyezi. Mérpedig ilyenkor -mint lattuk- minden esetben a (és nem f(II)) a kézos dontés.

A tovabbiakban a célunk az f TVF-nek egy F' TVSZ-lya torténo kiterjesztése tgy, hogy
f(IT) = Top(F(IT)) teljesiiljon minden IT profilra.

Rogzitsiink tehat egy II profilt. Az F(II) rendezés meghatérozaséat tgy végezziik el, hogy
tetszoleges a, b alternativaparhoz meghatarozzuk, hogy a < b vagy b < a teljesiiljon a F(II)
kozos prefenciarendezésben. Ennek érdekében tigy médositjuk minden szavazé preferencigjat,
hogy az a és b alternativiakat a rangsor elejére mozgatjuk az eredeti preferencia szerinti sor-
rendjiik megtartdsaval. Az igy kapott I1?° profilban minden a-t6l és b-tSl kiilénbozé c alter-
nativat az a alternativa minden rangsorban megeléz, ezért f(I1%°) # c, tehat f(11%) € {a,b}
teljesiil. Az a és b alternativaknak az F' TVSZ szerinti kozos rangsorban torténd viszonyat
ezek utan gy definidljuk a < b ha f(I1%) = b, és b < a ha f(I1?°) = a. Lattuk hogy az a < b
és a b < a relaciok kozil pontosan az egyik teljesiil. Két dolgot kell még megmutatnunk:
egyrészt azt, hogy a < reldcié tranzitiv (igy valéban egy linedris rendezés az alternativakon),
masrészt pedig azt, hogy Top(<) = f(II).

Az utébbi allitas igazoldsahoz tegyiik fel, hogy a = f(II) és legyen b egy tetszbleges, mésik
alternativa. Mozgassuk most minden szavazo esetén a-t és b-t a rangsor elejére gy, hogy az
egymashoz képesti sorrendjitket megérizziik. A bizonyitas elején tett megfigyelésiink szerint
az elvégzett cserék sordn nem valtozik meg az a és b alternativiak egyméshoz képesti viszonya
kozos dontés szerint. Ez azt jelenti, hogy b < a = F(II) teljesiil minden a-tdl kiillonbozé b
alternativara, ezért aztan f(IT) = Top(=<).

A tranzitiv tulajdonsaghoz elegend6 azt megmutatni, hogy nem talalhat6 harom kiilonb6z6
a,b, c alternativa, amire a < b < ¢ < a teljesiil. Készitsiik el a I1%¢ profilt oly médon, hogy
minden szavazo a rangsora elejére mozgatja az a, b, ¢ alternativéakat, azoknak az eredeti rang-
sorban meghatarozott sorrendje megtartasaval. Mivel az a, b, ¢ alternativak minden szavazo
rangsordban minden més alternativat megeléznek, ezért f(I1°¢) € {a, b, c}. Feltehetjiik, hogy
(mondjuk) f(I1%¢) = a. Ha most a [1%% profil minden rangsordban c-t az eredeti, I szerinti
helyére helyezziik vissza, akkor ez egyrészt nem valtoztat a kozos dontésen, masrészt pedig a
1% profilt kapjuk vissza. Ezek szerint f(I1%°) = a, {gy az a és b alternativak viszonya b < a.
Hasonléan, ha b-vel végezziik el azt, amit az imént c-vel tettiink, akkor a I1*¢ profilt kapjuk,
és tovabbra is a marad a kozos dontés, azaz f(11°¢) = a, igy ¢ < a. Ezzel igazoltuk, hogy <
olyan linedris rendezés az alternativikon, aminek az élén az f(II) alternativa &ll. Az f TVF



segitségével tehat meghataroztuk az I TVSZ-t.

Megmutatjuk, hogy F' egyhangt és fiiggetlen a lényegtelen alternativaktél. Legyen a és
b két tetszoleges alternativa. Ha a megeldézi b-t egy Il profil minden rangsoraban, akkor a
minden I1%-beli rangsor elsé eleme, fgy f(II1%) = a, azaz b < a teljesiil a <= F(II) kozos
rangsorra. Ezek szerint F' csakugyan egyhang.

Legyen ismét a és b két tetszoleges alternativa, és tegytik fel, hogy a-t és b-t a II és
II' profilok egyforman rendezik. Ekkor a I1% profilbél megkaphaté a I profil gy, hogy
minden rangsorban az f(I1%°) utdn kovetkezd elemeket kell csak dtrendezni. Lattuk, hogy
ezek az atrendezések nem valtoztatnak a kozos dontésen, fgy f(I1%°) = f(II'*), ami az F
lényegtelen alternativaktol valé fiiggetlenségét igazolja.

A fent definidlt F' tehat egyhangu és a lényegtelen alternativaktol fiiggetlen TVSZ egy
legaldbb harom alternativat tartalmazé alternativahalmazon. Arrow 2.17 tétele szerint tehat
F' diktatérikus, és egy i szavazo a diktator. Ekkor ugyanez az i szavazo az f TVF mellett is
diktator, ez pedig bizonyitja a tételt. O]

3. Arverési mechanizmusok

Az alébbi arverési modellben dolgozunk. Adott a licitdlok N = {1,2,...,n} és az alternativak
A halmaza. Az i licitalé szamara az a € A alternativa értékét v;(a) € R jeloli. Ennyi pénzt
ér meg az 1 licitalo szamara az a kimenetel, hogy a végso dontés az a alternativa kivalasztasa.
Az arverés soran minden licitalonak meg kell adnia egy licitet. A licit nem més, mint minden
alternativahoz egy licitérték hozzarendelése. Az i licitéalo licitje tehéat egy v; : A — R fiiggvény,
ahol v;(a) jelenti az i licitdlonak az a alternativara vonatkozdé licitjét. Az i licitald lehetséges
licitjeinek halmazat S; jeloli, S = 57 x Sy x ... x 5, pedig a lehetséges licitprofilok halmaza:
ha v € S, akkor v = (vy,...,v,). (Itt is elkévetjiik a jelolésrendszer korabban megszokott
abuizusat, és (v_;, 0;)-vel azt a licitprofilt jeloljik, amit v-bol gy kapunk, hogy az ¢ licitélé
licitjét a v-belirdl v;-re cseréljiik.)

Az &rverési mechanizmus egy M = (f,p1,...,pn) (n 4+ 1)-es, ahol f : S — A és p; :
S — R figgvények. Az M arverési mechanizmus a koévetkezoképp miikodik: a licitalok
licitjei alkotta v licitprofil ismeretében az f(v) € A alternativa fog megvalésulni, és ezért
a licitalok kifizetéseit a p fiiggvények irjak le, az ¢ licitdlé konkrétan p;(v) Osszeget fizet.
Miutan ez az arverés lezajlott, az ¢ licitalo nyeresége a kimeneteli alternativa értéke és az
ezért kifizetett Osszeg kiilonbsége: w;(v) = 0;f((v)) — pi(v). Az arverési mechanizmustol
egy fontos tulajdonsagot, a taktikazasbiztossagot varjuk el. Ez a tulajdonsag azt jelenti,
hogy barhogyan is licitalnak a tobbiek, egyetlen licitalé sem jarhat jél azzal, ha nem a valodi
értékelését licitalja. Minden licitalo akkor jar tehat a legjobban, ha a licitje az alternativak
valédi értékelésével egyezik meg. A pontos definicié az alabbi.

3.1. Definicié. Az M = (f,p1,...,pn) drverési mechanizmus taktikdzasbiztos, ha u;(v) <
u;i(v_i, 0;) teljesil minden v € S licitprofilra és minden i € N licitdlora.

A tovabbiakban egy specidlis arverési mechanizmustipussal foglalkozunk.

3.2. Definicié. A Vickrey—Clarke-Groves-mechanizmus (réviden VCG-mechanizmus) olyan
M = (f,p1,...,pn) drverési mechanizmus, ahol minden v = (vq,...,v,) licitprofil esetén

1. f(v) a licitosszeget mazimalizald alternativa, azaz¥Na € A: Y v(f(v)) > >0 via)
€s



2. pi(v) = hi(voi) — D2, v(f(v)) teljesil minden i € N esetén, ahol h; : S—; — R
fuigguény.

A VCG-mechanizmus tehat arverési mechanizmusok egy osztalya. Ebbol az osztalybdl egy

konkrét mechanizmus megadasa a h; alapkifizetési fiiggvények rogzitésével torténik. Barhogyan

is adjuk meg azonban ezeket a fliggvényeket, a mechanizmus rendelkezik a fent elvart tulaj-
donsaggal.

3.3. Tétel. A VCG-mechanizmus tetszdleges h; figguények esetén taktikdzdsbiztos.

Bizonyitds. Legyen v = (vy,...,v,) € S tetsz6leges licitprofil, és i € N pedig egy tetszéleges
licital6. Jelolje v/ = (v_;, 0;) azt a licitprofilt, amit az i licitalé Gszinteségi rohama eredményez.
Ekkor i nyereségérol az alabbiakat allapithatjuk meg.

w(V) = 6:(f(V)) = pi(v') = 0:(f (V') = Ba(V.3) + D0y (F (V) =

ji
> 0i(f(V) = hi(V' ) + > v0i(f(v) =
ji
= 0i(f(v)) = hi(v=s) + >0 (F(v) = 0:(f(v)) = pi(v) = wa(v)

JF#i

ahol az els6 két egyenloség kozvetleniil adodik u; és p; definiciéjabol az ezt kdvetd egyenlotlenség
pedig abbdl, hogy a v’ licitprofil mellett az f(v’) alternativa maximalizélja a licitOsszeget.
Felhasznéaltuk még, hogy v_; = Vv',, és az utolsé két egyenléség is a definicié kozvetlen
alkalmazasa. A lanc eleje és vége kozotti egyenlotlenség a taktikazasbiztos tulajdonsagot
igazolja. O]

Bar a tétel szerint minden VCG-mechanizmus taktikazasbiztos, az osztalyban talalhaté
konkrét mechanizmusokkal szemben lehetnek jogos ellenvetések. Példaul a hy = hy = ... =
h, = 0 valasztas esetén ha a v; licitek pozitivak, akkor a licitdlok azon tul, hogy jol jarnak
a kivalasztott alternativaval, még negativ Osszeget is fizetnek ezért. Akkor lehet tehat meg-
valésitani egy ilyen mechanizmust, ha valahonnan a rendszeren kiviilrol valaki kifizeti ezt az
Osszeget a licitaloknak. Fz altalaban irrealis elvaras. Egy konkrét VCG-mechanizmust akkor
neveziink szubvenciémentesnek, ha p;(v) > 0 teljestil minden v € S licitprofil és minden
1 € N licital6 esetén.

Egészen masfajta probléma adodhat abbdl, ha a h; alapkifizetés tul magas. Ekkor ugyanis
hidba taktikazasbiztos a mechanizmus, el6fordulhat, hogy egy vagy tobb licitalonak tobbet
kell fizetnie anndl, mint amit a gyoéztes alternativa szamara képvisel, igy egyikiiknek sem
érdeke az arverésben vald részvétel. Azonban ez nem torténhet meg akkor, ha a mechaniz-
veszteség. Formélisan: ha a v = (vy,...,vy) licitprofilban az i licitdl6 6szinte (azaz v; = v;),
akkor u;(v_;, 0;) > 0 vagy, ami ezzel ekvivalens, p;(v) < 0;(f(v)) 4l fenn. Az aldbbi szabdly
a két fent emlitett problémat kiiszoboli ki.

3.4. Definicié. A Clarke-szabaly dltal meghatdrozott M = (f,p1,...,pn) VCG-mechaniz-
musban a v = (vi, ..., v,) licitprofil mellett i alapkifizetése hi(v) = max{>_,,v;(a) : a € A}.

A Clarke-szabaly szerint végrehajtott VCG arverés esetén tehdt az ¢ altal fizetett Gsszeg a
megegyezik azzal a |, veszteséggel”, amit ¢ a jelenlétével okoz a tobbieknek. Ha ugyanis ¢ nem
lenne jelen az arverésen, akkor az az alternativa gyozne, amelyik a maximalis licitosszeget éri
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el, de csak az i-t6l kiilonbozo licitalok korében. Az a tény, hogy i is részt vesz az arverésen azt
eredményezheti, mas alternativa gy6z, mint ha nem venne részt. Ezaltal a tobbiek licitosszege
a gyoztes alternativara kevesebb az ¢ licitdlo részvétele esetén mint nélkiile. Ezért kell i-nek
a Clarke-szabaly alkalmazasakor azt a kiilonbséget kell megfizetnie, amennyivel kevesebbre
értékeli a tobbi licitdld egyiittese az @ részvétele esetén gyodztes alternativat az ¢ részvétele
nélkiil adédo gyodztesnél.

3.5. Allitas. Ha o; > 0 teljesil minden © € N licitalora, akkor az a Clarke-szabdly szerint:
VCG-mechanizmus szubvencio- €s veszteségmentes.

Bizonyitds. Legyen v € S tetszbleges licitprofil. Ekkor

D oi(f(9) < max{d vja) :a € A} = hy(v) |

JF J#i

ezért pi(¥) = hi(v) — 32, v;(f(v)) > 0, tehdt a mechanizmus szubvenciémentes.
Tegyiik fel most, hogy i szintén licitél, azaz v; = v; és v = (vy,...,v,). Ekkor a Clarke-
szabaly, 0; nemnegativitasa és f definiciéja alapjan

hi(v_) = max{z vj(a) :a € A} < max{0;(a) + ZUj(G) ra€ A} =

J#i J#i
max{) vj(a):a€ A} =) v;(f(v) = a(f(V) + D vi(f(V)),
=1 =1 i
fgy pi(v) = hi(v_i) = 32, 05(f(v)) < 9:(f(v)), ami a veszteségmentességet igazolja. O

4. ﬂjraelosztési feladatok

A kovetkezd —tjraelosztasi— feladatban minden jatékos rendelkezik egy-egy jészaggal, és bar
ennél tobbre nincs ugyan sziiksége, irigyelheti mas jatékos joszagat. Ugy szeretnénk ujraelosz-
tani a jatékosok kozott a javaikat, hogy senki se jarjon rosszul (ami énmagaban nem nehéz:
mindenki tartsa meg a maga joszagat), és emellett mindenki a szdmara lehet6 legjobb kapja
a szamara elérheto joszagok kozil. Az irodalomban lakaspiac néven fut ez a modell, aholis
a jatékosok N = {1,2,...,n} halmazdnak elemei a lakdstulajdonosok, a jészagok pedig a
lakdsaik. Minden lakastulajdonos rendelkezik egy preferenciarendezéssel a piacon talalhato
lakdsokon (az i tulajdonosét <; jeloli), ami formalisan egy linearis rendezés az N halmazon:
J <; k azt jelenti, hogy az ¢ tulajdonos szamara a k tulajdonos lakésa jobb, mint a j tulaj-
donosé. A probléma inputja tehat a tulajdonosok N halmaza és a Il = (=<4,...,=<,) € P"
preferenciaprofil, ahol P jeloli az N halmaz linearis rendezéseinek halmazat. Az djraelosztasi
mechanizmus egy f : P" — Sy leképezés, ahol Sy az N halmaz permutacidéinak halmazat
jeloli. A mechanizmus altal szolgéltatott konkrét tjraelosztast az f(IT) = o output-permutécid
cserébe (amit persze a 0~1(i) tulajdonos fog elfoglalni). Az tijraelosztdsi mechanizmussal kap-
csolatban természetes az alabbi elvéras.

4.1. Definicié. Legyen o € Sy egy rogzitett wjraelosztas a fent definidlt djraelosztasi fel-
adatban. Lakdstulajdonosok eqy B C N halmaza a o Gjraelosztast gyengén blokkold koaliciot
alkot, ha a B-beli tulajdonosok el tudjik osztani a sajdat lakdsaikat egymds kozott gy, hogy
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senki se jarjon rosszabbul, mint a o ujraelosztas mellett, és legalabb eqy B-beli tulajdonos
helyzete hatarozottan javuljon o-hoz képest. Formalisan: a B halmaz akkor blokkolja gyengén
o-t, ha van olyan m € Sp permutdcid B-n és olyan i € B tulajdonos, hogy o(i) <; 7(i) mellett
o(j) = m(j) teljesil minden j € B lakdstulajdonosra.

Az er6s mag mindazon o € Sy ujraelosztdsokbol dll, amelyeket egyetlen koalicio sem
blokkol gyengén.

Természetes igény, hogy az ujraelosztasi feladatra erds magbeli megoldast talaljunk. Fi-
gyeljiik meg, hogy az egyfos gyengén blokkold koalicié hidanya azzal ekvivalens, hogy az
ujraelosztas soran egyetlen lakastulajdonos sem keriil olyan lakasba, amit a sajat, eredeti
lakésanal rosszabbnak {tél.

A tovéabbiakhoz sziikségiink van az alabbi fogalomra. A lakastulajdonosok tetszoleges S
halmazahoz definidljuk a D(S) = (S, A(S)) irdnyitott segédgrafot, ahol A(S) = {ij : i,5 €
Sésk =, j Vk € S}. A segédgraf irdnyitott élei tigy kapjuk tehat, hogy minden S-beli
lakéstulajdonos rdmutat arra az S-beli tulajdonosra, akinek a lakésa a legjobban tetszik
neki. A D(S) segédgraf nem feltétleniil egyszerii, hiszen ha példaul i a sajat lakdsat tartja a
legjobbnak az S-beli tulajdonosok lakésai koziil, akkor D(S)-ben irdnyitott hurokél illeszkedik
az i csicsra. Mivel a D(S) digraf minden csicsdnak pontosan 1 a kifoka, ezért D(S)-ben
bizonyosan van iranyitott kor, ami elfajulé (tehét hurokél vagy egy oda-vissza irdnyitott élpér)
is lehet. (Egy konkrét kor megtaldlasahoz tetszoleges csicsbdl indulva addig kell az irdnyitott
élek mentén haladni, amig egy korabban bejart csicsba nem ériink.) Jeldlje C'(D(S)) a D(S)-
beli irdnyitott korok csucshalmazainak uniéjat.

Az aldbbi fels6 korcsere (angolul top trading cycles, roviden TTC) algoritmus az aldbbiak
szerint keres a fenti tjraosztasi feladatban egy jraelosztést.

1. Legyen S; = N, Dy = D(S;) ési = 1.

2. Ha S; = (), akkor az algoritmus véget ér.

3. Ha S; # 0, akkor N; = C'(D;) és S;11 = S; \ V;.

4. Definidljuk a o premutaciét NN; elemein ugy, hogy o(j) = k, ahol jk € A(S;).
5. 1=14+1, GoTo 2.

Szavakban: az algoritmus (-edik fazisdban minden résztvevé lakastulajdonos ramutat a
szamara legszimpatikusabb lakas tulajdonosara. Azonositjuk az N, halmazt, amit mindazon
lakéstulajdonosok alkotnak, akik egy kér mentén egymdsra mutatnak. (Akar tobb kor is
lehet Ny-ben.) Az Ny-beli lakastulajdonosok a koreik mentén lakést cserélnek, és tdvoznak a
piacrél. (Ezt a 1épést nevezziik az adott korok elimindlasanak.) Ezzel véget ér az (-edig fazis,
és a kovetkezd, (¢ 4 1)-edik fazis kezdédik, aholis a megmaradé lakastulajdonosok hajtjak
végre a fenti eljardst. Az algoritmus akkor ér véget, amikor mindenki tavozott a piacrdl.

A fels6 korcsere algoritmusnak arra a fontos tulajdonsagara mutatunk ra el6szor, hogy
ha a tulajdonosok egy B részhalmazanak valamely egymés kozti lakascseréje soran egy i
tulajdonos a fels6 korcsere algoritmusban kapott lakasnal jobb lakashoz jut, akkor van olyan
7 tulajdonos is a B halmazban, aki a B halmazon beliili cserje soran a felso korcseréhez képest
hatarozottan rosszabbul jar.

4.2. Lemma. Tegyik fel, hogy a 0 € Sy a felsd korcsere algoritmus outputja, m € Sp pedig
olyan permutdcié a B C N halmazon, amire o(i) <; 7(i) teljesil eqy i € B tulajdonosra.
Ekkor van olyan j € B tulajdonos, akire m(j) <, o(j) teljesiil.
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Bizonyitds. A felso korcsere algoritmus soran minden tulajdonos valamikor tavozik a piacrdél.
Azt mondjuk, hogy a j tulajdonos indexe ¢(j) = k, ha j a k-adik fézisban tavozik, azaz ha
Jj € Ny. Figyeljik meg, hogy ha ¢(j) = k, akkor a felsé korcsere algoritmus futdsa folytéan
a j tulajdonos szamara legjobb olyan lakas, amelyiknek a tulajdonosa az Ny U Ngyq U ...
halmazban van éppen az altala megszerzett o(j) tulajdonos lakasa. Ezért ha o(i) <; 7(),
akkor az indexiikre ¢(7(i)) < (i) teljesiil, azaz az i tulajdonos szédmdra a m permutdciéban
kiosztott lakas tulajdonosa az ¢ tulajdonosnal hamarabb hagyta el a piacot a felsé korcsere
algoritmus futdsa soran. Ezért abban a korben, amelyik mentén az i tulajdonos a m permutéacio
szerint lakast cserél, lennie kell egy olyan j tulajdonosnak is, aki a TTC soran korabban hagyta
el a piacot, mint a 7 szerint kapott lakasanak a tulajdonosa, azaz akire ¢(j) < ¢(w (7)) 4ll
fenn. A bizonyitas elején tett megfigyelésiink miatt ekkor m(j) <, o(j), vagyis j rosszul jar a
felsé korcseréhez képest. n

A kovetkezo eredmény a felsé korcsere algoritmus talan legfontosabb tulajdonsaga.

4.3. Tétel (Shapley—Scarf-tétel). A fent leirt barmely ijraelosztdsi feladat erds magja pon-
tosan eqy permutdciot tartalmaz, mégpedig a felsd korcsere algoritmus outputjdt.

Bizonyitds. Elsoként azt igazoljuk, hogy a felsé korcsere algoritmus o outputja az erés maghan
van, vagyis o mellett nincs gyengén blokkol6 koalicié. Legyen ugyanis B C N a tulajdonosok
egy tetszoleges részhalmaza, és tegyiik fel, hogy m € Sp olyan permutacié B-n, amire o(i) <;
7(7) &ll fenn egy i € B tulajdonosra. Ekkor a 4.2 Lemma miatt van olyan j € B tulajdonos,
akire 7(j) <; o(j) teljesiil, ami azt jelenti, hogy B nem lehet gyengén blokkold koalicié. Az
er0s mag tehat valéban tartalmazza a fels6 korcsere algoritmus o outputjat.

A kovetkezo célunk annak belatasa, hogy a magban nem lehet a felsé korcsere algoritmus
outputjatol kilonbozé permutécio. Legyen m € Sy tetszoleges, a felsé korcsere algoritmus o
outputjatdl kiillonboz6 permutacid, és legyen i € N egy olyan tulajdonos, akire o(i) # 7(7)
teljestil és emellett az (i) indexe a lehet6 legkisebb. Megmutatjuk, hogy ha ¢(i) = k, akkor
a felso korcsere futasa soran definialt N, gyengén blokkolja a m permutéciot.

Alljon ugyanis a 0 permutacio mindazon ciklusokbol, amelyek mentén az Ni-beli tulajdo-
nosok elcserélték a lakésaikat a felsé korcsere algoritmus k-adik fazisaban, amikor elhagytak
a piacot. Tegyiik fel, hogy egy j € Nj tulajdonosra oy(j) # w(j). Ekkor ox(j) <; 7(j)
esetén a 4.2 Lemma bizonyitdsdnak elején szereplé megfigyelés miatt p(7(j)) < ¢(j) = k
teljesiil. Ezért annak a kornek, ami mentén j a m permutacié szerint lakast cserél, egy olyan
j' tulajdonost is tartalmaznia kell, akire ¢(5') = p(n(j)) < k és w(j’) # ox(j’) teljesil. Ez
ellentmond ¢ valasztasanak.

Ezek szerint m(j) <, ox(j) all fenn minden olyan j € N, tulajdonosra, akire oy (j) # m(j).
Mivel ¢ egy ilyen tulajdonos, ezért Nj a o, permutacion keresztiil gyengén blokkolja a 7
permutaciét, ami tehat nem lehet az erés magban. Ezek szerint az erds magnak valéban csak
egyetlen egy eleme van, mégpedig a fels6 korcsere algoritmus o outputja. O]

Nagyon igéretes tehat a TTC algoritmus, hiszen valamilyen értelemben a leheto leg-
jobb megoldast talalja meg a vizsgalt lakaspiac-modellben megfogalmazott djraelosztasi fel-
adatra. A tovabbiakban errdl az algoritmusrdl, mint mechanizmusrél mutatjuk meg, hogy
igazmondasra 6sztoénoz. Az alabbi formalis definicié szerint egy mechanizmus akkor mani-
pulalhato, ha van olyan preferenciaprofil, ami mellett egy lakastulajdonos jobb lakashoz tud
jutni a mechanizmuson keresztiil, ha alkalmas médon meghamisitja a sajat preferencidit.
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4.4. Definicio. Azt mondjuk, hogy a lakdspiac-modellben megfogalmazott jraelosztdasi fel-

adathoz tartozo f : P" — Sy mechanizmus manipuldlhat6, ha van olyan 11 = (=4,...,=,) €

P™ preferenciaprofil és olyan =< preferenciarencezés, amire f(I1)(z) <; f(I_;, =) (3), teljesiil.
Az f mechanizmus akkor taktikazasbiztos, ha nem manipuldlhato.

4.5. Tétel. A felsd korcsere algoritmus taktikdzdsbiztos a lakdspiac-modellben megfogalmazott
ujraelosztdsi feladatra.

A 4.5 Tételt helyett a taktikazasbiztos tulajdonsag egy erésebb valtozatat igazoljuk. Egy
mechanizmus akkor csoportosan taktikazasbiztos, ha a lakastulajdonosok egyetlen részhalmaza
sem képes gy meghamisitani a preferencidit, hogy a mechanizmus futtatasa utan egyikiik se
jarjon rosszabbul, mint a valédi preferenciaik megadasaval, de legyen kozottiik legalabb egy
olyan lakéastulajdonos, aki hatarozottan profital a hamisitasbol.

4.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy a lakdspiac-modellben megfogalmazott wjraelosztdsi fel-
adathoz tartozo f : P — Sy mechanizmus csoportosan manipulalhatd, ha van olyan N-hez
tartozo 11 = (Xq,...,=X,) € P" preferenciaprofil, olyan M C N tulajdonoshalmaz és olyan
M-hez tartozé Wy € PMI preferenciaprofil, amelyekre f(11)(5) =; f(T_pr, ar)(j), teljesiil
minden j € M tulajdonosra és van olyan i € M tulajdonos, akire f(I1)(i) <; f(H_ar, Iar)(7)
all fenn.

Az f mechanizmus csoportosan taktikazasbiztos, ha nem manipuldlhato csoportosan.
A {6 eredmény igazolasahoz sziikségiink van a TTC egy hasznos tulajdonsdgara.

4.7. Megfigyelés. Tegyiik fel, hogy az N tulajdonoshalmazon I1 preferenciaprofil mellett fut-
tatott felsé korcsere algoritmus az eqyik fdzisdban elimindlja a C' kort. Ekkor ha a felsé korcsere
algoritmust az N \ C' halmazon futtatjuk az N \ C-re megszoritott I1 preferenciaprofil mellett,
akkor az outputként kapott o’ permutdcidhoz hozzdvéve a C cserekirt, a o permutdciot kapjuk
VISSZa.

Bizonyitds. Figyeljik meg a TTC futtatdsat az N halmazon. Tegyiik fel, hogy a TTC a C
kort az f-edik fazisban elimindlta, azaz C' C N,. Nevezziink egy, a futtatds soran eliminalt C”
kort korainak, ha a TTC C'-t az (¢ + 1)-edik fazis elétt elimindlta, és hivjuk késdinek, ha C’
eliminalasa az (-edik fazis utan tortént.

Futtassuk TTC alabbi mddositasat az N \ C halmazon. A futtatds soran azzal a meg-
szoritassal éliink, hogy csak akkor elimindlunk késoi kort, ha mar nincs elimindlhaté korai
kor. Ez a modositas minden egyes korai kort el6bb-utébb megtalal és eliminal. Miutan ez
megtortént, pontosan ahhoz az allapothoz érkeziink, ahova az N-en futtatott TTC kozvet-
leniil a C' kor eliminaldsa utan keriilt. Ezért innentdl sorra tudjuk eliminalni a késoi koroket.
Az N\ C-n futtatott TTC tehat C kivételével ugyanazokat a koroket elimindlja, mint az N-en
futattott TTC. Nekiink pedig éppen ezt kellett igazolnunk. O

4.8. Tétel. A felso korcsere algoritmus csoportosan taktikdzdsbiztos a lakdspiac-modellben
megfogalmazott ujraelosztasi feladatra.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a fels6 korcsere algoritmus outputja a o = f(II) permutécio,
M C N alakastulajdonosok egy tetszéleges részhalmaza és és I1); € PM| egy preferenciaprofil
M-en. Futtassuk a felsé korcsere algoritmust a IT és a II' = (I1_,,, I15,) profilokon, utébbi
esetben az M-beli tulajdonosok II-beli preferencidit cseréljiik ki a IIy;-beliekre. Azt fogjuk
igazolni, hogy ha ¢’ = f(II') # o, akkor van olyan M-beli tulajdonos, aki rosszabb lakast kap
az ligyeskedés miatt, azaz o’ (i) <; o(i).
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A 4.7 Megfigyelés miatt a IlI-n ill. II'-n futtatott TTC &ltal eliminalt kozos korokben
szereplo tulajdonosok elhagyédsaval elérhetjiik, hogy a fels6 korcsere algoritmus futtatasaval
kapott ¢ és ¢’ kimenetekben szerepl6 korok paronként kiilonbozék legyenek. Legyen tehat C'
a legels6 cserekor, amit a I profilon futtatott felsé korcsere algoritmus megtaldl. A feltevés
miatt C-ben van olyan i tulajdonos, akire o(i) # o'(i), azaz kiilonboz6 lakdst kap, mint ha
[TI'-n futtatndnk a TTC-t. Ekkor ¢'(i) <; o(i), hiszen o(i) els6 helyen all az i tulajdonos
preferenciarendezésében. Ez egyuttal azt is jelenti, hogy <!#=;, azaz az i tulajdonos nem
a Il-beli preferenciaival vesz részt a TTC-ben, ezért aztan ¢ € M. Ezek szerint az M-beli
tulajdonosok nem tudjak sikeresen manipuldlni a T'TC algoritmust, ez pedig a tételben allitott
csoportos taktikdzasbiztossdgot igazolja. O

Ramutatunk végiil a felso korcsere algoritmus egy masik fontos alkalmazési lehetéségére.

4.9. Definicié. Az N tulajdonoshalmaz és 11 = (=X1,...,=,) preferenciaprofil dltal meg-
hatdrozott lakdspiacon a p : N — R, leképezés és o € Sy egyittesét piaci egyensulynak
nevezzik, ha p(o(i)) < p(i) mellett i <; j = p(j) > p(i) teljesil minden i,j € N esetén.

A fenti definiciéban drakat rendeliink a piacon 16v6 lakdsokhoz (p(i) jeloloi az i tulajdonos
lakdsanak arat), és o(i)-vel jeloljiik annak a lakdsnak a tulajdonosét, amelyik az ¢ tulajdonos
szamara a legjobb a sajatjanal nem dragabb lakasok koziil. A piaci egyensily azt jelenti, hogy
az igy definidlt o az N halmaz egy permutéacidja, azaz olyan arazast sikeriilt talalni a lakasokra,
amelynek hatdsara a tulajdonos egyszerre meg tudjak venni az szamukra elérheto legjobb
lakast. Vilagos, hogy egy piaci egyensily arfliggvénye mar egyértelmiien meghatarozza az
egyensulyhoz tartozé o permutaciot. Megmutatjuk, hogy ezzel egyiuttal az erés magot is
megadtuk.

4.10. Lemma. Tegyiik fel, hogy (p, o) piaci eqyensily az (N,1I1) lakdspiacon, és C egy olyan
kor, aminek a mentén a tulajdonosk lakdst cserélnek a o permutdcidban. Ekkor p(i) = p(j)
teljesil minden 1,7 € C tulajdonosra, azaz a piaci egyensulyban szerepld lakdscserék sordn
minden tulajdonos a lakdsanak a teljes vételardt az vy lakdsdra forditja.

Bizonyitds. A piaci egyensily definicidja szerint a C-beli tulajdonosok mindegyike legfeljebb
annyit fizet az 1j lakasaért, mint amennyit a sajat lakasaért kap. Egyuttal az is igaz, hogy a
C-beli tulajdonosok altal osszességében kifizetett pénzmennyiség megegyezik a C-beli tulaj-
donosokhoz befoly6 0sszeggel. Nem torténhet meg tehat, hogy valaki szigorian tébbet kap a
lakasaért, mint amennyit az 1j lakasara kolt. Mindeneki az 1j lakasdba forgatja tehat a sajat
lakésa teljes vételarat. O]

4.11. Tétel. Tegyiik fel, hogy (p,o) piaci egyensily az (N,I1) lakdspiacon. Ekkor o az erds
magban van.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a tulajdonosok B C N halmaza ugy tudja egymas kozott el-
cserélni a lakasait egy m € Sp permutacié mentén, hogy ennek soran egy i € B tulajdonos
jobban jar, mint a o szerinti cserével, azaz o (i) <; w(i). Mivel (i) az ¢ szamara legjobb olyan
lakds, ami nem dragabb a sajat lakdsa p(i) arandl, ezért a m(i) tulajdonos lakdsa biztosan
dragabb az i tulajdonséndl: p(i) < p(m(i)). A m permutédcié mentén tehat az i tulajdonos egy,
a sajatjanal dragabb lakasba koltozik.

Kell lennie tehat olyan 5 € B tulajdonosnak is, aki a sajat lakasanal olcsébb lakasba keriil
a 7 permutédcid altal leirt cseresorozat utdan: p(m(j)) < p(j). A piaci egyensily definiciéja
miatt egyrészt o(j) a legjobb olyan lakés, ami j szdméra elérheté (azaz aminek az ara nem
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tobb j lakdsa arandl), mdasrészt a 4.10 Lemma miatt a o(j) lakds dra megegyezik j sajét
lakdsdnak araval: p(j) = p(o(y)). Ezért p(w(j)) < p(j) = p(o(j)), azaz j a sajatjanal
olcsobb lakéasba koltozik, igy a 7 cserével rosszabbul jar, mint a o cserével. Kovetkezésképp
a tulajdonosok egyetlen B részhalmaza sem alkothat o-ra nézve gyengén blokkold koaliciot,
tehat o csakugyan az erés magban van. O

A piaci egyensily nagyszeri dolog, hiszen anélkiil kényszeriti ki a magmegoldast, hogy
a tulajdonosoknak fazisok hosszi soran kelljen egymaésra mutogatniuk. Természetes kérdés,
hogy vajon minden esetben van-e a lakaspiacon piaci egyensuly. Es ha van, akkor ismeriink-e
hatékony algoritmust piaci egyensuly keresésére. A valasz mindkét esetben pozitiv.

4.12. Tétel. Tetszbleges (N,11) lakdspiac esetén taldlhato (p, o) piaci egyensily.

Bizonyitds. Futtassuk le a felsé korcsere algoritmust az (N, II) inputon. Az output o per-
mutécié mellett megkapjuk a tulajdonosok halmazanak egy N = N;UN,U. ..U N; particidjat,
ahol Ny a piacrdl az (-edik fazisban tavozé tulajdonosok halmaza. Valasszunk p; > py > ... >
pr > 0 szdmokat, és definidljuk az arfliggvényt tgy, hogy p(i) = pr ha i indexe k, azaz, ha
1 € Ni. Ezen arazas szerint egy lakas annal dragabb, minél kordabbi fazisban tdvozott a
tulajdonosa a piacrél. Azt éllitjuk, hogy az igy definidlt (p, o) piaci egyenstily.

Ehhez pusztan azt kell igazolnunk, hogy minden ¢ € Ny tulajdonos esetén az ¢ szdméra
elérhetd legjobb lakas tulajdonosa o(i). Ez pedig abbdl kiovetkezik, hogy az i szaméara nem
elérhet6 (tul draga) lakdsok pontosan azok, amik az i cseréje elétt kikeriiltek a piacrdl, azaz az
N1 U. .. Ni_1-beli tulajdonosok lakésai. A fels6 koresere folytédn pedig az N\ (N7 U. .. Ny_1)-
beli tulajdonosok lakésai koziil a o (i) tulajdonos lakdsa az i szdméra a legjobb, ezért (p, o)
csakugyan piaci egyensuly. O]

5. Stabil parositasok

Az eddigi modellekben a kozosség egészét érinté dontéseket ugy probaltuk meghozni, hogy
vagy valamiféle konszenzus legyen a dontésrél a jatékosok kozott (szavazds esetén), vagy meg-
fizettettiik az egyes jatékosokkal a helyzetiiknek a dontés hatdsara torténé javulasat (arverések
esetében), vagy pedig természetben (a lakasukkal) kellett fizetniiik azért, hogy javuljon a hely-
zetiikk. A most kovetkez6 modellben is szeretne mindenki a lehetd legjobban jarni, de itt az
egyes jatékosok célja nem valamiféle konkrét vagyontargy megszerzése, hanem az egymassal
val6 kapcsolataikkal tizletelnek, és ebbdl prébélja mindenki kihozni a maximumot.

Az alabbi hazassagi modellben dolgozunk. A jatékosok mindegyike vagy fii vagy lany és
a koztiik lehetséges hazassagokat egy G paros graf irja le: ennek szinosztalyai a fiuk F' és a
lanyok L halmazai, és egy f{ él jelentése az, hogy f és ¢ kozott lehetséges a hazassdag. Minden
a jatékos rendelkezik egy <, linearis rendezéssel az a-ra illeszkedo éleken, azaz a potencialis
hazastarsain. A cél egy M parositds mentén ugy Osszehdzasitani a jatékosokat, hogy lehetéleg
senki se legyen elégedetlen. Ez utobbi feltétel most a maghoz tartozast jelenti, azaz ne legyen
az M parositas mellett blokkol6 koalicié. Jatékosok egy B részhalmaza akkor blokkolo koalicio
M -re nézve ha a B-beli jatékosok képesek arra, hogy onerobdl javitsak a helyzetiiket, azaz
ha van olyan N parositas B-n, ami egyetlen B-beli jatékos szamara sem rosszabb M-nél; de
van legalabb egy olyan B-beli b jatékos, aki N-nel jobban jar, mint M-mel. Utdbbi kitétel
azt jelenti, hogy b jobb part kap N-ben, mint M-ben, vagy pedig b fedetlen M-ben, de van
parja N-ben.
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Vizsgaljuk meg, hogyan is néz ki egy blokkolo koalicié! Tegytik fel, hogy a B koalicié az N
parositas mentén blokkolja az M parositast. Van tehat egy olyan ba € N él, amivel b jobban
jar az M-beli helyzetéhez képest. Ez azt jelenti, hogy a nem b-vel all parban M-ben, és mivel
a € B is teljesiil, ezért a-nak is jobban kell jarnia a ba éllel, mint M-mel. Ez azt jelenti,
hogy tetszoleges B blokkold koalicio tartalmaz egy kétfos blokkold koaliciét. Ezért a maghoz
tartozas eldontésekor a fenti definicié helyett elegendd csupan annyit megkovetelni, hogy ne
legyen blokkol6 él, azaz kétfés blokkold koalicio.

5.1. Definicié. Adott « G = (V, E) grdf és minden v € V csucsdhoz a v-re illeszkedd élek
E(v) halmazdn a v csics preferencidjat leird <, linedris rendezés. Azt mondjuk, hogy v
szdmdra az e €l jobb az f élnél, ha f X, e. A G grdf M pdrositisa mellett az uwv €lt akkor
nevezzik tehdt blokkolo élnek, ha u és v is jobban jar az uwv éllel, mint M-mel, azaz ha M
nem tartalmaz olyan €élt sem, ami u szdmdra és olyan élt sem, ami v szamdra jobb az uv élnél.
Ha az M parositis mellett nincs blokkolo él, akkor M -et stabil parositasnak nevezziik.

A fenti definicié nem csak paros grafokra értelmes. Konnyl meg-
adni olyan G grafot és a csucsaihoz tartozé preferenciarendezéseket
ugy, hogy ne létezzen stabil parositas. Példaul ha egy 3-csicsu korben
a preferencidk olyanok, hogy minden cstics az egyik szomszédjanak a
legjobb, a masiknak pedig a legrosszabb valasztasa, akkor nincs sta-
bil parositas. A stabil parositds létezésének eldontéséhez ill. stabil
parositas kereséséhez rendkiviil hasznos az alabbi Eltorlési Lemma.

5.2. Lemma. Legyen G = (V, E) irdnyitatlan grdf és legyen =<, linedris ren-
dezés a v-re illeszkedd élek E(v) halmazdn minden v € V' esetén. Tegyiik fel,
hogy az u csics legjobb éle e = uv, és e =, f = wv, azaz v szamdra e jobb, mint
f. Ekkor a G és a G — f grdfoknak ugyanazok a stabil pdrositasai.

Bizonyitds. Legyen M stabil parositas G-ben. Ha f € M, akkor e ¢ M, és mivel e az u csics
legjobb éle, ezért e blokkolé él M mellett. Ezért f & M, igy M a G — f grafban is parositas.
Tekintettel arra, hogy M mellett nincs G-ben blokkol6 él, M mellett G — f-ben sincs blokkolo
él, ezért M stabil G — f-ben is.

Most azt tegyiik fel, hogy M a G — f graf stabil parositdsa. Természetesen ekkor M
G-ben is parositast alkot, amit az f élen kiviil egyetlen él sem blokkolhat. Ha most indirekt
feltessziik, hogy f blokkolé él M mellett, akkor e ¢ M. Ekkor azonban e is blokkolja M-et,
ami ellentmond az M pérositds (G — f)-beli stabilitdsdnak. Ezzel igazoltuk, hogy M stabil
G-ben. O

Az 5.2 Eltorlési Lemma komoly segitség a stabil parositasok keresésében: az alkalmazasa
révén ugyanis ugy tudunk élt torolni, hogy nem valtozik a stabil parositasok halmaza, igy
a feladatot egy egyszertibb feladatra vezetjik vissza. Az aldbbi eredmény példat mutat az
Eltorlési Lemma egy lehetséges alkalmazésara.

5.3. Megfigyelés. Legyen G = (V, E) irdanyitatlan grdf és legyen w : E — R egy olyan
élstulyozds, ahol nincs két egyforma sulyu €él. A csiucsok <, élpreferencidit ugy definidljuk,
hogy tetszdleges v-re illeszkedd e, f élek esetén f <, e ha w(e) < w(f). Ekkor G-nek pontosan
eqy stabil pdrositasa van.

Bizonyitds. Az Eltorlési Lemma alkalmazésaval egymas utan torliink éleket az eredeti G
grafbél. Amikor ennek sordn egy G’ gréffal dolgozunk, és e a G’ egy komponensének leg-
konnyebb éle, akkor az Eltorlési Lemma szerint minden e-hez csatlakozé él torolhets. Igy
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egy olyan komponens keletkezik, ami csak az e élt tartalmazza. Miutan mar tobb éltorlés
nem végezhetd, az eljaras végén kapott G* grafban minden komponensének legfeljebb egy éle
lesz, azaz M = E(G*) egy parositds. Vildgos, hogy G*-nek egyetlen stabil parositdsa van,
mégpedig M. Az Eltorlési Lemma miatt tehdt G-nek is M az egyetlen stabil parositasa. [

Térjiink vissza most a bevezetésben emlitett hdzassagi modellhez, amikoris a szoban forgd
G graf paros. Az deriil ki, hogy ebben az esetben tetszdleges preferencidk esetén van stabil
parositas. Sot: Gale és Shapley alabbi lanykér6 algoritmusa ilyet talal.

1. Minden fit megkéri a szaméra legszimpatikusabb lany kezét.
2. Minden lany a legjobb kivételével kikosarazza az osszes kérdjét.
3. Ha nem volt kikosarazas, akkor STOP: a lanykérésekhez tartozd parositas az output.

4. Ha volt kikosarazas akkor GoTo 1

A lanykér6 algoritmus helyességének igazolasdhoz azt érdemes megfigyelni, hogy minden
kikosarazas egy olyan éltorlésnek felel meg, ami az 5.2 Eltorlési Lemméban szerepld éltorlés
specidlis esete. Itt ugyanis az f él a w csucs legjobb éle, mig az Eltorlési Lemmaban ezt
nem varjuk el. A lanykérd algoritmus soran tehat egyetlen kikosarazas miatti éltorlés sem
valtoztat a stabil parositasok halmazan. Abban az el6bb-utébb elérkezé pillanatban, amikor
a fitk csupa kiilonboz6 lany kezét kérik meg, a lanykérések egy M stabil parositast alkotnak
abban a G’ grafban, ami a kordbbi éltorlések utan megmaradt. Ha ugyanis egy f¢ él nem
szerepel M-ben, akkor M tartalmazza az f szamara legjobb G’-beli élt, igy f¢ nem blokkolhat.
Abbdl, hogy az Eltorlési Lemma szerint G és G stabil parositasai megegyeznek, nem csupan
a lanykéro algoritmus helyessége adddik, hanem az alabbi eredmény is.

5.4. Megfigyelés. A lanykérd algoritmus outputja olyan stabil parositds, amiben minden fii
a legjobb olyan part kapja, aki stabil pdrositdisban a szamdra elérheto. Egyiuttal minden ldny
a lehetd legrosszabb olyan partnert kapja, aki szdmara stabil parositisban elérhetd.

Az 5.4 Megfigyelésben leirt tulajdonsag miatt a lanykéro algoritmus altal megtaldlt stabil
parositast szokds fiu-optimdlis stabil parositasnak nevezni. Természetesen ha a lanykéro al-
goritmust a nemek szerepcseréjével futtatjuk, akkor a lany-optimalis stabil parositast talaljuk
meg, amiben minden lany a szamara elérhetd legjobb stabil hazastarsat kapja. Konnyt olyan
példat taldlni, ahol a fit-optimalis és lany-optimalis stabil parositasok kiilonbozok. Sot, olyan
élpreferenciakkal ellatott paros grafot sem nehéz mutatni, amelyikben a stabil parositasok
szama a graf csiucsszamanak exponencialis fliggvénye. A stabil parositasok strukturajarol szol
a kovetkezo tétel.

5.5. Tétel. Ha My és My az élpreferenciakkal ellatott (nem feltétlendil pdros) G grdf két stabil
pdrositasa, akkor V(My) = V (M), azaz a G grdf barmelyik stabil parositasdt is vdlasztjuk,
mindig ugyanazok a csiucsok lesznek kipdrositva, €s ugyanazok a csiucsok maradnak fedetleniil.

U1 _]il_ Uz €2 V2 ]\41
€1 ~f2
~
(751 2 Y M2
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Bizonyitds. Azt fogjuk igazolni, hogy az M, és M, parositasok MiAMy, = (M; \ M;) U
(Ms\ M) szimmetrikus kiillonbsége olyan alternalé korokbél all, amelyek mentén tigy tudunk
végighaladni, hogy mindig egyre jobb élre 1éplink. Ebbdl mar koévetkezik a feladat allitasa,
hiszen egyrészt a két stabil parositas kozos élei (azaz My N Ms) altal fedett csicsokat mindkét
parositas fedi, masrészt pedig az elébb leirt preferenciakorokhoz tartozéd Mi-beli és Msy-beli
élek is ugyanazokat a csucsokat fedik.

Legyen tehat e; € M;\ My. Mivel e & My, ezért e; nem blokkolja Ms-t. Kell lennie tehat
M, \ Mi-ben egy olyan f; élnek, aminek van ej-gyel egy kozos vy csicsa, és amire e; <, €1
teljestil. Hasonlé gondolatmenetet kovetve abbdl, hogy f1 € M; és f; nem blokkolja M;-et,
kovetkezik, hogy van egy olyan es € My \ M, él, ami domindlja fi-et, azaz fi <., €s.

Ezt a sort folytatva kapjuk az ey, fi, e, fo, ... éleket, ahol e; = w;v; és f; = v;u;y1, tovabba
ei =<u; fi ill. fi <., €1 teljesiil. Mivel a G gréf véges, elébb-utébb ismétlddés lesz ebben
a sorozatban. Ez az ismétlodés csak egyféleképp torténhet, mégpedig gy, hogy epi1 = e

valamely k-ra, és innentdl ciklikusan folytatéodik minden, azaz f1 = fri1, €2 = egio sit.
Ezzel igazoltuk a fent megfogalmazott allitast, miszerint az M; /A M, szimmetrikus kiillonbség
prefrerenciakorokbol all. O]

5.1. Az egyetemi felvételi probléma

A stabil hazassag probléma egy fontos dltalanositasaban a szereplok az egyetemi szakok és a
szakokra jelentkez6 tanuldk, akik rendre az S ill. T" halmazokat alkotjak. A G = (SUT, E)
paros graf szinosztalyai az S ill. T halmazok, az élek pedig a jelentkezések: a ts él azt jelenti,
hogy a t jelentkezd jelentkezik az s szakra. Akércsak a stabil parositasok esetén, minden
résztvevo esetén adott egy preferenciarendezés az adott résztvevohoz kapcesolodd éleken, a t
jelentkez6 ill. s szak esetén ezeket rendre =<; ill. < jeloli. Mindezen til minden s € S szakhoz
tartozik egy ¢, keretszam, az s szakra felveheto hallgatok maximalis 1étszama.

Felvételi séma alatt egy olyan F' C E élhalmazt értiink, amelyikre igaz, hogy minden t € T'
jelentkezd legfeljebb 1, minden s szak pedig legfejebb ¢, F-beli élnek cstucsa. Egy felvételi
séma tehat jelentkezések egy olyan halmaza, ami megvaldsithaté: egyetlen jelentkezonek sem
tartalmazza egynél tobb jelentkezését és egyetlen szak hallgatoi 1étszama sem haladja meg az
adott szak keretszamat. Egy F felvételi séma akkor stabil, ha egyetlen él sem blokkolja. Itt
blokkolo élen olyan e = ts élt értiink, amivel mindkét végpontja jobban jarna, mint a séma
szerinti élekkel: egyrészt tehat nincs olyan f € F' él amire e <; f, masrészt pedig nincsenek
olyan fi,..., f,, € F élek sem, amelyekre e <, f; teljesiil i = 1,2,..., ¢, esetén. Egy ts él
akkor nem blokkol, ha a t jelentkezot felvették az s szaknal preferaltabb szakra vagy ha az s
szak a teljes keretszamat egytol egyig t-nél jobb jelentkezokkel toltotte fel.

Az egyetemi felvételi probléma esetén a feladat egy stabil felvételi sémét keresése a fent
leirt modellben. Vildgos, hogy ha minden létszamkorlat pontosan 1, akkor az egyetemi felvételi
probléma egy paros graf stabil parositasanak keresésével ekvivalens. Megmutatjuk, hogy az
egyetemi felvételi probléma 1-nél nagyobb keretszamok esetén is visszavezethetd paros graf
stabil parositasanak keresésére.

A fenti egyetemi felvételi probléma esetén miden s egyetemi szak helyett vegyiink s-bél
qs példdnyt: S' = {s' : s € S,1 < i < ¢,} és definidljuk a G’ = (S’ UT, E’) paros grafot
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az ' = {ts" : ts € E,1 < i < ¢} élhalmazon. A G’ grafot tehat tgy kapjuk, hogy
minden s szakot g, példanyban klénozunk. A G’ graf s' € S’ csticsdhoz tartozé preferencia
az s szak preferencidjabdl oroklédik, azaz s't <!, st <= st <, st’. Az t jelentkezd
G'-hoz tartozo preferencidja pedig szintén a felvételi problémabeli <;-bol szdrmazik azzal a
kiegészitéssel, hogy ugyanazon szak klénjai koziil a kisebb indexi mindig jobb a nagyobb
index{inél. Formuldval megadva ez azt jelenti, hogy ts* <} tz/ ha s # z és ts <; tz vagy ha
s=zési>j. Végil az F' C E' élhalmaz P(F") vetiilete a F-beli éleknek megfelel6 E-beli
élek halmaza, azaz P(F') = {ts € E : 31 < i < ¢, amire ts' € F'}. Ugy is fogalmazhatunk,
hogy ha egy s szak kereteszama ¢, akkor az s szakot helyettesitjiikk g, db ,hellyel”. Minden
jelentkezd egy szak egy helyére szeretne bejutni, de minden helyhez kiilon jelentkezés tartozik.
Az s szakhoz tartozé helyek preferenciaja megegyezik az s szakéval, a jelentkezok preferenciaja
pedig els6 sorban a szak, mésodsorban pedig a szakon beliili hely sorszama alapjan ddl el. Az
aldbbi eredmény mutat a két modell kézott egy fontos kapcesolatot.

5.6. Tétel. A G = (SUT,E) grdaf, {qs : s € S} keretszdmok és {2yt € T} ill. {Z5: s € S}
preferenciak dltal definidlt egyetemi felvételi problémaban F pontosan akkor stabil felvételi
séma, ha a G' grafnak van olyan F' stabil pdrositisa, amire F = P(F") teljesiil.

A Tétel szerint tehat a stabil felvételi sémék lényegében azonosak G’ stabil parositdasaival.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy F’ a G’ egy stabil parositasa. Ekkor F' = P(F") felvételi séma,
hiszen barmely jelentkezore legfeljebb egy €l illeszkedik, és barmely s szak pedig legfeljebb
annyi F-beli élnek végpontja, ahany klonja szerepel s-nek G’-ben. Ha ts & F', akkor a vetités
folytan ts',ts?,... & F'. Mivel I’ stabil parositds, ezért a ts’ élek egyike sem blokkolja F'-t.
Ezért vagy van egy tz/ € F’ él, amire ts' <} tz’ (amikoris tz € F, ts <; tz, tehdt ts nem
blokkol F-ben) vagy pedig van egy t;s* € F’ él, amire ts' </, {;s". Ha minden s'-re az utébbi
lehetdség 4ll fenn, akkor #s,t9s,...,%,5 € F' és ts <, t;s, azaz az I felvételi sémaban s-re
¢s olyan él illeszkedik, amelyek mindegyike jobb ts-nél. Azt kaptuk, hogy egyetlen ts és sem
blokkolhatja az F' felvételi sémat, ami ilyenforman bizonyosan stabil.

Tegyiik fel most, hogy F' egy stabil felvételi séma. Definidljuk az F’ parositast G’-ben
gy, hogy ts' € F' <= ts az s-re illeszkedd F-beli élek koziil az s szaméra i-edik legjobb. E
definicié kovetkezménye, hogy P(F') = F. Azt kell igazolnunk, hogy F’ a G’ stabil parositasa,
azaz F'-t egyetlen ts; él sem blokkolja.

Legyen tehat ts® € E\ F' tetszbleges él. Tegyiik fel elszor, hogy ts € F, és ts a j-edik
legjobb él F'-ben az s-re illeszkedd élek kozott. Ha j < i, akkor ts/ € F és ts' <) ts? a <
definicidja alapjan, igy ts' nem blokkolja F’-t. Ha azonban j > i, akkor ts az s-b6l induld
i-edik legjobb éle F'-nek. Legyen t's az F’ i-edik legjobb s-re illeszkedd éle. Ekkor ts < t's
és F' definiciGja szerint t's’ € F ill. ts' </ t's’, igy ts' ebben az esetben sem blokkolja F'-t.
Ha pedig ts ¢ F’, akkor vagy van egy ts’ € F’ él, amire ts <; ts', vagy pedig F’ tartamaz
t15,ta, ..., 1, s éleket, amelyek mindegyikére t15 > tos =5 ... >4 t,.5 =5 ts teljesiil. Az els6
esetben ts’* € F valamely k-ra, és ts' <) ts'™, és ts' ezért nem blokkolja F-et. A mésodik
esetben pedig ts - t;s' € F' minden 1 < i < g,re, és ts’ ismét nem blokkol. Ezzel a
Lemmat igazoltuk. O

5.7. Kovetkezmény. A G = (SUT,E) grdf, {qs : s € S} keretszaimok és {=;: t € T}
ill. {=s: s € S} preferencidk dltal definidlt egyetemi felvételi problémdaban mindig van stabil
felvételi séma. A felvételi sémdk kozott van eqy eqyetem-optimadlis, amelyikben mindegyik szak
a lehetd legjobb jelentkezdket veszi fel, amit eqy stabil felvételi séma sordn felvehet, és van egy
jelentkezd-optimadlis, amelyikben minden jelentkezd a legjobb olyan szakra nyer felvételt, amire
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eqy stabil felvételi sémdban felvehetd. Igaz tovabbd, hogy bdrmely két stabil felvételi sémdban
ugyanazok a jelentkezok nyernek felvételt, és minden szak ugyanannyi jelentkezot vesz fel a két
séma szerint. Raaddsul ha eqy s szak egy stabil felvételi sémaban a qs-nél kevesebb jelentkezot
vesz fel, akkor s barmely stabil felvételi sémaban ugyanazokat a jelentkezoket veszi fel.

Bizonyitds. Az utolsé allitas kivételével minden kozvetleniil adodik a az 5.5 és az 5.6 Tételekbdl.
Az utolsé éllitas bizonyitasa két stabil felvételi séma szimmetrikus kiilonbségének vizsaglataval

igazolhato, a részleteket az olvaséra bizzuk.
O

5.2. A vonalhiizasi probléma

Az €l6z6 részben targyalt egyetemi felvételi modell lényeges leegyszeriisitést tartalmaz a
valésaghoz képest. Magyarorszagon ugyanis az egyetemi szakok preferencidjat a jelentkezdkon
nem egy linedris rendezés, hanem egy pontszdmokon alapulé rangsor hatarozza meg. Ezért
barmely szak jelentkezoi kozott elofordulhat pontszamegyenléség. A jogi kornyezet azonban
nem engedi meg, hogy ugyanarra a szakra azonos felvételi pontszammal rendelkez6 jelentkezok
kiilonbozo elbiralasban részesiiljenek. Ezért nem egy felvételi séma explicit meghatarozasaval,
hanem implicit médon, egy ponthatar megallapitasa révén dol el, hogy az egyes jelentkezok
melyik szakra nyernek felvételt.

A tovébbiakban vizsgédlt finomabb modell tehédt egy G = (S U T, E) grafon alapul, ahol
tovabbra is S a szakok, T" a jelentkezok, E pedig a jelentkezések halmaza. Itt minden t € T
jelentkez6 preferencidit egy, a t-re illeszkedo éleken adott =<; linearis rendezés irja le, tovabba
minden ts € F jelentkezéshez tartozik a t jelentkezo altal az s szakon elért ry € N felvételi
pontszam. Ponthatdr alatt egy ¢ : S — N fiiggvényt értiink. Rogzitett £ ponthatar mellett egy
ts € E jelentkezés akkor eredményes, hary > ((s), és akkor sikeres, ha ts a t jelentkezé legjobb
eredményes jelentkezése. Az ¢ ponthatdrhoz tartozoé sikeres jelentkezések halmazat F'[¢] jelli.
Az ¢ ponthatar megengedett, ha F[(] felvételi séma, azaz ha minden s szakra igaz, hogy az
s-et érinté sikeres jelentkezések szama legfeljebb q,. Az ¢ ponthatar stabil, ha ¢ egyrészt
megengedett, marészt pedig minden olyan s szakra, amelyre ¢(s) > 0, az teljesiil, hogy ha
0(s)-t 1-gyel csokkenénk, akkor az igy kapott ¢ ponthatdr mar nem lenne megengedett, mert
s-hez qs-nél tobb sikeres jelentkezés érkezne.

Vonalhiuzdsi feladat alatt egy stabil ponthatar meghatarozasat értjiikk a fent ismertetett
modellben. A vonalhtuzési feladat megoldasahoz érdemes atfogalmazni a stabil ponthatar
definicidjat. Ennek érdekében bevezetiink egy operatort a ponthatarokon. Legyen ¢ egy
tetsz6leges ponthatar és minden s szakra definialjuk a

p(€)(s) = min{p : |[F[((_s,p)](s)| < gs}

pontszamot, ahol (¢_g, p) azt a ponthatart jeldli, amit ugy kapunk az ¢ ponthatarbdl, hogy az s
szakhoz tartozé bejutdsi pontszamot p-re médositjuk. A ¢(¢) ponthatar tehdt gy szarmazik
(-bol, hogy minden s szak a lehet6 legalacsonyabbra éllitja a sajat bejutasi pontszamat ami
mellett az s-hez sikeres jelentkezések szama még nem 1épi til a keretszamot abban az esetben,
ha a tobbi szak ponthatara megmarad az ¢ szerinti szinten.

5.8. Megfigyelés. Eqgy { ponthatdr pontosan akkor stabil, ha { a ¢ operdtor fixpontja, azaz
ha ¢(€) = L.

Bizonyitds. Ha ¢(¢) = ¢, akkor ¢ megengedett, és a ¢ operédtor definiciGja miatt egyuttal
stabil is. Ha ¢ stabil, akkor a stabilitds definiciéjabdl adédik, hogy ¢(¢) = £. O
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5.9. Megfigyelés. A ¢ operdtor monoton, azaz ha ¢ < ' akkor o(£) < p(l').

Bizonyitds. Legyen s tetszéleges szak, jelolje p = ¢(¢)(s) az s-hez rendelt pontszémot, és
tekintsiik az ¢* = (¢’ ,,p— 1) ponthatart. Ezen ¢* ponthatar mellett egyetlen olyan jelentkezd
sem tud egy szaméara s-nél jobb szakra bekeriilni, akinek ez mar az ¢ ponthatar mellett sem
sikeriilt. Ezért az ¢* ponthatér esetén minden jelentkezd, aki az (¢_,, p—1) ponthatar mellet az
s szakra keriilt, ugyanigy az s szakra keriil * esetén is. A p(¢) definicidja miatt az (¢_s, p—1)
ponthatar mellett az s szakra gs-nél tobben jutnak be, ami azt jelenti, hogy o(¢')(s) > p =
©(£)(s). Innen pedig kozvetleniil adédik a bizonyitandd o(€) > ¢(£) relacio. O

Figyeljik meg, hogy a vonalhizési probléméaban az értelmes ponthatarok szama véges,
hiszen minden s szakon a bejutasi pontszdmnak 0 és max{ry : t € T'} kozé kell esnie. Tarski
ismert fixponttétlének kovetkezménye, hogy ebben az esetben a ¢ operatornak van fixpontja,
s6t, egy ilyen fixpont konstrukciéja sem 6rdongdsség. Vildgos ugyanis, hogy 0 < ¢(0) (ahol 0 a
konstans 0 ponthatért jelenti), ezért a ¢ operator monotonitdsabdl p(0) < ¢(p(0)) kovetkezik.
A monotonitas ismételt alkalmazasaval adédik, hogy

0 < p(0) < p(p0) <...<e®0)< ...,

ahol ¢ a o k-szoros iterdltjat jeloli. A lehetséges ponthatérok véges szdma miatt len-
nie kell egy olyan k-nak, amire o (0) = o**1(0), azaz £ := ¢®)(0) stabil ponthatdr. A
 operatornak a 0 ponthatarbdl kiindulé fenti iterdlasat ponthatdrnoveld algoritmusnak ne-
vezziik, és mint lattuk, ez az algoritmus egy £ stabil ponthatart talal meg.

Tegyiik fel, hogy 0 < (¢ egy tetszéleges stabil ponthatér, azaz p(¢) = ¢. A ¢ operator
monotonitdsa miatt ekkor ¢(0) < ¢(¢) = ¢, és az iterdlt leképezésre is hasonl6 igaz: ( =
©®(0) < " (¢) = £. Ez azt jelenti, hogy a ponthatarnoveld algoritmus outputja a lehetd
legalacsonyabb stabil ponthatar, amit szokas jelentkezo-optimdlis ponthatarnak is nevezni.

A stabil ponthatar konstrukciéjat nem csak a 0 ponthatarrdl indithatjuk, ahogy ezt a
ponthatdarnovel6 algoritmus teszi. Tegyitik fel az egyszertiség kedvéért, hogy ry < 500 teljestil
minden felvételi pontszamra. Ekkor ¢(500) < 500 (itt 500 a konstans 500-as ponthatért
jelenti), ezért ¢ monotonitdsabol

500 > ¢(500) > ... > ™ (500) > ...

kovetkezik, és ismét csak bekovetkezik egy ismétlddés, mondjuk (™ (500) = @™+ (500).
Ekkor ¢ := (™ (500) a ¢ operdtor fixpontja, ezért stabil ponthatar, amirél a fentihez hasonlé
médon igazolhaté, hogy ¢ < ¢ teljesiil tetszéleges ¢ stabil ponthatar esetén. Az ¢ ponthatart
eqyetem-optimdlis ponthatarnak hivjuk, és a fenti eljarast, amivel (-et megkonstrualtuk, pont-
hatdrcsokkento algoritmusnak nevezziik.

A fenti gondolatmenettel igazolt megfigyeléseket fogalalja O0ssze az alabbi eredmény.

5.10. Tétel. Tetszdleges vonalhuzdsi probléma esetén van stabil ponthatdr. A ponthatdarnoveld
ill. a ponthatdresokkentd algoritmusok € ill. € outputjai stabil ponthatdrok, és tetszbleges € stabil
ponthatdrra £ < ¢ < { teljestil.

Ha ¢ < 0 stabil ponthatdrok, akkor az € ponthatdr alkalmazdsa esetén legaldbb annyi je-
lentkezdt vesznek fel, mint az 0" ponthatdr alkalmazasaval. Kovetkezésképp a legtobb jelentkezd
a jelentkezo-optimdlis ponthatdr alkalmazdsa esetén nyer felvételt.

Bizonyitds. Csupan a tétel masodik bekezdése szorul bizonyitasra, az els6 részt még a tétel
kimondésa el6tt igazoltuk. A masodik részhez pedig mindossze annyit kell megfigyelni, hogy
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egy jelentkezo felvétele pusztan azon muilik, hogy van-e eredményes jelentkezése. Marpedig
ha egy t jelentkezének az s szakra torténd jelentkezése az ¢/ ponthatar esetén eredményes,
akkor ugyanez a jelentkezés ¢ esetén is eredményes. FEzért aztdan minden jelentkezd, akit
az ¢' ponthatar mellett felvesznek valamelyik szakra, felvételt nyer valahova az ¢ ponthatar
alkalmazasa esetén is. O

5.3. Népszeriu parositasok

Ebben a részben két korabbi modellt kapcsolunk 0ssze. Egy szavazasi problémardl lesz szo,
amiben a szavazok egy G = (V| E) gréaf cstucsaiban tilnek, és a kozosségi dontés lehetséges
alternativai a G graf parositasai. Ahogyan a stabil péarositasok esetén lattuk, ugy itt is
minden v € V cstcshoz tartozik egy =<, linearis preferenciarendezés a v cstucsra illeszkedo
élek E(v) halmazan. Két alternativa (mondjuk az M és N parositds) kozotti valasztaskor
tehdat minden v csics arra a parositdsra szavaz, amelyiknek a v-t fedo éle megel6zi a mésikat
a =<, preferenciasorrendben. (Ha M és N kozott v szempontjabdl nincs kiilonbség, akkor v
tartozkodik, ha pedig (mondjuk) az M pérositas fedi, N pedig elkeriili v-t, akkor v M-re
szavaz. )

A cstcsok ilyetén megszavaztatasaval ossze tudjuk hasonlitani G barmely két parositasanak
a népszeriiségét. Azt mondjuk, hogy az M parositas népszeriibb az N pérositasndl (jeldlésben
N < M), ha az M és N kozti valasztas esetén tobben szavaznak M-re mint N-re. Egy M
parositast akkor mondunk népszeri parositisnak, ha G-ben nincs M-nél népszertibb péarositas,
azaz ha M gyenge értelemben vett Condorcet-gyoztes ebben a szavazasi modellben.

Emlékezziink vissza, hogy TVF-ek és TVSZ-ok kapcsan kordabban mar definidltunk az al-
ternativak kozott egy ,,legy0zési” relaciot. Ennek specidlis esete a fent definialt népszeriiségen
alapulé Osszehasonlitds. Arra is lattunk mér példat, hogy a szavazasi modellben el6fordulhat,
hogy bizonyos alternativak korbeverik egymast.

Nincs ez masképp a népszerliség esetében sem. Az abran lathato
G grafon az My = {ac,df,eg} és az My = {cd, eg, fh} péarositasokat
érdemes megfigyelni. E két parositas osszehasonlitasakor az e, g és b
csucsok tartozkodnak, a és f az M; parositasra, mig ¢, d és h Ms-
re szavaznak, ezért M; < M. Ha definidljuk az M3 = {bd, ce, fh}
és My = {ac,bd, ef} péarositasokat, akkor hasonlé érvelés mutatja az
My = M, =~ Mz = My = M; korbeverést. Qg

Természetes kérdés, hogy van-e mindig népszerii parositas. Ha van, akkor mennyire nehéz
ilyet talalni? Erre a kérdésre ad részleges valaszt Gardenfors alabbi megfigyelése, ami nem
csak paros grafokra igaz.

5.11. Tétel. Gardenfors megfigyelése: ha M stabil pdrositds, akkor M népszeri.
Minimalitasi tulajdonsag: ha M stabil parositds és az N pdrositisra |N| < |M| teljesiil,
akkor N nem népszerii.

Bizonyitds. Eloszor azt igazoljuk, hogy egyetlen N parositas sem népszeriibb M-nél, azaz M
és N oOsszehasonlitasakor M-nek legalabb annyi szavazdja van, mint N-nek.

Legyen u az N egyik szavazdja ebben az Osszehasonlitasban. Ekkor az N-beli uv él nem
éle M-nek. Tekintettel arra, hogy uv nem blokkolja M-et, a v csiics bizonyosan M-re szavaz.
Ezért N minden szavazdjanak N-beli parja M-et vélasztja, igy N < M, vagyis M népszerti,
ami igazolja Gardenfors megfigyelését.

A minimalitasi tulajdonsdgot igazoljuk. Lattuk, hogy N minden szavazéjanak N-beli
parja M-re szavaz. Mivel |M| > |N|, ezért van olyan csics, amit az M pdarositas fed, N
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viszont elkeriil. Minden ilyen csics M-re szavaz, és ezekkel egylitt M-nek szigorian tobb
szavazdja van, mint N-nek. Ezért aztan N < M, vagyis N bizonyosan nem népszerii. Ezzel
belattuk, hogy a stabil parositasok a legkevesebb élt tartalmazd népszerti parositasok. O

Ha olyan modellben dolgozunk, ahol népszerii parositas a tarsadalmi elvaras, akkor termé-
szetes igény lehet, hogy maximalizalhatjuk az osszeparositott jatékosok szamat, mas szdval a
lehetd legtobb élt tartalmazé népszerti parositast (vagy ezek egyikét) taldljuk meg. Kavitha
rendkiviil szellemes algoritmusa ezt a feladatot oldja meg paros grafok esetén. Az algoritmus
inputja a fiik F' és a lanyok L szinosztalyain egy G = (FUL, F) paros graf és minden v € FUL
csucshoz a v-re illeszkedé élek egy <, preferenciasorrendje. Az algoritmus outputja G egy
maximalis méreti népszerii parositasa. Kavitha algoritmusa az aldbbiak szerint miikodik.

A lanykéro algoritmust hajtjuk végre a G grafon azzal a mddositassal, hogy minden olyan
f fi, akit minden lany visszautasitott, személyiségfejleszto tréningen vesz részt. Ezt kovetoen
f elfelejti, hogy 6t mar visszautasitottak, és elorol kezdi a lanykérést a szamara legszimpa-
tikusabb lannyal. A személyiségfejleszto tréning hatdsara minden lany szimpatikusabbnak
talal barmely tréningen atesett fiit barmely személyiségfejlesztetlen fiindl. Ha azonban egy
¢ lanynak két tréninget elvégzett fitt kell osszehasonlitania, akkor azt taldlja vonzébbnak
koziiliik, aki elébb van a =<, rangsorban. Ha az igy moddositott lanykéro algoritmusban egy
f fiut a tréning elvégzése utan is kikosaraz minden lany, akkor f beletorodik a sorsaba, és
par nélkiil marad. Kavitha algoritmusa akkor ér véget, amikor az eljaras egy fazisdban nem
torténik visszautasitas. Ekkor az output a lanykérések altal meghatérozott M parositas.

5.12. Tétel. Tetszbleges G = (F'UL, E) pdros grdfon és tetszbleges <, preferenciarendezések
esetén Kavitha algoritmusdanak outputja a G eqy mazimdlis méretii népszerd pdrositdsa.

Az 5.12 Tétel bizonyitasa helyett egy erdsebb eredményt fogunk igazolni. Ehhez elészor
megértjik, hogy mi is torténik valéjaban Kavitha algoritmusdanak végrehajtasakor. Defi-
nidljuk a G¥ grafot a G graf csicshalmazén az aldbbi médon. A G minden e = f¢ éléhez
két parhuzamos f¢ él fog tartozni: egy piros e, és egy zold e* él. Azonos szint élek kozott a
preferencia a G-beli preferenciabol 6roklédik. A lanyok barmely piros élt elobbre rangsorolnak
barmely zold élnél, a fitik szamara viszont egy zold él mindig jobb egy piros élnél. Formalisan:
GE = (FUL,EPUFE?), E? ={e? : e € E}, E* = {¢* : e € E}. Ha az f € F cstics G-beli
preferenciasorrendje €; = €3 = ... = ey, akkor f G¥-beli preferenciasorrendje

e I A e N R Ry

ha pedig egy ¢ € L cstics G-beli preferenciasorrendje fi =, fo >¢ ... ¢ fm, akkor £ GK-beli
preferenciasorrendje

K K K K K K K
L= fo =0 om0 o= im0 50 =0 [

Figyeljiik meg, hogy Kavitha algoritmusa nem mds, mint a G¥ gréfon a <X preferencidk
mellett végrehajtott lanykérd algoritmus, ami —mint ldttuk— a G¥ graf fid-optimdlis stabil
parositasat talalja meg. Az 5.12 Tétel tehdt azonnal adédik az alabbi eredménybdl.

5.13. Tétel. Ha M’ a fent definidlt G¥ grdf stabil pdrositdsa, akkor az M'-nek megfeleld
G-beli élek M = {e € E : {e?,e*} N M' # 0} halmaza G egy mazximdlis méreti népszerd
pdrositdsa.
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Bizonyitds. Legyen N a G egy tetszoleges parositdasa. Eloszor M népszertiségét ugy igazoljuk,
hogy megmutatjuk, hogy N nem lehet M-nél népszertibb. Ezutdn azt bizonyitjuk be, hogy
ha |[N| > |M|, akkor G tartalmaz N-nél népszeriibb pérositdst. Innen mér azonnal adédik,
hogy M a G egy maximélis méretli népszerti parositasa. Vizsgaljuk meg tehat G csiucsainak

az M és N alternativak Osszehasonlitasakor leadott szavazatat.
Mivel M és N kozos éleinek csicsai az M és N altal egyarant fe-

detlen csicsokhoz hasonléan tartézkodnak a szavazastol, ezért csupan
azon élek végpontjaira kell figyelniink, amely élek a két parositas koziil
pontosan az egyikhez tartoznak. Vildgos, hogy N minden szavazdja
egy ilyen N-beli él végpontja. Legyen f¢ € N, és vizsgaljuk meg, hogy
M hogyan fedi az f és ¢ csicsokat. Mindkét cstcs esetén harom le-
hetoség van: az adott csticsot M piros vagy zold éllel fedi vagy elkeriili.
A mellékelt abra a 9 lehetdséget mutatja. Harom lehetoséget azonnal
kizarhatunk: ha ¢-et M zold élen fedi f pedig fedetelen, akkor a piros
f2 él blokkolé lenne, {gy M nem volna stabil G¥-ban. Hasonléan, ha
f-et M piros éllel fedi és ¢ fedetlen, akkor a zold f¢ él blokkolna. Ha
pedig M az f és { csticsok egyikét sem fedi, akkor G¥ a piros és zold
ft élek barmelyike blokkol.

Négy olyan eset van, amikor az f¢ él két végpontja koziil legalabb az egyik M-re szavaz. Ha
M-ben f-et és (-et ugyanolyan szint él fedi, akkor az ugyanilyen szinii f¢ él nem blokkolhat,
igy a két cstcs koziil legaldbb az egyik M-re szavaz. Ha M piros élen fedi fl-et, és elkeriili
f-et, akkor a piros f¢ él nem blokkolhat, ezért ¢ M-re szavaz. Hasonléan, ha M zold élen fedi
f-et, és elkeriili ¢-et, akkor a zold f¢ él nem blokkolhat, tehat f is M-re szavaz.

Két eset maradt ki. Ha M f-et piros, f-et pedig zold éllel fedi, akkor a f M-re szavaz
mivel a piros f¢ él nem blokkol, és ¢ is M-re szavaz, mivel a zold f¢ él sem blokkol. Ha tehat
az fl élt elhagynank N-bol, akkor az semmit sem valtoztatna az egyes csicsok szavazatan.
Ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy ez az eset nem valésul meg M és N viszonyaban. Az
utolsé eset az, ha M f-et zold, f-et pedig piros élen fedi. Kizarolag ebben az egyetlen esetben
fordulhat el6 az, hogy f és £ egyarant N-re szavaznak.

Vizsgédljuk meg az M AN szimmetrikus kiilonbség komponenseit. Minden ilyen kompo-
nens vagy egy M N-alterndlé kor vagy egy M N-alternalo tut. A 8. esetet kizard feltevésiink
miatt minden ilyen alternal6 kérben az M-hez tartozo élek egyszintiek, ezért a kor csicsainak
legaldbb a fele M-re szavaz. Ha egy alternalé Ut komponens nem tartalmaz az abran a 9.
esetnek megfelelo N-beli élt, akkor a komponens minden N-beli élének legaldbb az egyik
végpontja M-re szavaz, ezért a komponens csicsainak ismét legaldbb a fele M-et valasztja.
Végiil ha az itkomponens egyik N-beli éle a 9. esetnek felel meg, akkor a kizért 1. és 2. esetek
miatt az utkomponens egyik végén piros, a masikon pedig zold M-beli élre végzodik. Az 1t
két végpontja tehat M-re szavaz, és ez ellensulyozza az N-re adott legfeljebb két szavazatot
a 9. esetben szereplé N-beli él végpontjaiban. Azt kaptuk, hogy ez az utolsd fajta kompo-
nens is olyan, amelyikben a csiicsoknak legaldbb a fele M-re szavaz. Tehat a tetszélegesen
valasztott N parositas nem lehet népszeribb M-nél, ezért a korabbi allitasunknak megfeleléen
M csakugyan népszerti.

A masodik cél eléréséhez engedjiik meg a 8. eset el6forduldsét és tegytik fel, hogy |N| >
|M|. Ekkor az M AN szimmetrikus kiillonbségben kell lennie egy olyan P utkomponensnek,
amelyik tobb N-beli élt tartalmaz, mint M-belit. Ekkor P mindkét végpontjat elkeriili az M
parositas. Ez azt jelenti, hogy P egyik végpontjaban a 6., a masikban pedig a 7. eset valésul
meg, tovabba, hogy P-nek muszdj 1-gyel tobb olyan N-beli élt tartalmaznia, ami a 8. esethez
tartozik mint olyat, amelyik a 9-edikhez. Ezért P cstcsai koziil legalabb 2-vel tobb az M-
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szavazok szama az N-szavazdkénal. fgy az N és N' = NAP parositasok osszehasonlitasakor
csak P csicsai szavaznak, és koziiliik is legalabb 2-vel tobben N’-t valasztjék. Ez azt jelenti,
hogy N’ népszerlibb N-nél, vagyis nem létezhet GG-ben olyan népszerii parositas, amelyik a
GE graf egy stabil parositdsdndl tobb élt tartalmaz. O]
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