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Bevezetés

Ezen jegyzet alapja a BME Villamosmérnoki és Informatikai Kardnak tizemmérnok-
informatikus képzésén 2020 és 2024 kozott tartott Valoszintiségszamitas B targy el6adasainak
anyaga. Célja, hogy a valoszintiségszamitas elméletébe, ill. annak legegyszeriibb alkalmaza-
saiba rovid betekintést nytujtson. A targyalasmodot részben a fent emlitett kurzus keretei
alakitottak, de a jegyzet az emlitett el6adas anyagan tul feloleli a kar mérndkinformatikus
alapszakjan oktatott Valoszintiségszamités és statisztika c. targy anyagénak a zarthelyi dolgo-
zatban szamon kért elsé részét, st - els6 sorban a diszkrét valoszintiségi valtozok témakorénél
- szamos kiegészits szakaszt tartalmaz, igy szandék szerint barki szamaéara izelit6t kinadlhatunk
a matematika ezen kiemelkedGen fontos teriiletébdl. Fontos azonban kiemelni, hogy a tech-
nikai eszkoztarat illetGen kompromisszumokkal kellett élniink, azt a lehet&ségekhez mérten
minimalizalva szamos alapvets fontossdgi téma targyalasat elhagyjuk. A jegyzet a fenti
targyak torzsanyaganak targyalasanal a kozépiskolai matematika tantargy anyagan feliil 1é-
nyegében egy bevezetd kalkulus targy anyaganak ismeretét tételezi fel. Hasznalni fogjuk tehéat
a hatarérték fogalmat és annak tulajdonsagait, a végtelen sorokra vonatkozo legalapvetGbb
ismereteket, és sziikségiink lesz a derivalt és a Riemann-integral fogalméara is. A kiegészitG
fejezetekben, ill. egyes nehezebb feladatok esetén mér kevésbé korlatozzuk magunkat, de a
tobbvaltozos analizis vagy a mértékelmélet ismeretét ott sem tételezziik fel.

Az anyag feldolgozasahoz és a j6 szemléletmodd kialakitasahoz természetesen elengedhetet-
lenek az absztrakt fogalmak tartalmat megvilagité példak, melyekbdl a jegyzet is tartalmaz
jonéhanyat. Ezen feliil minden anyagrészben ill. azok utan talalhaté néhany gyakorlat, sok
esetben egy-két nehezebb feladat is. Itt a nehézségi skala igen széles, és a kiilonbségeket
az elnevezésbeli kiilonbségek is jelzik (vagyis a gyakorlatok szandékaink szerint kénnyebbek,
mig a feladatok akar lényegesen nagyobb kihivést jelenthetnek). Azt javasoljuk, hogy az ol-
vasO probalja meg legalabb a gyakorlatokat az adott rész feldolgozésa kozben vagy utan, az
elméleti anyag targyaldsa soran kidolgozott példak mintédjanak alapjan ondlloan megcsinal-
ni. Minden gyakorlat és feladat végeredménye (amennyiben az egy szamszert végeredmény )
megtalalhato a jegyzet végén, némelyikhez pedig részletes kidolgozott megoldas is talalhato
ott (ez utébbit mindig egy ,,(M)” jeloli a gyakorlat vagy feladat szovege el6tt).

Miért érdemes a valdszintiségszamitassal foglalkozni?

A valOszintiségszamitas a matematika legfontosabb dgainak egyike. A véletlen jelenségek
atszovik az élet szinte minden teriiletét, bar a hétkoznapokban ez talan csak ritkdn tudatoso-
dik benniink. Pedig a véletlen fontos szerepet jatszik az olyan szituaciok nagy részében, ahol
esélyeket latolgatunk, ha tehat valamely esemény végsé kimenetelét nem tudjuk pontosan
meghatarozni vagy megbecsiilni, példaul mert azt attekinthetetleniil sok tényezd befolyasol-
ja, vagy pedig ezeket a tényezSket nem ismerjiik pontosan. A legkézenfekvsbb példak ezekre
természetesen a szerencsejatékok, nem csoda, hogy a valészintiségszamitas korai problémai is



errdl a tertiletrdl szarmaznak. Az altalunk targyalt egyszert példak jelentGs része is ezekhez
kapcsolodik, hiszen a kockadobas vagy a lottoszamok hizasa jol ismert (de nem feltétleniil
mindenki altal jol értett) jelenségek.

E tudomanyteriilet alkalmazéisai azonban joval tilmutatnak a szerencsejatékok korén. A
valoszintiségszamitas talan legfontosabb alkalmazasi teriilete a statisztika, amelynek eszkoz-
tarat lépten-nyomon hasznalja szinte minden tudomany, igy az informatika is. Réaadasul
szamos esetben eléfordul, hogy bizonyos adatok, valamint az azokbdl levont statisztikai ko-
vetkeztetések a nagykozonség szamara is hozzaférhetdsk, ezért kiilonosen fontos, hogy ezekbdl
képesek legyiink a megfelel§ informaciokat kisztirni, vagy pedig egy rossz, megtéveszts érve-
lést felismerni. Alkalmazéasokat persze magan a matematikan beliil is bGségesen talalunk, elég
csak a véletlent hasznalo algoritmusok elméletét emliteni. Ezen kurzus fokuszaban persze a
valoszintiségszamitas elmélete all, és a fontosabb alkalmazésok koziil itt csupan egy-két példa
bemutatasara szoritkozunk.

Az alabbiakban targyalt elmélet ma mar ugyan klasszikusnak szamit, azonban annak pre-
ciz megalapozasahoz egészen a XX. szazad elejéig kellett varni. Ennek az egyik oka, hogy
az ehhez sziikséges eszkoztar (nevezetesen a mértékelmélet) is ekkor kristalyosodott ki, azon-
ban ez a matematika sok mas klasszikus agahoz mérten késdi érés talan annak is betudhato,
hogy a véletlen jelenségek megértéséhez és helyes leirasahoz gyakran az intuicionkkal szoges
ellentétben allo szemléletmod kialakitasa sziikséges. Hogy errél az olvasot is meggy6zziik, be-
mutatunk egy jol ismert példat (a példa moégott rejlé matematikai modellt az elss fejezetben
részletesen is elemezni fogjuk).

A Monty Hall-paradoxon

Képzeljiik el, hogy egy vetélkedGben harom csukott ajté kozott kell valasztanunk, melyek-
bél pontosan az egyik mogott rejtézik egy nyeremény, mig a mésik kettGbdl valasztva nem
nyeriink semmit (elterjedt az a megfogalmazas, hogy az egyik mogott egy autd, mig a méasik
kettd mogott egy-egy kecske rejtozik, ettdl itt a precizség kedvéért eltériink). Azt is tudjuk,
hogy a nyereményt véletlenszertien helyezték el, igy tehat logikusnak tiinik az a feltételezés,
hogy barmelyik ajtot valasztva egyforma esélylink van a nyeremény megszerzésére.

Csavarjunk most egyet a jatékszabalyokon, és tegyiik fel, hogy az ajto kivalasztasa utan
kinyitnak egyet a masik kett§ ajtd koziil, amely mogott nincsen nyeremény. Ezt kdvetGen
donthetiink, hogy maradunk az eredeti valasztasunknél, vagy pedig inkdbb a masik, még
csukott ajtot mogé szeretnénk benézni. Mi a jo stratégia? Megéri-e vajon valtani, vagy els-
nyosebb inkdbb az eredeti valasztdsunknal maradni? Van-e egyaltalan barmi kiilonbség az
esélyeink kozt a két esetben? Az utobbi kérdésen elgondolkodva tgy érvelhetiink, hogy két
csukott ajté maradt, igy hat a kettd koziil valamelyik mogé rejtették a nyereményt véletlen-
szertien, mindegy tehat, hogy melyiket valasztjuk, az esélylink a nyerésre 50%.

A fent bemutatott érvelés azonban hibéds. A hiba ott rejtézik, hogy bér eredetileg valéban
nem tudtunk semmit a nyeremény helyérsl azon feliil, hogy véletlenszertien valasztottak,
viszont az egyik ajté kinyitasaval plusz informaciot kaptunk, és mivel a nyitott ajto fligg az
els6 valasztasunktol, igy ez a szituacion lényegesen valtoztat.

Ez talan els6 hallasra hihetetlennek tiinik, ezért (a pontos matematikai elemzést késgbbre
halasztva) most a szemléletesség kedvéért kicsit megvaltoztatjuk a szituaciot, hogy a kapott
plusz informécio jol érzékelhets legyen. Tegyiik fel, hogy most ezer ajté koziil valaszthatunk,
melyek koziil pontosan az egyik mogott van nyeremény. Miutan kivalasztottunk egyet, a ma-
radék 999 ajto kozil kinyitnak 998-at, amelyek mogott nincs nyeremény. Ezutédn donthetiink,
hogy maradunk az eredeti valasztasunknal, vagy a maradék 999 ajtobol csukva maradt egy



szem ajtora valtunk. Mit tenne az olvasoé ebben a helyzetben?

A jegyzet felépitése

Az alabbiakban nagy vonalakban a Valdszintiségszamitas B targy elGadasainak felépitését
kovetjiik. Az els6 fejezet a véletlen jelenségek matematikai modelljével, azaz a valoszintiségi
mezGok leirasaval foglalkozik. Ezutan a masodik fejezetben a véletlentdl fiiggé mennyiségekkel
és az ezeket leird valoszintiségi valtozokkal foglalkozunk, az ezekkel kapcsolatos legfontosabb
fogalmakat elszor csak az un. diszkrét esetben targyaljuk. Végiil a harmadik fejezet a
folytonos valoszintiségi valtozokkal foglalkozik, ennek a résznek a & célja a normalis eloszlas
és ezzel kapcsolatban a centrélis hatareloszlas tételének bemutatasa.

A jegyzet anyagat természetesen nagyban befolyasolta a kar altal a BSc képzésben a mér-
nokinformatikusoknak oktatott Valoszintiségszamitas és statisztika c. targy felépitése, az ott
szerzett tapasztalatok alapjan abbol sok mindent atemeltiink ide, de ugyanigy sok mindent
meg is valtoztattunk. Szamos gondolat, példa vagy feladat bekeriilt Mészaros Szaboles [0]
egyetemi jegyzetébdl ill. Ketskeméty Laszlo és Pintér Marta [3] feladatgytjteményébdl, és
persze a teriilet hatalmas irodalméabol sok egyéb mi is elkeriilhetetleniil hatast gyakorolt a
szovegre.

A jegyzetben (minden igyekezet ellenére) természetesen maradhattak hibak, amelyek a
toth.david.akos@ttk.bme.hu cimen jelezhetdk.



1. fejezet

A véletlen matematikal modellje

Tekintsiik a kdvetkezs kisérletet: dobjunk fel egy érmét 6tszor egymas utan, és jegyezziik
fel a dobasok eredményét. A kisérlet kimeneteleként igy egy 6t tagbol allo fej-irds sorozat
adodik. A pontos eredményt persze nem josolhatjuk meg elére, hiszen azt szamos tényezs
befolyasolja, amelyeket nem latunk at. A kimenetelt tehat véletlenszerinek tekintjik.

Tegyiik fel, hogy elvégezve a kisérletet 6t fejet dobtunk. Milyen kévetkeztetést vonhatunk
le az eredménybdl? Az intuicionk talan azt sugja, hogy ez az eredmény tul szabalyos ahhoz,
hogy egy véletlen kisérlet eredménye legyen. FErre persze azt az ellenérvet hozhatjuk fel,
hogy bar minden egyes dobasnal csak 50% esélytink volt éppen fejet dobni, de egy tetsz6leges
fej-iras sorozatnal is pontosan 50% esélylink van épp a soron kovetkezd eredményt dobni,
tehat ez a kimenetel semmivel sem valoszintitlenebb, mint barmely masik. Mégis, taldn a
nyugtalanité érzés nem mulik el, és azt gondoljuk, hogy a kdvetkez6 dobéasnal ezek utén
most mar valodsziniileg egy iras kell kdvetkezzen, hiszen hat fej egymés utan mar tényleg
elég valoszintitlen. De képzeljiik el, hogy valaki most csatlakozik hozzénk, hogy megfigyelje
a kovetkez6 dobést, és semmit sem tud az el6z6 eredményekrsl. Az 6 szemszogébdl a fej
valoszintisége megint csak 50%.

Kinek van igaza? Lehet-e itt egyaltalan objektiven valészintiségekrsl beszélni? Ha igen,
hogyan definialhatok azok, és mik a helyes kovetkeztetések? A fenti kérdések megvalaszola-
sahoz sziikségiink van egy olyan eszkoztarra, amely az Osszes lehetséges véletlen kimenetel
attekintésére alkalmas. Ennek alapjat a valoszintiségi mezd fogalma adja, melyet a fejezet
els6 szakaszdban definidlunk. Szeretnénk persze olyan modellt, amit aztan adaptalhatunk
az esetlegesen rendelkezésre 4llo plusz informéciokhoz. Eppen ezt teszi lehetévé a feltételes
valoszintiség fogalma, melyet a fejezet masodik pontjaban targyalva eljutunk a sztochaszti-
kus fiiggetlenség definiciojahoz. Mar ez az eszkoztar is elegendd lesz ahhoz, hogy a fent leirt
szituaciot elemezziik. Ezen feliil targyaljuk még az tin. Bayes-tételt, melynek a fejezet végén
bemutatjuk egy gyakorlati alkalmazasat is.

1.1. Valbszintiségi mezdk

Ahhoz, hogy a matematika eszkoztarat alkalmazni tudjuk, modellekre van sziikség. Ahogy
a térbeli alakzatok leirasdhoz a hdrom dimenziés euklideszi tér vagy az idében valtoz6 mennyi-
ségek lefrasahoz a fliggvény fogalmat hasznaljuk, ugy lesznek segitségiinkre a véletlen jelen-
ségek kezeléséhez az tn. valosziniségi mezdk. Ezek a fenti példaknél Osszetettebb és taldn
kevésbé szemléletes strukturak, melyeket ezért az aldbbiakban tobb 1épésben, szamos példéan
illusztralva vezetiink be.



1.1.1. Eseményterek és események

A fejezet els6 példajaban egy véletlen kisérletet irtunk le, melynek a kimenetele a vélet-
lentsl fiiggott. Most ezeket a lehetséges kimeneteleket egyiitt szeretnénk kezelni. Tulajdon-
képpen az, hogy ezek pontosan hogyan adodtak (tehat maga a kisérlet) nem is feltétleniil
lényeges, s6t, véletlen események nem feltétlentil csak klasszikus értelemben vett kisérle-
tek eredményeként figyelhetGk meg. Példaul egy varosban az egy napon tortént kozlekedési
balesetek Osszessége tekinthets egy véletlen eseménynek, mégsem mondhato, hogy azért koz-
lekediink, hogy megfigyeljiik a baleseteket, rdadésul a koriilmények ebben az esetben nem is
reprodukalhatok.

Eppen ezért a modelliink magukboél a lehetséges eseményekbdl épiil fel. Persze a jol
hasznélhatdé modell valasztasat befolyasolhatja, hogy az eseményeket milyen folyamat ered-
ményezi, de egyetlen modell akar tobb szituacioban is jol hasznalhato lehet. Példaul egy
kockadobas lehetséges eredményeit célszert lehet az 1, 2, 3, 4, 5 és 6 szamokkal leirni, de
ugyanez a modell megfelel akkor is, ha egy program kimenetelét szeretnénk kezelni, amely
véletlenszertien general egy egész szamot 1 és 6 kozott. Egy érme 6tszori feldobasa esetén
pedig 5 hosszusagu F' — [ sorozatokkal dolgozhatunk, egy kimenetel lehet példaul F'IFF'I.

A modelliink tehat egyszertien ugy all el, hogy a lehetséges kimenetelek mindegyikéhez
paronként kiilonb6z6 matematikai objektumokat (szamokat, sorozatokat, halmazokat stb.)
rendeliink, és ezek Osszessége alkotja az Un. eseményteret. Az eseménytér jelolésére az
alabbiakban szinte kivétel nélkil az €2 jelolést hasznéljuk, ez tehat egyszertien egy (az adott
szituaciotol fiiggs, altalunk valasztott) nem iires halmaz, melynek elemeit kimeneteleknek
vagy elemi eseményeknek fogjuk nevezni, és tipikusan w-val jeloljiik Gket.

A fenti definicio latszolag oriasi szabadsigot ad nekiink a tekintetben, hogy hogyan is
valasszuk a modellt. Ez részben igaz, azonban a konkrét példakban gyakran természetesen
adodik az eseménytér. Persze az is el6fordul, hogy tébb kézenfekvs lehetGség koziil valasztha-
tunk, de esetenként nem mindegyik egyforman praktikus. A valészintiségszamitasban sokszor
éppen az jelenti az egyik nagy kezdeti nehézséget, hogy megtaléljuk a megfelel6 modellt egy
adott szituaciohoz. Minden esetre a klasszikus példakban tipikusan mindig ugyanazzal a
valasztassal fogunk élni:

Példak.

e Dobjunk egy érmével, ekkor a lehetséges kimenetelek a fej ill. az irds, ennek megfelelGen
az eseménytér

Q={F1}.
e Tekintsiink most egy hat oldalt dobdkockat, ezzel dobva az
0=1{1,2,3,4,5,6}
eseménytér egy elemét kapjuk.

e Az 6toslotton véletlenszertien hiiznak 5 kiilonb6z6 szamot az 1,2, ..., 90 szamok koziil.
Ekkor a lehetséges kimenetelek olyan szamotosok, ahol minden szam 1 és 90 kozt van.
Azaz ha A= {1,2,...,90}, akkor Q2 az A halmaz 5 elemi részhalmazaibol all, vagyis

Q={BCA: |B|=5}. (Itt |B| jeloli a B halmaz elemszamat.)

Figyeljiik meg, hogy ebben a példaban nem lényeges, hogy a szamokat milyen sorrend-
ben huztak ki, pusztan az szamit, hogy melyik 6t szamrol van sz6. Ezért a szédmok
sorrendjében nem is teszlink kiilonbséget, hanem csak az 6t szam halmazét tekintjiik.



A véletlen jelenségekkel kapcsolatban persze szamos kérdést feltehetiink. Példaul egy
kockadobas esetén nem csak a konkrét eredményrsl beszélhetiink, hanem esetleg csak az
érdekelhet benniinket, hogy 3-nal nagyobbat dobunk-e. A lottohuzéasnal kivancsiak lehetiink
példaul arra, hogy mekkora eséllyel huzzak ki a kedvenc szamunkat.

A fentiek persze ismét véletlen események, azonban nyilvian nem volna célszert minden
egyes esetben egy kiilon eseményteret definialni, ha egyszer a kérdés egy mar modellezett
jelenségre vonatkozik. Ehelyett ezeket az eseményeket a mar definialt eseményterek segitsé-
gével fogjuk leirni. Azt példaul, hogy 3-nal nagyobbat dobunk, kifejezhetjiik tgy is, hogy
4-et, 5-6t vagy 6-ot dobunk, azaz azon elemi események felsorolédsaval, amikre a fenti allitas
igaz, tehat az € egy részhalmazdnak megadaséaval.

1.1.1. Definicié. Legyen () egy eseménytér, ekkor az () részhalmazait eseményeknek ne-
vezziik. Azt mondjuk, hogy az A C ) esemény egy adott konkrét w €  kimenetel esetén
bekdvetkezik, ha w € A.

1.1.2. Példa. Tekintsiik ismét a kockadobés példajat, ekkor tehat Q2 = {1,2,3,4,5,6}. Le-
gyen F az az esemény, hogy parosat dobunk, jel6lje tovabba P azt, hogy a dobés értéke
primszam. Ekkor az E és P események () kovetkezs részhalmazaival irhatok le:

E=1{2,46}, P={235}

Azt az eseményt, hogy egész szamot dobunk, maga az € halmaz irja le (amely persze rész-
halmaza 6nmaganak). Talan egy kicsit kevésbé természetes, de tekinthetjiik azt az eseményt
is, hogy irracionalis szdmot dobunk. Nyilvan egyik lehetséges kimenetelre sem teljesiil ez az
allitas, igy tehat ezt az eseményt az lires halmaz adja meg, melynek jele (.

Az utolsd két esemény, tehdt maga az () és az iires halmaz minden eseménytér esetén
megjelenik, hiszen ezek mindig részhalmazok, tehat a fenti definicié értelmében események
lesznek. Mivel €2 minden egyes kimenetel esetén bekovetkezik, ezért ezt biztos eseménynek
nevezzik. Tovabba, mivel tetsz6leges w € Q esetén w ¢ (), ezért az tires halmaz neve lehetetlen
esemény.

1.1.3. Példa. Tekintsiik a lottohtzéas példajat, és legyen H az az esemény, hogy kihizzak
a harmas szamot. Ekkor H az A = {1,2,...,90} halmaz azon 5 elemii részhalmazaibdl fog
allni (tehat azon 5 elemt részhalmazok halmaza), amelyek tartalmazzak a harmas szamot is.

Miiveletek eseményekkel

Az eseményeket gyakran ugy adjuk meg, hogy lesztikitjiik a kimenetelek halmazat valami-
lyen tulajdonsig alapjan. Ezen tulajdonsigokat természetesen logikai miiveletek segitségével
osszekapcsolhatjuk, ezzel Gjabb eseményeket definidlva, az ezek altal eredményezett esemé-
nyek pedig val6jaban halmazelméleti miiveletek végeredményeiként kaphatok meg.

A legegyszertibb ezt elGszor egy példan illusztralni. Az 1.1.2. példaban az E eseményt az
a tulajdonsag definialta, hogy a kockéval paros szamot dobunk, mig a P eseményt az, hogy
a dobott szdm prim. Ekkor tekinthetjiik a kovetkez6 eseményt:

a dobott szam péaros és prim: £ N P = {2}.

A logikai és miiveletnek tehéat a halmazelméleti metszet felel meg. Altalanosan, ha A, B C
tetszéleges események, akkor AN B azon kimenetelekbdl all, melyek mind A-ban, mind B-ben
benne vannak.



Visszatérve a fenti példdhoz, kossiik Ossze a két eseményt most a vagy logikai mivelettel:
a dobott szam paros vagy prim: EU P = {2,3,4,5,6}.

Azaz a logikai vagy az események unidjdval fejezhets ki: A U B éppen azon kimenetelek
halmaza, amelyek az A és B események legalabb egyikében benne vannak.

1.1. dbra. Az AN B ill. az AU B események

Definialjuk tovabba két esemény kilonbségét: A\ B azon kimenetelekbdl &ll, amelyek
benne vannak A-ban, de nincsenek benne B-ben. A fenti példaban:

a dobott szam péros, de nem prim: E \ P = {4,6}.

Végiil a negdcid halmazelméleti megfelelGje a komplementer: A := Q\ A azon Q-beli kime-
netelek halmaza, amik nincsenek A-ban. Ez utébbi definicié kapcsan érdemes megjegyezni,
hogy a komplementerképzés mindig valamilyen alaphalmazra vonatkozoan torténik. Itt tehéat
az A eseményrdl feltessziik, hogy az az {2 eseménytér részhalmaza, és az (2-ra vonatkozdan
képezziik a komplementerét. A példankban:

a dobott szdm nem paros: E = {1,3,5}.

1.2. dbra. Az A\ B ill. az A események

Az eseményeket persze nem muszaj logikai allitasok segitségével definialni. Ezek mindig
egy 2 eseménytér részhalmazai, a fenti miveletek pedig ezaltal definidlva vannak rajtuk. A



gyakorlatban azonban tébbnyire nem az elemeik felsorolasaval adjuk meg Gket, hanem a fenti
példaban latottakhoz hasonlo leirassokkal. Eppen ezért is hasznos a fenti logikai miiveletek
és a halmazmiiveletek Gsszekapcsolasa.

Az imént definialt miveleteknek szamos fontos tulajdonsédga van, ezek koziil most (a
teljesség igénye nélkiil) felsorolunk néhanyat. Azzal a feltételezéssel élve, hogy az olvaso
ezek egy részével méar korabban is talalkozott, az aldbbi néhany egyszert allitas igazolaséat
elhagyjuk (illetve az olvasora bizzuk).

Az uni6- illetve a metszetképzés is asszociativ és kommutativ:

(AUB)UC=AU(BUC) (AnB)NC=An(BNQO),
AUB=BUA ANB=BnNA.

Ervényes tovabba a kovetkezd disztributiv szabaly is:
AN(BUC)=(AnB)UANCQC).

Megjegyezziik azt is, hogy a kiilonbségképzés felirhato a metszet és a komplementer segitsé-
gével a kovetkezsképp: A\ B = AN B. A komplementerképzésre vonatkozoan is megadunk

még néhany jol hasznalhatod azonossagot. Eldszor is nyilvanvaloan teljesiil A = A. Tovabba,
az alabbi két szabalyt de Morgan-azonossdgoknak nevezziik:

AUB=ANB, ANB=AUB.

A fenti allitdsok tobb eseményre vonatkozé analogonja is érvényes:

AU U4, =JAa=NA=4nn4, (n]Ai:LnJI«,
j =1 i=1

s6t, valojaban itt n esemény helyett akar (megszamlalhat6an) végtelen sok esemény uniojanak
ill. metszetének komplementerét is vehetnénk.

A kés6bbiekben kiemelten fontos szerephez jut az a szituédcid, amikor két eseménynek
nincs kozos eleme:

1.1.4. Definicié. Legyenek A, B C () események. Azt mondjuk, hogy A és B egymdst
kizdréak (vagy diszjunktak), ha metszetiik a lehetetlen esemény, azaz ha AN B = () teljesiil.

Példaul az A és A események egymast kizaréak minden A eseményre, tovabba Q = AU A
is teljesiil.

A szakaszt egy technikai megjegyzéssel zarjuk. Az 1.1.1 definicioban val6jaban nem vol-
tunk egészen precizek. Ha az olvas6 mas forrasokat is kézbe vesz, a fentieknél komplikal-
tabb definiciokkal taldlkozhat. Ennek az az oka, hogy ha teljes altaldnossagban szeretnénk
felépiteni a valoszintiségszamitast, akkor az események definiciojdban nem engedhetiink meg
tetszGleges részhalmazokat. Azonban egyrészt szdmos esetben nem feltétleniil sziikséges korla-
tozéasokkal élniink (ami lényegesen leegyszertsiti az anyag targyalasat). Amennyiben példaul
az eseménytér véges vagy megszamlalhatoan végtelen elemi eseménybdl all, akkor ez lényegé-
ben nem okoz problémat, azaz egy tetszéleges részhalmaz eseménynek tekinthetd. Ennek és
a kovetkezs fejezetnek a példai kivétel nélkiil ilyenek lesznek. Méasrészt a fent definialt mt-
veletek altaldban sem vezetnek ki az események korébdl, tehat két esemény unidja, metszete,
kiilonbsége, ill. egy esemény komplementere minden esetben esemény lesz, ebbdl kifolyolag
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pedig az Osszes alabbi allitdsunk altalaban is érvényes. Az olvasonak tehat nem kell ezen a
ponton a technikai részletekkel foglalkoznia, elsé megkozelitésben nyugodtan képzelheti azt,
hogy minden egyes részhalmaz esemény. A preciz definiciohoz a harmadik fejezetben vissza
fogunk térni, annak fényében pedig esetleg érdemes tujra végiggondolni, hogy az alabbiak
miért maradnak érvényben altaldban is.

Gyakorlatok, feladatok

1.1.1. Gyakorlat. Egyszer dobunk egy szabélyos kockaval. Jeldlje E azt az eseményt, hogy
péros szamot dobunk, P azt, hogy primszamot dobunk, N pedig azt, hogy legfeljebb négyet
(azaz négyet vagy kevesebbet) dobunk. Legyen tovabba A; az az esemény, hogy a dobas
eredménye ¢ (i = 1,...,5), és jelolje még B azt, hogy haromnéal nagyobbat dobunk. Fejezziik
ki az A; és a B eseményeket az E/, P és N események ill. a halmazmiveletek segitségével.

1.1.2. Gyakorlat. Két szabélyos dobokockaval dobunk. Hogyan definialnédnk az €2 esemény-
teret? Jelolje S; azt az eseményt, hogy a dobott szamok Gsszege legaldbb i (i = 2,3,...,12), és
legyen M AX; az az esemény, hogy a dobott szamok maximuméanak értéke j (j = 1,2...,6).
Fejezziik ki a fenti események és a halmazmiiveletek segitségével az alabbi eseményeket:

A = {a dobott szamok Gsszege T}, B = {két darab 2-est dobunk},

C' = {a dobott szamok mindegyike 1-es vagy 6-0s}.

1.1.2. Klasszikus valb6szintiség

Az el6z6 pontban mar megalkottuk a véletlen események matematikai modelljét, nincs mas
hétra, mint hogy definialjuk ezen események valoszintiségét. Ez a valoszintség egyszertien
egy szam lesz: skaldzzuk az esélyeket a lehetetlent6l a biztosig. Megadhatnank a skalat
példaul a [0; 100] intervallumon is (mint ahogy a gyakorlatban sokszor ezt is tessziik, amikor
szézalékban fejeziink ki esélyeket), de a matematika szemszogébdl nézve mégis célszeriibb a
[0; 1] intervallumot valasztani. Tehat a valoszintiség egy 0 és 1 kozotti szam lesz, de hogyan
hatarozhatjuk meg ezt?

A definiciohoz kiilonféle megfontolasok vezethetnek. Amennyiben példaul egy megismé-
telhets véletlen kisérletet sokszor elvégziink, akkor kézenfekvé a kiilonbozd kimenetelek és a
kisérletek szaménak aranyat, azaz az egyes kimenetelek relativ gyakorisdgdt tekinteni. Intu-
itivan gondolhatunk gy egy valoszintiségre, mint egy olyan szamra, amely koriil ez a relativ
gyakorisag ingadozik. Példaul ha sokszor dobunk egy szabalyos kockaval, akkor azt tapasz-
talhatjuk, hogy mind a hat lehetséges eredmény nagyjabol az esetek 1/6 részében adodik. Ez
az intuici6 olyannyira kozel all az igazsaghoz, hogy val6jaban ez egy matematikai tételnek,
az Gn. nagy szdmok torvényének egy (nem tul pontos) megfogalmazasa. Ezt a tételt (ponto-
sabban annak egyik valtozatat) a késébbiekben targyalni fogjuk. A kiilonb6z6 kimenetelek
szaméanak Osszege természetesen az Osszes kisérlet szamat adja, ennek megfelelen a rela-
tiv gyakorisagok Osszege mindig 1 lesz. Hasonloképp az egyes kimenetelek valdszintiségének
Osszegétdl is elvarjuk a fenti tulajdonsagot.

A kockadobas esetében nem csak tapasztalati megfontolasok vezethetnek el a valdszint-
ség definicidjahoz. Ha egy kocka szabélyos, az azt jelenti, hogy homogén anyageloszlasu és
szimmetrikus, igy semmilyen fizikai ok nem latszik arra, hogy valamely oldalara tobbszor
essen, mint egy mésikra. Vagyis idedlis esetben minden kimenetel egyforméan valoszind kell
legyen. Mivel pedig 6 lehetséges kimenetel van, igy ez a valoszintiség csak 1/6 lehet (feltéve
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persze, hogy a 6 kimenetel egyike mindig bekovetkezik). Itt felvetédhet, hogy az idealis eset
a valosagban sosem fordul els. Nincs teljesen szimmetrikus dobokocka, és az anyageloszlas
sem lehet tokéletesen homogén. Ha azonban elég kozel vagyunk az idedlhoz, akkor az aproé el-
térések elhanyagolasaval vétett hiba val6jaban jelentékteleniil kicsi, és persze matematikailag
lényegesen konnyebb az idedlis esettel dolgozni.

Ebben a szakaszban feltessziik, hogy - akarcsak a kockadobasnal - minden itt tekintett
eseménytérben egyforma valoszintiséggel adodnak az egyes kimenetelek. Az eddigi példaink
kozil ilyennek tekintheté a pénzérme feldobésa, ahol tehéat (hacsak mést nem mondunk)
a tovabbiakban mindig feltessziik, hogy 1/2 valoészintiséggel kaphatunk fejet ill. irast. Egy
maésik ilyen példa még a lottohuzas is. Itt a lehetséges szamotosok szama (950) (ennek az
an. binomidlis egytitthatonak a definiciojat késébb, az (1.1) formuléban ill. az azt megel6z6
bekezdésekben adjuk meg), igy tehat egy adott szamotossel a nyerési esélyiink ﬁ Az

5

alabbiakban tovabbi hasonl6 klasszikus példakat is fogunk latni.

Altalaban azt mondhatjuk, hogy ha n lehetséges kimenetel van, azaz || = n, és minden
egyes kimenetel egyformén valoszini, akkor ezek valoszintisége 1/n. Természetesen nem csak
az egyes kimenetelek valoszintiségérdl szeretnénk beszélni, hanem ezt egy tetszéleges A C
esemény esetén is szeretnénk meghatarozni. Ezen esemény nem mas, mint néhany kimenetel
halmagza, tehat A egyszertien ezen kimenetelek valamelyikének bekovetkezését jelenti, tovabbé
benne minden egyes kimenetel 1/n-nel néveli az esélyét annak, hogy A bekovetkezik, igy A
valoszintségére |A|- L = |A] / |Q| adodik. Ez persze ezen a ponton még nem egy matematikai
érvelés volt, csupan egy olyan gondolatmenet, ami elvezet a valdszintiség definiciojihoz:

1.1.5. Definicié. Legyen () egy véges eseménytér, és legyen A C ). Definialjuk az A esemény
P(A) valdsziniségét a
_ 4
P(A) : Q
formulaval. Ekkor azt mondjuk, hogy az (2 eseménytér, a rajta megadott események (te-
hat €2 részhalmazai) és a fenti formulaval definialt valoszintiségiik egytittesen egy klasszikus
valosziniségr mezdt alkotnak.

Miel6tt tovabbi konkrét példakat tekintenénk, megemlitjiik a fent definialt valoszintiség
néhany fontos tulajdonsagat. ElGszor is, mivel A C Q esetén 0 < |A| < |Q| mindig teljesiil,
igy P(A) értéke valoban a [0; 1] intervallumban lesz.

Tovabba a biztos esemény, azaz (2 mindig bekévetkezik, és ezzel 6sszhangban

€
P(Q)=-——==1
€
is mindig teljesiil. Ez természetesen megfelel a valoszintiséggel szemben tamasztott azon el-
varasunknak, hogy az értékkészlet, vagyis a [0; 1] intervallum jobb széle a teljes bizonyossagot

tiikrézze. Ugyanez a helyzet a masik véglettel, a lehetetlen eseményre

o _ 0
P0)) == =— =0.
Q19|
A kovetkezd kérdés, amivel foglalkozunk, hogy az eseményeken végzett miiveletek milyen
viszonyban vannak a valdszintiséggel. Itt az egyik fontos észrevétel, hogy ha A, B C
egymést kizaré események, tehat AN B = (), akkor |[AU B| = |A| 4 |B|, hiszen az utobbi
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Osszegben minden egyes elemet, ami A-ban vagy B-ben van, pontosan egyszer szidmolunk.
Tehat ha A és B egymast kizaroak, akkor

P(AU B) = |A|§|B| _ |A||$||B| — P(A) + P(B).

A korabbiakban mar lattuk, hogy barmely A C (2 esemény esetén A és A egymast kizaroak,
tovabba AU A = €, igy tehat a fentiek szerint

1=PQ)=P(AUA) = P(A) + P(A)
érvényes, atrendezéssel pedig ebbdl
P(A) =1—P(A)

adodik.

A fent igazolt tulajdonsagokat a késébbi szamolasok és a feladatmegoldasok soran is
sokszor alkalmazni fogjuk, rdadésul a késGbbiekben fontos elvi jelentGségiik is lesz, ezért
most még egyszer Osszefoglaljuk Gket:

1.1.6. Allitas. Tekintsink eqy klasszikus valdszindségi mezét eqy Q eseménytérrel, legyen
tovabbd A C Q) egy tetszdleges esemény. Ekkor

(i) 0 <P(A) <1,
(ii) P(Q) =1 és P(0) = 1,
(i1i) ha tovdbbd B C ) olyan esemény, melyre A és B egymdst kizdroak, akkor
P(AUB) =P(A) +P(B)

teljesiil. Specidlisan

P(A) + P(A) = P(Q) = 1.

A (iii) tulajdonsaggal kapcsolatban felmeriil a kérdés, hogy mit mondhatunk akkor, ha az
A és B események nem (vagy nem feltétleniil) egymaést kizaroak. Az érvelésen ekkor sem kell
sokat valtoztatni. Az AU B elemszaméat ekkor nem az |A| + |B| 6sszeg adja, hiszen ebben
kétszer is megszamoltuk azokat az elemeket, amelyek A-ban és B-ben is benne vannak, tehat
az AN B esemény elemeit. Ezen elemek szamét tehat még le kell vonnunk az 6sszeghdl, vagyis
a helyes Osszefiiggés a kovetkezs: |AU B| = |A| + |B| — |AN B|. Ez az un. (kombinatorikai)
szita-formula, pontosabban annak két halmazra felirt valtozata. Ebbdl a valoszintiségekre a
kovetkez6 Osszefiiggést kapjuk:

_|AuB| |A[+|B|-|AnDB|
12| 12|

P(AU B) P(A)+P(B) —P(AN B).

A fenti 6sszefliggést szintén szita-formuldnak, ill. Poincaré-formuldnak is nevezziik. A kovet-
kez6 szakaszban, illetve kés6bb, a mésodik fejezetben még egyszer visszatériink majd ennek
egy altalanosabb formajara.
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1.1.7. Példa. Tekintsiik az 1.1.2. példaban definidlt eseményeket. Legyen tehat F az az
esemény, hogy egy dobokockaval parosat dobunk, P pedig az, hogy a dobott szdm primszam.
[tt persze az eseménytér ismét, Q = {1,2,3,4,5,6}, a korabban latottak alapjan pedig
|E| 3 1 Pl 3 1
]P> E —_——_— e —_— = - ]P P —_———= - = —_—.
() 1 6 2’ (P) Q] 6 2
Szamoljuk ki most a P(E U P) valoszintiséget. Ezt persze gy is megtehetjiik, hogy megha-

tarozzuk az E'U P esemény elemeit. Ezek azon kimenetelek lesznek, amelyek parosak vagy
primszamok. Tehat EU P = {2,3,4,5,6}, igy

|[EUP| 5
P(EUP) = a6

Hasznalhatjuk ehelyett a szita-formulét is:
P(EUP)=P(E)+P(P)—-P(ENP).

Itt az 2N P esemény azon kimenetelekbdl all; amik parosak és primek is egyszerre, ez pedig
csak a 2-re teljesiil, tehat a keresett valoszintiség % + % — % = g. Bar a masodik modszeriink
ebben a példdban komplikaltabbnak tiinik, de sokszor azért hasznalhato jol a szita-formula,
mert két esemény metszetét gyakran sokkal kényelmesebb leirni, mint az uniojukat.

Szamoljuk ki végiil a P(E U P) valészintiséget. Ismét a szita-formulat hasznalva

P(EUP) = P(E) + P(P) - P(ENP) :P(E)H—P(P)—P(Emﬁ):%H_%_%:g

Y

hiszen E N P azon kimeneteleket tartalmazza, amelyek parosak és nem primek, tehat a 4-et
és a 6-ot.

Eseményterek Descartes-szorzata

Tegyiik fel, hogy két szabalyos dobokockéval dobunk. Mi lehet ez esetben az esemény-
tér? Egy kimenetelt persze megadhatunk tgy, ha megadjuk, hogy melyik szdmbol mennyit
dobtunk. Ez a modell azonban nem feltétleniil praktikus. Egyrészt igy a két kockat nem
tudjuk megkiilonboztetni. Ha példaul egy hatost és egy egyest dobunk, nem tudjuk, hogy
melyik kockaval melyik szamot dobtuk. Persze kénnyen el6fordulhat, hogy a val6sdgban is
két egyforma (pontosabban annak latszo) kockank van, igy még indokoltnak is tiinhet, hogy
ne kiilonboztessiik meg 6ket. Ezzel a modellel azonban mas gond is lehet. Ha sokszor elvé-
gezziik ezt a kisérletet, megfigyelhetjiik, hogy az egyes-hatos kombinécié nagyjabol kétszer
olyan gyakran jon ki, mint mondjuk a két darab hatos. Ennek egyszertien az az oka, hogy az
elébbi - a két kockat tudatosan megkiilonboztetve (pl. kiilonbozsképp megjeldlve) - akkor is
kijon, hogy ha az elsd kockaval dobunk egyest és a masodikkal hatost, de forditva is. Ezzel
szemben két hatos csak akkor fordulhat els, ha mindkét kockaval hatost dobunk.

A 6 probléma tehét a fent leirt eseménytérrel az, hogy nem egyforman valészintek az
egyes kimenetelek, igy tehat nem egy klasszikus valoszintiségi mezét kapunk. Ahogy ezt a
koévetkez6 pontban majd részletesen is targyaljuk, ez tulajdonképpen technikailag nem okoz
gondot. Meégis, sokszor atlathatobba valik a helyzet, ha klasszikus valoszintiségi mezGvel
dolgozunk. Ezt a fenti példaban egyszertien elérhetjiik azzal, ha a két kockat megkiilon-
boztetjiik, és a kimeneteleink olyan (7; j) rendezett szaimparok lesznek, ahol az els szam az
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els6 kocka, a méasodik szam pedig a masodik kocka eredményét adja meg (a rendezettség itt
arra vonatkozik, hogy a szamparokban szereplé szdmok sorrendjét is figyelembe vessziik).
Eletszertinek tiinik azt feltételezni, hogy a két dobés eredménye nem befolyasolja egymaést,
tehat az els kockaval az esetek kb. 1/6 részében adodik barmelyik eredmény az lehetséges
szamok koziil, és ettdl fliggetleniil a masodik kockéara is ugyanez igaz, azaz egy adott (i;7)
part az esetek nagyjabol % . % = 3—16 részében kapunk. Vagyis tekinthetjiik tigy, hogy minden
lehetséges kimenetel egyforman valoszint.

Vegyiik észre, hogy az utobbi a megkozelitésnek egy olyan elénye is van, hogy az esemény-
teriink ,,gazdagabb” lesz abban az értelemben, hogy tobbféle eseményt tudunk vele leirni (és
persze minden olyan eseményt le tudunk irni, amit az els6vel). Valoéban, a masodik modellben
meg tudjuk kiilonboztetni az els§ és masodik kocka altal dobott szamokat, mig az elsében (ha
azok kiilonbozsk, akkor) nem. Ugyanakkor természetesen a méasodik modellel is leirhatok az
els6 modell kimenetelei, igy az azok altal leirhatd események is. Ugyanis azt, hogy a dobott
szamok i és j, a masodik modellben az {(7; 5), (j;7)} esemény fejezi ki.

A masodik modelliink elemei, azaz a rendezett parok valojaban egy tn. Descartes-szorzat
elemei. Ha Q = {1,2,3,4,5,6}, akkor az Q-nak az énmagaval vett Q x ) Descartes-szorzata
éppen azon rendezett parokbol all, amelynek elsé és masodik eleme is az €2 elemeinek vala-

melyike. Ez a konstrukcié konnyedén éaltalanosithaté tobb halmazra is:

1.1.8. Definici6. Legyenek €y, ..., €}, tetsz6leges nem iires halmazok. Ekkor ezen halmazok
Descartes-szorzata az

QlXQQ><---XQn::{(wl,...,wn):wiGQi}

halmaz, azaz azon rendezett n-esek halmaza, melyeknek az i-edik eleme az €); halmaz eleme
minden 1 < i < n esetén.

Megjegyezziik, hogy a fenti definicioban nem koveteljiik meg, hogy a halmazaink vége-
sek legyenek, azonban ebben és a kovetkez§ fejezetben is tobbnyire ilyen példakkal fogunk
talalkozni. Amennyiben ez teljesiil, akkor a Descartes-szorzat elemszéma

1 % Qg X - x Q| = | - Q] -+ Q]

hiszen egy rendezett n-es i-edik elemére [€);| lehetséges valasztasunk van minden 1 < i <n
esetén egymastol fliggetleniil, igy az egyes lehetGségek szama Osszeszorzodik. Specialisan, ha
|| = || = -+ = |Q,| =k, akkor a Descartes-szorzatuk elemszama k™.

A fenti dobokockés példaban | = 6 teljesiil, igy |2 x Q| = 36. Itt tehat egy eseménytér
onmagaval vett Descartes-szorzata szolgalt eseménytérként. Szamos hasonlé példa van, ahol
ez a konstrukcio jol hasznalhato, tipikusan olyan esetekben alkalmazzuk, amikor egyméstol
fliggetlen véletlen eseményeket szeretnénk egyiitt kezelni, azaz egyetlen valdszintiségi mezGvel
leirni. A 6 példankat ebben a fejezetben az érme- vagy kockadobés adja, késébb tovabbi
fontos példékat is fogunk latni.

1.1.9. Példa. Feldobunk egy érmét 6tszor egymas utan. Jelolje A azt az eseményt, hogy fej
és iras is szerepel a dobéasok kozott. Hogyan lehetne modellezni ezt az eseményt?

Nincs okunk feltételezni, hogy egy dobés eredménye befolyasolna barmelyik azt kovets
dobést, igy tehéat (hosszu tavon) egymastol fiiggetleniil mindegyik (nagyjabol) az esetek felé-
ben ad fejet vagy irast, egy adott fej-iras sorozat tehét az esetek (nagyjabol) (1/2)° = 1/32
részében adodik.
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Legyen €2 = {F, I}, ekkor egy ilyen dobéssorozatot egy 6t hosszt F' — I sorozat ir le, azaz
éppen az €0 := Q x Q x Q x Q x Q szorzathalmaz. Ez tehat egy megfelels jelolt az esemény-
térre, a fentiek szerint pedig ennek minden eleme éppen (1/2)° = 1/32 valoszintiséggel kell
adodjon kimenetelként. Mivel 32 = 25 = ]9]5 éppen e szorzathalmaz elemszama, igy tehét
egy klasszikus valoszintiségi mez6rsl beszéliink.

Az A esemény most azon sorozatokbol all, amelyekben az F és I elemek mindegyike
elsfordul. Ezeket felsorolni persze faradsagos munka, de észrevehetjiik, hogy konnyii azokat
a sorozatokat felsorolni, amik nincsenek benne A-ban. Valoban ebbdl 6sszesen kettd van, a
csupa fej ill. a csupa irds sorozat. Azaz A = {FFFFF,II1II}, és igy

1 1
1 = 0,9375.

A2 _
16 16

T P(A)=1-P(A) =1

1.1.10. Példa. Dobjunk egymas utan egy 6 oldalu, ill. egy ikozaéder alaku 20 oldala dobo-
kockéaval (melyeknek lapjai 1-t6] 6-ig, ill. 1-t6l 20-ig vannak szamozva). Mi a valosziniisége,
hogy a dobott szdmok Osszege péros?

A dobasok itt sem befolyasoljak egymast, igy hat az Q = Q; x Qy eseménytérrel dolgoz-
hatunk, ahol Q; = {1,2,3,4,5,6} és Qy = {1,2,...,20}, és egy tetszbleges (i, 7) kimenetel,
ahol 1 <7 <6és 1< 5 <20, éppen ﬁ = ﬁ eséllyel adodik.

Legyen A az az esemény, hogy a dobott szamok Osszege paros. Ez kétféleképp fordulhat
el6, mégpedig vagy gy, hogy mindkét dobasunk pératlan, vagy pedig tugy, hogy mindkét
dobéas paros. Megszamoljuk azokat az (i;j) parokat, amik ezeket a feltételeket teljesitik. Ha
i és j is paratlan, akkor i-t haromféleképp vélaszthatjuk (az értéke lehet 1, 3 vagy 5), és
barmelyiket is vélasztjuk, a j értéke ettdl fiiggetleniil még tizféleképp valaszthatd. Vagyis
3 - 10 = 30 olyan par van, melynek mindkét tagja paratlan. Hasonloképp adodik, hogy 30
olyan par van, amelynek mindkét tagja paros, és igy |A| = 2 - 30 = 60, vagyis
Al 60 1

1.1.11. Példa. Tegyiik fel, hogy hatszor dobunk egy (hat oldali) dobdkockaval. A kimene-
teleink ekkor 6 hosszti sorozatok, melyek minden tagja egy 1 és 6 kozti szam. (Az eseménytér
az el6z6 példaban definialt €; halmaz énmagaval vett 6-szoros szorzata.) Legyen K az az
esemény, hogy a mind a hat dobasunk kiilonb6z6.

Meghatarozzuk K valoszintiségét, ehhez megszémoljuk, hogy hany eleme van. Egy K-ban
1évé sorozat az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok mindegyikét pontosan egyszer tartalmazza, ez tehat
ezen szamok egy sorba rendezése, mas szoval permutdcioja. Hanyféle sorrendje 1étezik ezen
elemeknek? Az els6 helyre 6-féle szdmot valaszthatunk, ha ezt fixaljuk, akkor a méasodik
helyre mér csak 5-féle szam keriilhet, ezutan a harmadik helyre 4-féle, és igy tovabb. Ez
Osszesen

6:-5-4-3-2-1=1720=06! (6 faktorialis)
lehetdség, vagyis
720 5
P(K)=— =— =~ 0,0154
tehat annak az esélye, hogy hat kiillonb6z6 szamot dobunk, csupan 1,54%.

Az utobbi példédban szerepld okoskodas konnyedén altalanosithaté n kiillonb6zdé elem ese-
tére:
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1.1.12. Definicié. Egy n elemd halmaz elemeinek egy sorba rendezését az elemek egy per-
mutdciojanak nevezzik.

A fenti érvelést 6 helyett n elemre elmondva kénnyen adddik, hogy n kiilonb6z6 elem
permutacidinak szama az elsé n pozitiv egész szorzata:

n-(n—1)---2.-1=nl (n faktorialis).

Urnamodellek

Szamos olyan szitudcioval talalkozhatunk, amikor egy véletlen esemény néhany elemnek
egy adott halmazbol valo véletlenszert kivalasztasaként irhato le. Ilyen példaul az, amikor
kihtzunk néhany lapot egy megkevert kartyapaklibdl, vagy amikor kihtuzzék a lottoészdmokat.
Ezek az események tipikusan leirhatok egy in. urnamodellel: adott egy urna, benne n golyo
1-t6l n-ig szamozva, melyeket Osszekeveriink, majd véletlenszertien hizunk belélitk (vakon)
k darabot. Feltessziik, hogy egyforma méretd, alaki és azonos tomegeloszlasi golyokkal
dolgozunk, vagyis a golyok kozt a htizas sordn nem tudunk kiilénbséget tenni.

Ezt az altalanos problémét alesetekre fogjuk bontani, mert az egyes specialis eseteket més-
hogyan kell kezelni. Ezeket az aleseteket aszerint kiilonboztetjiik meg, hogy az egyes huizasok
utan visszatessziik-e a kihuzott golyot az urnaba (a kovetkezs huzas el6tt ismét osszekeverve
a golyokat), illetve, hogy a kimenetelnél figyelembe vessziik-e, hogy milyen sorrendben huz-
tuk ki az egyes golyokat.

Huzas visszatevéssel és a sorrend figyelembevételével

Ebben a szituacioban a kimeneteleink £ hosszu sorozatok, melyeknek minden tagja egy 1
és n kozti szam, ezek szdma pedig n*. (Az eseménytér tehéat az {1,2,...,n} halmaz énmaga-
val k-szor vett Descartes-szorzata.) Azt feltételezziik, hogy minden egyes huzasnal egyforma
valoszintiséggel huzzuk ki mindegyik golyot (hiszen a golyokat ujrakeverjiik minden huzas
utan), igy pedig minden lehetséges kimenetel 1/n* valoszintiséggel adodik.

Vegyiik észre, hogy ez éppen a korabbi példainkkal analog szituaci6. Egy érme feldobasa
megfeleltethetd egy olyan kisérletnek, amikor két goly6 koziil valasztunk vakon. Azaz egy
érme k-szor valo feldobasa megfeleltethets k£ darab hizasnak 2 egyforma goly6 koziil vissza-
tevéssel. Ugyanigy, egy kockaval valo dobas megfeleltethets egy hizéasnak, ahol 6 egyforma
goly6 koziil valasztunk vakon, a tobbszori dobas pedig egy tobbszori huzasnak. Ugyan az
eseménytér az iménti példakban nem feltétleniil pontosan ugyanaz, de annak elemszama és a
péarba allitott események valoszintiségei megegyeznek, igy a valdszintiségszamitas szempont-
jabol az egymasnak megfeleltetett példak lényegében azonosak.

Huzas visszatevés nélkiil és a sorrend figyelembevételével

Ha n golyobol tigy hizunk ki £ darabot, hogy a hizott golyokat nem tessziik vissza, de
szamontartjuk a huzasok sorrendjét, akkor a kimeneteleinket olyan £ hossza sorozatokkal ir-
hatjuk le, melyeknek minden tagja egy 1 és n kozotti egész szam, és ezek a tagok kiilonbozék
(itt persze feltessziik, hogy k < n). Természetesen az egyes sorozatok egyforman valészintiek
(ha valamelyik sorozat valoszintibb volna a tobbinél, akkor atszamozva a golyokat ugyanezt
kapnank minden sorozatra). Tehat ebben az esetben is egy klasszikus valoszintségi mezét
kapunk.

Szamoljuk meg a lehetséges kimentelek szamat. Az elsé hizasnal n kiillonb6z6 golyobol
valaszthatunk, ezutan a masodiknal mar az elsé huzastol fiiggetleniil csak (n — 1)-bdl (persze
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a fennmarado lehetGségek fiiggnek az els huzastol, de ezek szama nem), és igy folytatva, a
k-adik huzasra méar csak n — k + 1 lehet6ségiink marad, igy Osszesen

n!

n-(n—l)---(n—k+1):m

(n— k)'

lehetséges kimenetel van, és igy persze mindegyikiik valoszintisége
Természetesen a valdszintiségi modelltsl elvonatkoztatva altalaban is beszélhetiink egy n
elemt halmaz elemeibdl képzett k elemt sorozatokrol:

1.1.13. Definicié. Egy n elemii halmazbol £ kiilonboz6 elem (k < n) egy adott sorrendben
valo kivalasztasat az n elem egy k-adosztdlyi ismétlés nélkili varidciojdnak nevezziik. Ezek
szama n!/(n — k).

s stz

Vegytik észre, hogy a k = n esetben az el6z6 definicio éppen az n elem egy permutaciojat
adja. Ekkor a fenti képlet szerint a permutéciok szama n!/(n —n)! = n!/0! volna. Hogy ezen
(valamint néhany késébb emlitésre keriil§) formula ebben a specialis esetben is érvényben
maradjon, a 0! értékét 1-nek definidljuk.

Az ismétlés nélkiili jelz6 a fenti definicibban természetesen arra utal, hogy a sorba rende-
zett k elem kiilonboz6. Ezzel szemben az els6 urnamodelliinkben olyan sorozatokrol beszél-
tiink, ahol megengedtiik az ismétlgdést, a fentiek mintajara tehat ezeket ismétléses variaci-
oknak fogjuk nevezni.

1.1.14. Deﬁnici(‘) Egy n eleml’i halmazbol k (nem feltétleniﬂ kiﬂénbézfi) elem egy adott
Ezek szdma n”.

Huzas visszatevés és a sorrend figyelembevétele nélkiil

Tekintsiik most azt a szituaciot, amikor kihizunk n golyobol k darabot, a golyokat nem
tessziik vissza a huzas utédn, de a huzas eredményénél nem vessziik figyelembe azt, hogy mi-
lyen sorrendben huztuk ki a golyokat, csak azt, hogy melyik £ golyot haztuk ki. Egy gyakran
el6keriils példa erre a lottohtizas. A kordbbiakhoz hasonloan lathatjuk, hogy minden kimene-
telt egyforméan valoszintinek tekinthetiink, hiszen, ha barmelyik £ goly6 huzasa valoszintibb
lenne a tobbinél, akkor atszamozva a golyokat és igy lényegében ugyanazt a kezdeti szituaciot
elsidézve (mégpedig, hogy a golyok kozt a huzasnal nem tudunk kiilonbséget tenni) barmelyik
k-asra ugyanez adodna.

Adjuk meg most a lehetséges kimenetelek szamat. Tulajdonképpen az {1,...,n} hal-
maz k elemi részhalmazainak szdmat keressiik. Ezekre a kombinatorikaban kiilon elnevezést
hasznalnak:

1.1.15. Definici6é. Egy n elemt halmaz k elemi részhalmazait az n elem k-adosztalyi is-
métlés nélkilt kombindcioinak nevezziik.

Egy adott részhalmazboél persze tobbféle sorrendben kihtizhatjuk a golyokat, éppen ezért
célszerti el@szor szamitasba venni a sorrendet. A fentiek alapjan tudjuk, hogy n!/(n — k)!
darab kiilénbo6z6 k hosszt sorozatot képezhetiink az n kiilonb6zd elembdl. Szamoljuk meg,
hogy hany esetben szerepel ugyanaz a k elem kiilonb6z6 sorozatokban. Mivel k kiilonb6z6
elemrdl beszéliink, ezekbdl nyilvan k! kiilonb6z8 sorozatot képezhetiink, tehat minden k-ast
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ennyiszer szamoltunk meg az 6sszes k hosszu sorozat 6sszeszdmolasanal, igy azok szamat még
k!-sal kell osztanunk. Vagyis a kiilonb6z6 k-asok szama

azaz minden k-as 1/ (Z) valoszintiséggel adodik. Megjegyezziik, hogy a fenti formula az n =
k = 0 esetben a (8) = 1 definiciét adja, tovabba n < k és k < 0 esetén (Z) értékét O-nak
definidljuk.

A fenti szamot binomidlis egytitthatonak is nevezik, és a bal oldalon allo jelolést a kovet-
kez6képp olvassuk ki: ,n alatt a k7. Az fenti szamok elnevezését az un. binomidlis tételben
jatszott szerepiik indokolja. Ugyanis a tétel a kovetkezé formulat adja egy kéttagt Osszeg
n-edig hatvanyara:

(1.2)

n __ n n n n—1 n n—2,2, n n—1 n no__ - n n—k,_ k
(z+y) —(0>x +(1)x y—l—(Q)x Y+ +(n_1)xy —|—(n)y g(k)x Y,

ahol x és y tetszbleges valos szamok és n egy pozitiv egész. A binomidlis egyiitthatok alabbi
egyszer( tulajdonsagai azonnal kovetkeznek az (1.1) képletbdl:

n n n n n n
= 1 < < 2 — — e = .
(k;) (n _ k;) minden 0 < k < n esetén, (0) (n> 1, (1> (n B 1) n

Maganak a binomialis tételnek is szamos koévetkezménye van a binomidlis egyiitthatokra
nézve. Hogy a f6 gondolatmenetts] ne térjiink el talsagosan, itt most csak a legegyszertibb
megadéaséara szoritkozunk (és néhany tovabbit targyalunk az 1.1.7. feladat megoldasaban ill.
az 1.1.25. tétel bizonyitasaban is). Ha tehat az (1.2) formulaban az x = y = 1 vélasztéassal

é hiIlk, akkor
on n En n n—k k E n

k=0 k=0

adodik, tehat a binomidalis egyiitthatok osszege (fix n esetén) 2".

1.1.16. Példa. Mi a valdszintisége, hogy az 6toslotton minden kihtzott szédm paros? Az
otoslotton 90 szambol hiznak ki 5-6t, tehat az Osszes lehetGség szama, azaz az () eseménytér
elemszama (950). Legyen A az az esemény, hogy az Osszes kihtzott szam paros. Szamoljuk
meg, hogy hény ilyen kimenetel van. Ha minden kihtzott szam paros, akkor az 6sszes szamot
az 1 és 90 kozti paros szamok halmazabol hiztak. Ezekbdl 45 darab van, tehat (455) -féleképp

tudunk 5 paros szamot huzni. Azaz

1Al () 4544434241 7.4l 287

19 () T 90-89-88-87-86  4-29-89 10324

P(A) ~ 0,0278.
Tehat nagyjabol 2,78% valoszintiséggel htuznak csupa péaros szamot. Nem megleps tehat,
hogy a magyar 6toslotton 2022-ben ez minddossze egyszer tortént meg.

Binomialis egyiitthatok kozotti osszefiiggések nem pusztan a binomialis tételbdl szarmaz-
tathatok, més egyszerti kombinatorikus megfontolasok is gyakran vezetnek olyan eredmé-
nyekre, melyek magabol a definialo (1.1) formulabol esetleg csak nehezen latszanak. Ezek
az érvelések sokszor nagyon kényelmesen interpretalhatok valoszintiségi modelleken keresztiil.
Erre mutatunk most egy egyszeri példat:
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1.1.17. Példa. Véletlenszertien kihuzunk 1 < k < n darab golyot visszatevés és a sorrend
figyelembevétele nélkiil egy urnabol, melyben n piros és 1 fehér goly6 taldlhato. Legyen F
az az esemény, hogy kihtizzuk a fehér golyot. Osszesen (";:1) lehetGséglink van a k golyo

huzasara, az pedig, hogy a fehér golyét kihtizzuk (kfl) esetben kovetkezik be, hiszen a fehér

mellett a maradék k£ — 1 golyot a fennmarado n golyobol ennyiféleképp valaszthatjuk, tehat

(k")
n+1\ °
(")
Hasonloképpen a komplementer eseménynek, vagyis annak a valoszintisége, hogy nem huzzuk
ki a fehér golyot,
(1)

(")

k

hiszen (Z) -féleképp htizhatunk k goly6t az n darab piros koziil. Mivel tovabba P(F)+P(F) = 1
is érvényes, igy a fenti formulédkat behelyettesitve, majd a nevezdkkel felszorozva az

(1.3) (k; i 1> * @ - <n21>

Osszefiiggés adodik.
Hogy még jobban érzékeltessiik a fenti érvelés eleganciajat, levezetjiik az (1.3) formulét
z (1.1) definiciobol is:

(k i 1) * (Z) = 1)!(2!— Al k!(nni 0!

k - n! +(n—k‘—|—l)~n!
Eln—k+1)!  klln—Fk+1)!

(1) (1) 41
_k!(n—k+1)!_k!(n+1—k)!_( k )

P(F) =

P(F) =

Az utoébbi szdmolas ugyan nem kiilondsebben nehéz, az azonban nem feltétleniil latszik
beléle, hogy tulajdonképpen mit is jelent az (1.3) egyenlet. A két érvelés Osszevetése jol
mutatja, hogy ha egy jelenségnek jo modellt valasztunk és ezaltal a kapcsolodd matematikai
fogalomnak szemléletes jelentést kolesonziink, akkor az Osszefliggések megsejtése (és gyakran
az igazolasuk is) természetessé valhat. A fenti példaban egy esetszétvalasztéas (vagy kihtizzuk
a fehér golyot, vagy nem) matematikai képletekre valo ,leforditasa” eredményezte az (1.3)
egyenletet. Egy hasonlé példa talalhato még az 1.1.8. feladatban.

Melyik modellt valasszuk?

Sok esetben a fenti kérdésre logikusan kovetkezik a valasz az adott szituaciobol. Példaul
a lottohuzés esetén vilagos, hogy nem sziikséges figyelembe venni a hizas sorrendjét. Vannak
azonban olyan esetek, amikor a modell nem ilyen egyértelmi. Tekintsiik a kovetkezs prob-
léméat: egy urnaban van két sarga és két piros golyd. Visszatevés nélkiil hizva két golyot
milyen valészintiséggel htizunk kiilénbo6z§ szind golyokat?

A fenti szituacioban nem tudjuk, hogy a hiizas eredményénél figyelembe vessziik-e a sor-
rendet vagy sem. Melyik modellt valasszuk hat, hogy a jo valoszintiséget kapjuk? A (kevésbé
pontos) valasz az, hogy mindegy. Ha precizebbek akarunk lenni, akkor azt mondhatjuk, hogy
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amennyiben a kérdéses esemény a lehetséges kimenetelek segitségével leirhato, ugy a fenti két
modell barmelyike ugyanazt a valoszintiséget fogja adni.

Tekintsiik elGszor azt a megoldast, ahol nem vessziik figyelembe a huizasok sorrendjét.
Ekkor két golyot a négybdl (;L) = 6-féleképp huzhatunk (ez tehat az eseményteriink elem-
szama), két kiillonbozs szintt pedig ugy kaphatunk, ha egyet valasztunk a sargakbol, egyet
pedig ettdl fliggetleniil a pirosakbol. Ez tehat (?) . (?) = 2.2 = 4 lehetGség, vagyis a keresett
valoszintiség 4/6 = 2/3.

Oldjuk meg most a feladatot a masik modellel, vagyis tegyiik fel, hogy szamit a hizas
sorrendje. Ekkor 4 - 3 = 12-féle kimenetel lehetséges. Tovabba kiilonb6z6 szint golyokat
gy huzhatunk, ha vagy el6szor egy sargat és mésodszor egy pirosat huzunk, vagy pedig
elGszor egy pirosat és masodszor egy sargat. Mindkét eset 2 - 2 = 4-féleképp kovetkezhet be,
tehat Osszesen 8 esetben huizunk kiilénbo6z6 szind golyokat. Vagyis a keresett valosziniiség
8/12 =2/3.

Arra biztatjuk az olvasot, gondolja at, hogy mi az oka a fenti jelenségnek, tehat hogy mi-
ért valaszthatunk szabadon a két modell kozott. Végezetiil megemlitjiik, hogy természetesen
vannak olyan esetek, amikor nem hasznéalhaté mindkét modell, mivel nem tudjuk mindketts-
ben magat a vizsgalt eseményt leirni. Példaul azt az eseményt, hogy elsére sargat, masodikra
pedig pirosat hiizunk, csak abban a modellben kezelhetjiik, ahol a hiizés sorrendjét is figye-
lembe vessziik.

Huzas visszatevéssel a sorrend figyelembevétele nélkiil (kiegészité anyag)

Ez a szituacio egy fokkal komplikdltabb az el6zGeknél, és voltaképp a késébbiek meg-
értéséhez ennek targyaldsa nem sziikséges, pusztan a teljesség kedvéért részletezziik ezt az
esetet is. Az itt felléps probléma megértéséhez tekintsiik a kovetkezd példat: egy kockéaval
Otszor dobunk, és most csak arra vagyunk kivancsiak, hogy milyen szamokat dobtunk, ar-
ra nem, hogy milyen sorrendben. A kimeneteleket megadhatjuk példaul tgy, hogy noévekvs
sorrendben felsoroljuk a dobott szadmokat:

pl. 1,1,2,2,3; 1,1,1,1,1; 1,2,3,4,5.

Rogton szembetting lehet, hogy példaul az utolsd két kimenetel nem lehet egyforméan valo-
szind, hiszen a csupa egyes dobés csak akkor valésulhat meg, ha minden alkalommal egyest
dobunk, mig az utolsé lehetGség tobbféleképp adddhat, ha figyelembe vessziik, hogy milyen
sorrendben kovetkeztek a szamok.

Nem célszerti tehéat a fenti kimeneteleket elemi eseményeknek tekinteni, hiszen igy a szi-
tuaciot nem tudjuk klasszikus valészintiségi mezével modellezni. Egy kézenfekvd megoldés
azonban mar a fenti meggondolasok alapjan is konnyen adodik. Amennyiben a dobasok
sorrendjét is figyelembe vessziik (tehéat az elsd urnamodellben leirt valoszintiségi mez6t hasz-
naljuk), gy a fenti eredmények mar kifejezhetk eseményekként. Példaul az 1,1, 2,2, 3 ered-
ményhez tartozé A esemény azon dobassorozatokbol all, amelyekben két darab 1-es, két darab
2-es és egy 3-as szerepel.

Ahhoz, hogy az A esemény valoszintségét kiszamoljuk, meg kell hataroznunk ezen dobas-
sorozatok szaméat. Mindezt most teljes altalanossdgban csindljuk meg. Azaz meghatéarozzuk
az olyan sorozatok szdmat, amelyekben az nq,no, ..., n,, killonbozé elemek szerepelnek, és
az n; elem pontosan k; darab helyen fordul els.

1.1.18. Definicié. Ismétléses permutdcio alatt néhany, egymastol nem feltétleniil kiillénbo6z6
elemnek egy sorba rendezését értjiik.

21



Visszatérve a fenti szituacidhoz, Osszesen n = ki + ko + - -+ + k,,, elemet kell sorba ren-
dezniink. Habéar az elemek kozt lehetnek azonosak (az m; elembdl pontosan k; fordul el),
ideiglenesen kiilonboztessiik meg az Osszes elemet egyméstol. Ekkor persze n! kiillonbo6zé
sorrendet kapunk. Ezekbdl ketts akkor adja pontosan ugyanazt a rendezést az eredeti hely-
zetben, ha (az ideiglenesen megkiilonboztetett) n; elemek helye megegyezik mindkét rende-
zésben minden 1 < i < m esetén. Tehat a megkiilonboztetett elemek n!-féle sorba rendezése
kozt minden egyes megkiilonboztetés nélkiili elrendezést annyiszor szamoltunk meg, ahanyfé-
leképp az egyes elemeket - fixalva azok helyét - egymés kozott dtrendezhetjiik. Ezt az n; elem
esetén k;!-féleképp tehetjiikk meg, az egyes elemek pedig egymastol fiiggetleniil rendezhetk
at, Osszesen tehat kq!- ko!--- k! alkalommal szamoltunk meg minden elrendezést.

Osszegezve az eddigicket, a kiilonboz6 ismétléses permutéciok szama

n!
kylee k!
5!
Ez a fenti példank esetén azt adja, hogy az A eseményt ol 30 sorozat alkotja, és igy
30 5
P(A) = — = —.
(4) 6> 1296

Gyakorlatok, feladatok

1.1.3. Gyakorlat. Két kockaval dobunk. Legyenek
A = {az Osszeg T} B = {mindegyik péaros} C' = {van kozottiik harmas}
események. Szamoljuk ki a P(AN (BUCQ)) és P((AU C) N B) valészintiségeket.

1.1.4. Gyakorlat. Egy szabalyos érmével hatszor dobunk. Mennyi a valdszintisége, hogy

a) elgszor az 6todik dobéasra kapunk fejet?

b) pontosan két fejet dobunk?

c) legalabb két fejet dobunk?

d) a fejek szama paros/péaratlan?

e) legalabb 2 fejet vagy legalabb 3 irast dobunk?

1.1.5. Gyakorlat. Mekkora a valoszintisége, hogy az 6toslotton

a) pontosan 2 talalatunk lesz?

b) pontosan k taldlatunk lesz?

c) 13 a legkisebb kihuzott szam?

d) a legnagyobb kihtuzott szam 80 és 90 kozé esik (a 80-at és a 90-et is beleszamitva)?

1.1.6. Gyakorlat. Egy urnédban 3 piros, 3 sarga és 3 kék golyd van. Véletlenszertien huzva
3 golyot az urnabol visszatevés nélkiil, mi a valészintisége annak, hogy

a) 3 kiilonbo6zd szind golyot hazunk? b) 3 egyforma szintd golyot huzunk?

1.1.7. Feladat. (M) A nyul és a teknSsbéka versenyeznek. Miutéan felalltak a startvonalra,
pénzfeldobassal dontik el, hogy ki haladhat elére. Ha fejet dobnak, akkor a nytl 1ép el6re
egy métert, ha irést, akkor a teknds halad elére ugyanennyit. FEzek utan mindig megismétlik
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az érmedobast a fenti szabalyokat alkalmazva. Mi a valoszintsége, hogy 101 dobas utan

a) a nyul a teknds eltt all?

b) a nyul tavolsaga a startvonaltol (méterben mérve) paros szam?

1.1.8. Feladat. (M) Egy kalapba betesziink n cédulat, melyekre az 1,...,n szamokat irjuk
(minden cédulara pontosan egy szamot, és minden szadmot pontosan egyszer). Visszatevés
nélkiil kihtizunk ezek koziil véletlenszertien k darabot (1 < k < n).

a) Mi a valoszintisége, hogy a legnagyobb kihuzott szam éppen n?

b) Mi a valészintisége, hogy névekvs sorrendbe rendezve a kihizott szamokat az i-edik
szam éppen j (1 <i<k,i<j<n—k—i)?

¢) Mutassuk meg, hogy 0 < < k < n esetén (Zﬁ) =3 o (1) () teljesiil.

d) Ac)részben a k=1=1ill. a k=2, ] =1 valasztasokat hasznéalva adjunk képletet az
els6 n pozitiv egész Osszegére ill. az els§ n négyzetszam Osszegére.

1.1.9. Feladat. (M) Egy 10 emeletes héazban 7 ember egyszerre érkezik ugyanahhoz a lift-
hez, és indul felfelé a foldszintrsl. Tegyiik fel, hogy mindegyikiik (egymaéstol fiiggetleniil)
ugyanolyan valoszintiséggel tarthat barmelyik emeletre. Mi a valészintisége, hogy lesz olyan
emelet, ahol a liftbe beszallo 7 emberbdl tobben is kiszéllnak?

1.1.3. Val6szintiségi mérték

A Kklasszikus valoszintiségi mezsk - bar szamos példa leirasara alkalmasak - messze nem
elegendek céljainkhoz. Ez talan mar az el6z§ szakaszban is vildgossa valt, példaul ami-
kor két kockadobéas lehetséges kimeneteleit kiséreltiik meg leirni. Ha ugyanis ezt a kockak
megkiilonboztetése nélkiil, pusztan a két eredmény megadéséval tennénk, akkor - mint azt
korabban megjegyeztiik - a kimenetelek nem azonos valoszintiséggel adédnanak, ilyen moédon
pedig nem kapnéank klasszikus valoszintiségi mez6t.

A fenti problémat ugyan sikeriilt orvosolnunk, de mas esetekben erre nincs lehet&ség
a fogalmak altalanositasa nélkiill. Egyrészt egy klasszikus valoszintiségi mezd esetén az €2
eseménytér egy véges halmaz kell legyen, a késGbbiekben (f6ként a 3. fejezetben, de valojaban
méar korabban is) szamos olyan példat fogunk latni, ahol ez a feltétel nem teljesiil. De
véges eseményterek esetén is adodnak problémék. Példaul egy cinkelt kocka viselkedését nem
tudjuk a klasszikus mezével leirni, hiszen az a kiilonb6z6 kimenetelek tekintetében kifejezetten
kiilonbo6z6képp viselkedik.

Ahhoz, hogy a megfelel§ altalanossagban hasznalhatoé fogalmakat kapjunk, az eddigieknél
absztraktabb definiciokra van sziikség. Elvonatkoztatunk tehat attol, hogy az események
valoszintiségét konkrétan milyen formula definidlta, és arra koncentralunk, hogy milyen ma-
tematikai objektumot kaptunk ezzel a definicidval, és az milyen tulajdonsigokkal bir. El&szor
is, a valoszintiségek az eseményekhez rendelt szamok, vagy masképp fogalmazva, egy valdszi-
ntiség valojaban egy az események halmazan értelmezett, valos értékid fiigguény.

Céljainknak persze nem felel meg akarmilyen fiiggvény. ElGszor is, mivel valoszintiségekral
szeretnénk beszélni, a fiiggvényértékek a [0; 1] intervallumban kell legyenek. Legyen Q) egy
eseményteér, és jelolje A az események halmazat. Amit kerestink, az tehat egy P : A — [0;1]
fliggvény. Azt szeretnénk persze, hogy az 1 fliggvényérték a teljes bizonyossagot reprezen-
talja, mig 0 legyen a valészintiség akkor, ha valami nem kovetkezhet be. Ennek megfelelGen
teljesiilnie kell a P(2) = 1 és P(()) = 0 egyenlSségeknek. Az is elvarhato, hogy ha két ese-
mény egyszerre nem kovetkezhet be (tehat vagy az egyik, vagy a masik kovetkezik be), akkor
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annak a valészintisége, hogy egyik a kett6bdl bekovetkezik, az egyes valoszintiségek Osszege
legyen. Ezt a matematika nyelvén tugy fogalmazhatjuk meg, hogy ha A és B egymast kizaro
események, tehat A N B = () teljesiil, akkor a P(AU B) = P(A) + P(B) osszefiiggésnek fenn
kell allnia.

Vegyiik észre, hogy ezek éppen az 1.1.6. allitasban felsorolt, a klasszikus valdszintiségre
érvényes tulajdonsagok. Az altaldnos esetben lényegében ezeket fogjuk megkévetelni a valo-
szintiségtSl. Persze egy fogalom megalkotasdnal érdemes minél kevesebb feltételt szabni, igy
példaul csak az fogjuk feltenni, hogy P(Q2) = 1 teljesiil, a P()) = 0 pedig majd a feltétele-
inkbdl kovetkezni fog. Tovabba, mivel végtelen eseménytereket is kezelni szeretnénk, ezért
az 1.1.6. allitas (iii) tulajdonsdganak megszamlalhatoan végtelen sok halmazra kiterjesztett
valtozatat fogjuk el6irni. Minden készen all tehat az alabbi definicidhoz:

1.1.19. Definici6. Legyen () eseménytér, A pedig ezen eseménytér eseményeinek halmaza.
Tegyiik fel, hogy a P: A — [0; 1] fiiggvényre a kovetkezdk teljesiilnek:

(i) P(2) =1,

(i) (o-additivitas) ha Aq,..., A,,... € A paronként egymast kizar6 események, vagyis
A; N Aj = 0 teljesiil minden 7,7 € N, i # j esetén, akkor

Ekkor a P fiiggvényt az A halmazon értelmezett valdsziniségi mértéknek nevezziik. Tovabba,
ha P valoszintiségi mérték az A halmazon, akkor az (2, A, P) harmast valdsziniségi mezdnek
nevezziik.

A fenti definicibban nem voltunk teljesen precizek az A halmaz tekintetében. Val6jaban
az események halmazanak egy speciélis szerkezettel kell birnia, altalaban fel kell tenni, hogy
A egy un. o-algebra. Ezekkel a technikai részletekkel ebben és a kovetkezs fejezetben nem
foglalkozunk, az olvaso itt nyugodtan feltételezheti, hogy A az ) Osszes részhalmazanak
halmaza. A 3. fejezetben réviden visszatériink még erre a kérdésre.

Megjegyezzik, hogy az 1.1.6. allitdsban felsorolt tulajdonsidgokbdl levezethetd, hogy a
klasszikus valoszintiség teljesiti a fenti definicioban felsorolt (i) és (ii) tulajdonsagokat, vagyis
a klasszikus valosziniiség is egy valdszintségi mérték. Masképp szolva a fenti definicio a
klasszikus valoszintiség egy altalanositésa. A definicioban szerepld (i) tulajdonsag teljesiilése a
klasszikus valoszintiség esetén az 1.1.6. allitas része, a o-additivitas pedig viszonylag konnyen
levezethets ebbdl az allitasbol és abbol a feltételbdl, hogy klasszikus valoszintiségi mezék
esetén véges eseménytérrel dolgozunk. A részletek kidolgozasat itt elhagyjuk.

A aldbbiakban igazoljuk a valoszintiségi mérték néhany alapvets tulajdonsagat.

1.1.20. Allitas. Legyen P : A — [0;1] egy valdsziniségi mérték eqy eseménytér eseményeinek
A halmazdn. Ekkor

(i) P(0) =0,
(i1) (additivitds) ha Ay, ..., A, € A pdronként eqymdst kizdaro események, akkor
P(A U---UA,) =P(A) +--- +P(A,),
specidlisan, ha A,B € A és AN B =10, akkor
P(AUB) =P(A) + P(B),
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(iti) minden A € A-ra P (A) =1 —P(A),
(iv) ha A,B € A és B C A, akkor P(B) <P(A).

A (iv) tulajdonsagnal fennallo szituacioban, tehat ha az A és B eseményekre B C A
teljesiil, azt mondjuk, hogy a B esemény maga utdn vonja A-t. A szohasznélatot az indokolja,
hogy minden kimenetel, ami B-ben van, egyben A-ban is benne van, tehat ha egy kimenetelre
B bekovetkezik, akkor ez maga utan vonja az A bekovetkezését is.

Bizonyitds. Az (i) tulajdonsag igazolasahoz hasznéljuk a valoszintségi mérték o-additivitasat
az A; = ) valasztassal minden ¢ > 1 index esetén. Ekkor az A; halmazok paronként disz-

junktak, igy
P(() =P (U A,-) = ZIP’(AZ-) = ZIF’(Q)).

Itt a bal oldalon egy 0 és 1 k6zotti szam, a jobb oldalon pedig egy végtelen Gsszeg all, melyben
minden tag a bal oldalon all6 szam. Ennek a végtelen 0sszegnek tehat egy véges értéket kell
adnia, ez pedig csak akkor lehetséges, ha P(()) = 0.

A (ii) tulajdonsag a kovetkezSképp adodik az imént igazolt (i) allitasbol és a mérték o-
additivitasabol. Legyenek Aj, ..., A, € A paronként diszjunkt halmazok, és legyen minden
i > n esetén A; = (. Ekkor az A,...,A,, Apy1,... € A halmazok tovibbra paronként
diszjunktak, és igy

P(A, U---UA,) =P (G An> = iP(Ai) = En:MAi) + i P(A;).

i=n-+1

Itt az els6 egyenlGség azért all fenn, mert az elsé n halmaz uniéjahoz mér csak tires halmazokat
vesziink hozza, mig a masodik egyenléség a P o-additivitasabol kovetkezik. Viszont a jobb
oldalon 4ll6 mésodik Gsszegben minden tag P(0)), ez pedig a fent latottak szerint 0, igy a (ii)
allitast belattuk.

A (iii) allitashoz legyen A € A. Ekkor A és A egymast kizaroak, azaz ANA = (), tovibba

s st

additivitdsa miatt - _
1=P(Q)=P(AUA) =P(A) + P(A),
ezt az egyenletet atrendezve pedig éppen a bizonyitando allitast kapjuk.
Végiil a (iv) allitas igazolasahoz legyen A, B € A, melyekre B C A teljesiil. Az A elemeit
két csoportra oszthatjuk aszerint, hogy a B halmaz egy elemérsl van sz6 vagy sem, és mivel

A tartalmazza az egész B-t, igy A = BU(A\ B) teljestl (lasd az 1.3. abrat). A jobb oldalon
egymast kizar6 események unidja all, igy a P additivitasa miatt

P(A)=P(BU(A\ B)) =P(B)+P(A\ B) > P(B),
mert P(A\ B) > 0. O

Ahogy a klasszikus valoszintiségi mezd esetén, ugy itt is felmeriil a kérdés, hogy mit mond-
hatunk két esemény unidjanak valoszintiségérsl, amennyiben azok nem (feltétleniil) egymast
kizaroak. A valasz természetesen ugyanaz, mint a korabbi speciélis esetben, és az altalanos
formula igazolasa altalaban sem sokkal komplikaltabb.
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1.3. bra. BC A= A=BU(A\ B)

1.1.21. Allitas (Szita-formula 2 eseményre). Legyenck A, B egy valdsziniségi mezd tetszo-
leges eseményei, ekkor

P(AUB)=P(A) +P(B) —P(AN B).

A klasszikus esetben ez abbdl kovetkezett, hogy az A és B halmazok elemszamét kiilon-
kiilon megszamolva a kozos elemeket kétszer szamoltuk. Az éltaldnos esetben is analog médon
igazolhato az allitas, itt elemszam helyett az egyes halmazok mértékét adjuk Ossze, a kozos
részt kétszer ,,megmérve” igy. Mindez precizen a kdvetkezSképp néz ki:

Bizonyitdas. Az AU B esemény 2 egymast kizaro részre bonthat6 tgy, hogy csoportositjuk az
elemeit aszerint, hogy benne vannak A-ban vagy sem. Utobbi kimenetelek a B \ A halmazt
alkotjak, igy tehat AU B = AU (B \ A) (lasd 1.4. dbrat alabb), és a valoszintiségi mérték
additivitasa miatt P(AU B) = P(A) + P(B \ A). Csempéssziik be a jobb oldalra a P(AN B)
értéket egyszer pozitiv, egyszer pedig negativ elGjellel, a kifejezés értékét igy nem valtoztatva:

(1.4) P(AUB)=P(A)+P(B\ A)+P(ANB)—P(AN B).

Végiil, mivel B = (B\ A) U (AN B) a fentiekhez hasonléan a B esemény egy egymast kizaro
eseményekre valo felbontasat adja (lasd az 1.4. abrat), igy P(B) = P(B\ A) + P(AN B), ezt
pedig (1.4) jobb oldalan behelyettesitve a bizonyitando allitast kapjuk. O

1.4. dbra. AUB =AU (B\ A), B=(B\ A)U(ANDB)

A szita-formulédt szokas Poincaré-formulanak is nevezni, és a fenti allitas ketténél tobb
halmaz unidjara is altalanosithat6. Vizsgéljuk elGszoér a harom halmazra vonatkozé valtoza-
tot. Az alapotlet hdrom esemény esetén is az, hogy harom halmazt kiillon-kiillon megmérve a

26



halmazparok kozos részeit duplan szamoljuk, igy azok mértékét le kell vonni, ekkor viszont
valojaban azt a részt, ami mindhédrom eseményben benne van, végiil egyszer sem szamoljuk,
ezért annak mértékét még hozza kell adni az egészhez.

1.1.22. Allitas (Szita-formula 3 eseményre). Legyenek A, B, C' eqy valdsziniségi mezd tel-
szoleges eseményet, ekkor

P(AUBUC)=PA)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(BNC)-P(CNA)+P(ANBNC).

1.5. abra. A P(A) + P(B) + P(C) 6sszegben egyes részeket tobbszor megmeériink

A preciz bizonyitast a szakasz végére halasztjuk, ahol megadjuk és belatjuk a formula
altalanos, azaz n eseményre vonatkozo valtozatat. Megjegyezziik, hogy a késébb a 2.3.6.
példdban a varhato érték egy alkalmazésaként egy alternativ bizonyitast nyeriink a fenti
allitasra (amely kis modositassal az altalanos eset kezelésére is alkalmas).

Példak valoészintiségi mértékre

A valoészintiségi mértékre eddig az egyetlen konkrét példank a klasszikus valoszintiség volt.
Hogyan adhatunk tovabbi példakat? Emlékeztetiink, hogy az altalanositas sziikségességének
illusztralasara tobbek kozott azt a szituaciot hasznéltuk, amikor egy szabalytalan dobokocka
viselkedését szeretnénk leirni. Tegyiik fel, hogy egy ilyen kockaval nagyon sokszor dobva az
esetek % részében dobunk egyest vagy kettest, tovibba az esetek 11—070 részében dobunk hér-
mast, négyest, 6tost és hatost. Ekkor jogosnak érezhetjiik azt mondani, hogy a kiilonbo6zé
dobasok valoszintiségeit a fenti tortek adjak. Ha tehat ezt a szitudciét modellezni szeret-
nénk az Q = {1,2,3,4,5,6} eseményteret hasznalva, akkor az egyetlen kimenetelbsl allo

eseményekre

P({1}) = P({2}) = 0,16 & P({3}) = B({4}) = B({5}) = P({6}) = 0,17

kell teljesiiljon.

Vegyiik észre, hogy ha egy valoszintiségi mérték a fenti egyenl@ségeket teljesiti, akkor ezek
méar meghatarozzak annak értékét az ) egy tetszGleges részhalmaza, azaz minden esemény
esetén. Valoban, barmely esemény ilyen kimenetelekbdl allo (egy elemti) események paron-
ként diszjunkt unidja, és igy a mérték additivitasa miatt annak valdsziniisége az 6t alkoto
kimenetelek valoszintiségének Osszege kell legyen. Példaul az £ = {2,4,6} eseményre

E = {2}y u {4} u{6},
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és igy a P(E) = 0,16 + 2 - 0,17 = 0,5 egyenldségnek teljesiilnie kell.

Figyeljiik meg, hogy a kimenetelek valoszintiségének megadéasa ugyan meghatarozza az
egyetlen lehetséges P fiiggvényt, de azt nem mutattuk meg, hogy ez a valoban valdszintiségi
meérték, tehat teljesiti az 1.1.19. definicioban szerepld (i) és (ii) feltételeket. Az (i) tulajdonsag,
vagyis P(2) = 1 teljesiilése nyilvanvalo a fenti példdban, mert a kimenetelek valoszintsége-
inek Gsszege 1. A (ii) tulajdonsag igazolasa sem nehéz, de ezt itt nem részletezziik. A két
tulajdonség teljesiilése viszont azt jelenti, hogy valoban valdszintiségi mértéket adtunk meg.

A fenti médszer szerencsére gond nélkiil altalanosithatd, amennyiben az 2 eseménytér
véges vagy megszamlalhatoan végtelen (azaz az elemei a pozitiv egészekkel indexelve felso-
rolhatok). Ebben és a kovetkezd fejezetben csak ilyen példakkal fogunk talalkozni, az ilyen
eseménytereket diszkrétnek fogjuk hivni.

A diszkrét esetben tehat elegend6é megadni a kimenetelek valoszintiségét, azaz hozzéaren-
delni minden kimenetelhez egy silyt a [0;1] intervallumban. Természetesen arra figyelni
kell, hogy ezeknek a valoszintiségeknek 1 legyen az Gsszege, hiszen a P(€2) = 1 egyenletnek
érvényesnek kell lennie. Mindez azonban mar elegendd ahhoz, hogy egy valoszintségi mér-
téket egyértelmtien meghatérozzon, ahol egy tetszéleges esemény valdszintsége az 6t alkoto
kimentelek valoszintiségének Osszege. Ezt a kovetkezé allitasban formélisan is lefrjuk.

1.1.23. Allitas. Legyen Q egy véges vagy megszamldlhatdan végtelen halmaz. Legyen tovdbbd
p:Q — [0;1] egy tetszdleges siulyfiigguény, amely egy w € Q kimenetelhez a p(w) € [0; 1] sulyt
rendeli. Tegytik fel, hogy

D plw)=1

weN

teljesiil. Definidljuk a P fliggvény értékét eqy A C 2 eseményre a kovetkezdképp:

(1.5) P(A) =) pw).

weA

Ekkor a P fiigguény eqy valosziniségi mérték az Q0 eseményeinek halmazdin. Tovdbbd a P
egyértelmiden meghatdrozott abban az értelemben, hogy ez az egyetlen valosziniségi mérték
Q-n, amelyre P({w}) = p(w) teljesil minden w € § esetén.

1.1.24. Példa. Feldobunk két pénzérmét. Az egyes dobasokat ezuttal (kivételesen) nem
kiilonboztetjiik meg, a kimenetelek példdul megadhatok tugy, ha megadjuk a fejek szamat.
Dolgozzunk tovabb az Q = {0, 1,2} eseménytérrel. Mivel 1 fejet kétféleképp is kaphatunk,
igy értelemszerten az egyes kimenetelekhez a kovetkez&képp rendeliink valoszintségeket (st-
lyokat):
1 1

p(0)=p2) =7, pl)=3
A fenti allitas értelmében a p valoszintiségi sulyfliggvény egyértelmiien meghataroz egy valo-
szintiségi mértéket az () eseményeinek halmazéan. Példaul annak a valészintisége, hogy dobunk
fejet, az (1.5) formula szerint

3

P({1,2}) = p(1) +p(2) = 7.

Ebben a példaban a p silyfiiggvényt azért valasztottuk igy, hogy jol hasznalhaté modellt
kapjunk a tényleges pénzdobésra. Elvi szempontbdl azonban semmi akadalya annak, hogy
teljesen méas valoszintiségeket rendeljiink az egyes kimenetelekhez (példaul a konstans % suly
éppen a klasszikus valoszintiséget adné), azonban mas valasztasok nem volnanak alkalmasak
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a valosag jo leirdsédra. Minden esetre azt érdemes kiemelni, hogy az eseménytérbél nem ko-
vetkezik maga valoszintiségi mérték valasztasa, ezt az {2 halmaztol fiiggetleniil hatarozhatjuk
meg, éppen ezért kezeljik ezeket az objektumokat kiilon egymastol. Amikor a valoszintiségi
mérték is rogzitett, akkor méar nem csak egy eseménytérrsl, hanem egy valdszintiségi mezérol
beszélhetiink.

Az 1.1.23. allitas igazolasa ugyan nem kiilonésebben nehéz, de a technikai részletek igé-
nyelnek némi koriiltekintést, és ezt a bizonyitast itt nem targyaljuk. Maga az allitas azt a csa-
loka érzést keltheti, hogy tulajdonképpen megoldottuk a véletlen jelenségek modellezésének
problémajat, azonban az () szamossagara vonatkozo feltétel az allitdsban oridsi korlatozast
jelent. Valojaban a leggyakoribb alkalmazasok tobbségéhez nem elegenddek a megszamlalha-
to (tehat véges vagy megszamlalhatoan végtelen) eseményterek. A leggyakrabban elSkeriils
ilyen példak a véges halmazokon tul a természetes szamok N halmaza, az egész szamok 7Z
halmaza, s6t belathato, hogy a racionalis szamok Q halmaza is megszamlalhato. Ha azon-
ban példaul egy valés intervallumban felvett véletlen értékrsl beszéliink (amely tehat egy
tetszbleges valos, akar irracionélis szam lehet), akkor a lehetséges értékek halmaza, vagyis
az intervallum elemeinek szdma mar nem megszamlalhaté. Ez az oka annak, hogy a 3. fe-
jezetben mar komolyabb eszkoztarat kell majd bevetniink, de a véletlen egyes torvényei jol
megérthetSk a diszkrét eseményterek példéin keresztiil is. Raadéasul, mivel a térvényszeri-
ségek levezetése soran sokszor csak a mérték altaldnos tulajdonsigait hasznaljuk fel, szamos
eredményiink (mint példaul az 1.1.20. allitas) a bizonyitasaval egyiitt érvényes az altalanos
esetben is.

Az altalanos szita-formula

Tekintsiik a kovetkezd példat. Egy osztalyban december kozeledtével kisorsoljak, hogy
ki kit ajandékoz meg Mikulds napjan. Mindenki felirja a nevét egy cetlire, amit bedobnak
egy dobozba, majd minden didk véletlenszertien kihiz egyet a dobozban 1évé cetlikbdl, igy
valasztva ki a megajandékozando osztalytarsat. Ez a modszer persze rejt magaban némi (a
gyakorlatban nagyon egyszeriien orvosolhato) kockazatot: el6fordulhat, hogy néhany (leg-
alabb egy) didk onmagat hizza. De vajon mennyi ennek az esélye?

Tegyiik fel, hogy az osztalyban n didk van. Szdmozzuk meg Sket 1-t6l n-ig, és legyen
A; az az esemény, hogy a i-edik didk onmagat huzza. Ekkor a kérdés a P(A; U ... U A,)
valoszintiség. Az n = 2 és az n = 3 esetekben az 1.1.21. és az 1.1.22. allitasok visszavezetik
ennek kiszamolasat az unioban szerepl egyes események ill. kiillonb6z6 metszeteik valoszini-
ségeinek kiszamolasara. Ezek az allitdsok altaldnosithatok tetszéleges szami eseményre is, és
az igy kapott kifejezések bar latszolag igen komplikaltak, mégis latni fogjuk, hogy sokszor a
gyakorlatban, igy példaul a fenti szituacioban is igen jol alkalmazhatok.

A szita-formula altalanos alakjanak megadasidhoz be kell vezetniink néhany jelolést. Le-
gyenek tehat Ai,..., A, események, ekkor szeretnénk ezek koziil néhédnynak a metszetét
tekinteni. Ehhez rogzitsiink egy 0 # I C {1,...,n} indexhalmazt, ebben szerepelnek te-
hét azon események indexei, amelyeknek a metszetét vessziik, ekkor a megfelel6 események
metszete (),.; A; alakba frhato.

Az 1.1.22. allitasban szerepld formula jobb oldaldn a valoszintiségek elGjele attol fiiggott,
hogy hany eseménynek vettiik az elemszamat. Ez altalaban is igy lesz, ezért egyiitt tekintjiik
az Osszes valoszintiséget, ahol a metszetekben 1év6 események szama azonos. Legyen tehat
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minden 1 < k£ < n esetén

(1.6) Spi= Y P(ﬂA,).

c{temy
1=k

Peldaul Sy = P(A;) + ...+ P(A,), S, =P(A; N ...NA).

1.1.25. Tétel (Szita-formula). Legyenek Ai,..., A, C Q események, ahol ) véges vagy
megszamldlhatoan végtelen. Ekkor a fenti jelolésekkel

n

(1.7) P(AJU...UA,) =) (=1)*s,.

k=1

Bizonyitds. Legyen p, := P({w}) minden w € 2 esetén, ekkor az el6z6 szakaszban targyaltak
szerint

P(AU...UA) = Y p.

wEAU...UA,

Hasonloan irhatok fel az (1.7) formula jobb oldalan szerepld valoszintségek is. Elegendd tehat
megmutatni, hogy minden w € A; U...U A, esetén a p, valoszintség az (1.7) jobb oldalan
Osszességében pontosan egyszer szerepel, egyéb w-k esetén pedig egyszer sem.

Fixaljuk tehat w-t, és tegyiik fel, hogy az Ay, ..., A, események koziil pontosan j darab
eseménynek eleme (0 < j < n). Az események atszamozaséaval feltehets, hogy ezek éppen
az Ay, ..., A; események, azaz w € A;, hal < i <j, ésw ¢ A ha j+ 1 <i <n. Ekkor

w szerepel minden olyan metszetben, amelyeket az A;,..., A; eseményekbdl képziink, de
nem szerepel egy olyan metszetben sem, amelyben ezeken kiviil el6fordul olyan A;, melyre
J<t<n.

Ha w szerepel egy metszetben, amelyet paratlan sok eseménybdl képziink, akkor minden
ilyen metszetnél a p,, valoszintség pozitiv elGjellel adodik az (1.7) jobb oldaldhoz, mig minden
paros sok eseménybdl képzett metszetnél negativ elGjellel vessziik. Ha a metszetben szerepld
események szdma k, akkor az ilyenek kozt éppen ( ) olyan metszet van, amiben w is szerepel.
Tehat p,, egyiitthatoja az (1.7) jobb oldalan végeredményben

(1.8) ZJ: ’f“( )

=1

A fenti 6sszeg j = 0 esetén nyilvan 0, egyéb értékek esetén pedig konnyen meghatérozhato a
binomiélis tétel segitségével, ugyanis

0=(1—1) Zo ()

amit atrendezve az (1.8) kifejezés értékére (é) = 1 adodik. Ezzel az allitast belattuk. O]

Térjiink vissza most a szakasz elején szerepld példankhoz, azaz a nevek huzasahoz. Tegyiik
fel, hogy az osztalyban n tanuld van, és a részletes megfontolasokat most mell6zve tegyiik fel
azt is, hogy a hizésok minden egyes kimenetele, azaz a cetliknek a didkokkal val6 minden
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pérositasa egyforman valoszint. Mivel egy hiizés voltaképp az n cetli egy sorba rendezésének
felel meg, igy minden egyes kimenetel valoszintsége 1/n!.

A korabbi jeloléseket hasznalva legyen A; az az esemény, hogy az i-edik didk onmagat
huzta, ekkor a szita-formula szerint elegendé meghataroznunk az A; eseményekbdl képzett
metszetek valoszintiségét. Ha () # I C {1,...,n} egy indexhalmaz, és |I| = k, akkor a
Nic; Ai esemény azt jelenti, hogy azon k didk, akinek a sorszdma I-ben van, énmagat hizta,
a maradék n — k cetli elrendezése pedig tetszéleges lehet. Ilyen huzasbol tehat (n — k)! van,
ezek szama tehat csak az I elemszamatol fligg. Mivel k darab indexet (Z)—féleképp tudunk
kivalasztani, igy

w1 (1) (0 —k)! k1 n! n— k) _1)k+1
Sy = Z P(ﬂAZ) = (-1 (k)( —~ ) = (=1 k!(n_k>!'( — ) :( k)‘ ,

Ic{1,..n} iel
=k

azaz

n (_1)k+1

k=1
A fenti 0sszeg nem csak meglepGen egyszeri alaki, de rdadasul egy ismert hatvanysor elsé
néhany tagjanak Osszegét kapjuk (pontosabban az Gsszeg ellentettjét). Még egyszeriibb az
unié komplementerének a valoszintisége, tehat annak, hogy senki nem hizza 6nmagéat:
— ~ (-1
P(A/U.UA,) =1-P(AU...UA) =) o

k=0

az utobbi osszegben pedig mar pontosan az e~! hatvanysoranak elsé n tagja szerepel. Ra-

adéasul, ha n nem tul kicsi (pl. n > 10), akkor ez a részletosszeg mar jo kozelitést ad, azt

mondhatjuk tehat, hogy annak a valoszintisége, hogy senki nem hizza énmagat, nagyjabol
~1

e ~0,3679.

Gyakorlatok, feladatok

1.1.10. Gyakorlat. Jelolje A azt az eseményt, hogy az 6toslotton minden kihtuzott szam
értéke legalabb 10, legyenek tovabbéa By ill. By azon események, hogy kihizzak a 9-es ill.
10-es szamot. Hatéarozzuk meg a P(A U Byg) és P(AU By U Byg) valoszintségeket.

1.1.11. Gyakorlat. Egy termék probagyartédsa sordn két szempontbol vizsgaljak a kész-
termékeket. Az A esemény azt jelenti, hogy egy véletlenszertien kivalasztott mintadarab
anyaghibés, a B pedig az az esemény, hogy a kivalasztott gyartmany mérethibds. Tudjuk,
hogy P(A) = 0,15, P(B) = 0,3 és P(AN B) = 0,08. Mennyi annak a valoszintsége, hogy

a) egy termék anyaghibéas, de nem mérethibas?
b) egy termék hibatlan?

1.1.12. Gyakorlat. Az A, B és C események mindegyike % valoszintiséggel kovetkezik be,
tovabba az A és B, ill. a B és C' események egymast kizaréak. Adjuk meg ANC' valoszintiségét,
ha tudjuk, hogy % annak a valoszintisége, hogy az A, B és C' események egyike sem kovetkezik
be.

1.1.13. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy tetszéleges A eseményre P(A)P(A) < 1 teljesiil.

1
4
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1.1.14. Feladat. (M) Igazoljuk, hogy barmilyen n > 1 egészre és Ay, ..., A, C ) esemé-
nyekre teljesiilnek a kovetkezd egyenlStlenségek:

P(A U---UA,) <P(A) +...+P(A4,), P4 N---NA,) >PA)+..+PA4,) —n+1.

1.1.15. Feladat. (M) Négy varos, A, B, C' és D a kovetkez6képp vannak Osszekotve egy-
massal: vezet at A-bol B-be és C-be, tovabba D-bdsl B-be és C-be, valamint fut egy ut B
és C kozott is (mas Osszekottetés nincs). Tegyiik fel, hogy egy téli napon ezen utak min-
egyikén egymastol fiiggetlentil 1/5 valoszintiséggel keletkezik hoatfuvas, lehetetlenné téve a
kozlekedést az adott iton. Mi a valoszintisége, hogy ezen a napon el lehet jutni A-bol D-be?

1.1.16. Feladat. Egy osztalyba 15 fia és 15 lany jar. A szalagavato el6tt minden fia ki-
valaszt véletlenszertien egy lanyt, akivel tdncolni szeretne, mindenkit azonos valoszintiséggel
valasztva. Mennyi a valoszintisége, hogy van olyan lany, akit pontosan 6 fia kér fel tancolni?

1.1.17. Feladat. (M) Legyenek Ay, ..., A, egy diszkrét valoszintiségi mez6 eseményei. Le-
gyen miden 0 < m < n esetén Py, ill. P, annak a val6szintisége, hogy az A; események koziil
pontosan ill. legalabb m darab kévetkezik be. Mutassuk meg, hogy

~, ifm+i =, u(m—1+i
P[m]:Z(—l)( - )Sm+z'; szz<_1)( - )Sm+i ha m > 1,
1=0 i=0

tovabbé
" /m " /m—1
S = P = P,
=2 () -2 (00
ahol 1 < k < n esetén Sy az (1.6) formulaban definialt 6sszeg, mig Sy = 1.

1.1.18. Feladat. Tekintsiik a szita-formulanal latott példat: egy osztalyban december ko-
zeledtével kisorsoljak, hogy ki kit ajandékoz meg Mikulas napjan. Mind az n didk felirja a
nevét egy cetlire, amit bedobnak egy dobozba, majd minden diédk véletlenszertien kihtiz egyet
a dobozban 1év§ cetlikbdl, igy valasztva ki a megajandékozando osztalytarsat. Mi a valoszi-
niisége, hogy pontosan k didk hizza énmagéat (0 < k < n)? Mihez tart ez a valosziniiség, ha
n — oo?

1.2. Feltételes valoszintiiség

Ebben a pontban azt vizsgaljuk meg, hogy a véletlen eseményekhez rendelt valoszintisé-
geket hogyan valtoztatjak meg bizonyos, az eredeti helyzethez képest 1j feltételezések vagy
a szituacioval kapcsolatban nyert plusz informéciok. Ez utébbiakra mar a jegyzet beveze-
t6jében leirt Monty Hall-paradoxon esetén is lattunk példat. Tovabba ezen fejezet elején
mar volt sz6 a kovetkezd szituaciorol. Tegyiik fel, hogy tobbszor feldobunk egy érmét, de az
els6é néhany esetben nem kapunk egyetlen fejet sem. FEzek utan egy 1j megfigyeld csatlako-
zik a kisérlethez. Az & szemszogébdl a kovetkezd dobas az els6 megfigyelt véletlen esemény.
Valtoztat-e valamit a helyzeten, ha elaruljuk neki, hogy ezidaig egyetlen fejet sem dobtunk?

Mindkét példa elemzéséhez sziikségiink lesz a feltételes valoszintiség fogalmara, a fenti méa-
sodik példa pedig egy speciélis esetet ir le, mégpedig azt, amikor az 4j informaciok nincsenek
hatassal a valészintiségre, az a feltételtsl fiiggetleniil valtozatlan marad. A szakasz masodik
felében pedig a feltételes valoszintiség néhany alkalmazasat, nevezetesen a teljes valosziniiség
tételét, a Bayes-tételt és a szorzasi szabalyt targyaljuk.
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1.2.1. Feltételes valoszintiség és fiiggetlenség

Tekintsiik a kockadobés kisérletét. Tegyiik fel, hogy egy dobas utén valaki elarulja nekiink,
hogy a dobott szam péaros, azaz bekovetkezett az E = {2,4,6} esemény. Milyen valoszintségi
modellt hasznaljuk ebben az esetben? Természetesen megvaltoztathatjuk az eseményteret,
hiszen itt mar csak hdrom kimenetel lehetséges, tehat élhetiink az ) = E valasztassal. Az is
értelemszerd, hogy ez a harom kimenetel ekkor ugyanolyan valészint, tehat mindharom eset
1/3 eséllyel kévetkezik be.

A fenti valasztas azonban nem feltétleniil praktikus, példaul lehetséges, hogy tovabbi
dobasok esetén ez az informacié nem all majd rendelkezésiinkre, és akkor ismét mas modellt
kell alkalmaznunk. Az is lehet, hogy megtudjuk, hogy paros-e az eredmény, de ekkor a két
eshetdség két kiilonbozd eseményteret eredményezhet, ez pedig feleslegesen komplikaltta és
nehézkessé teszi a kisérletek preciz matematikai lefrasat.

Az eseménytér megvaltoztatasa helyett a feltételes valdsziniség fogalmat fogjuk hasznalni,
amely oly moédon sztikiti le az eseményteret a feltételezetten bekovetkezd eseményre, hogy az
azon kiviil es6 kimenetelek valoszintiségét nullava teszi. Ezzel ekvivalens, hogy a feltételben
szerepld esemény 1 valoszintiséggel bekdvetkezik. Ezt pedig ugy érjiik el, hogy egyszertien
leosztunk annak valészintiségével:

1.2.1. Definicié. Legyenek A, B egy valoszintiségi mez§ eseményei, ahol P(B) > 0 teljesiil.
Ekkor az A eseménynek a B eseményre vett feltételes valdszinisége

P(AN B)

(1.9) PA|B) = —pg

(,A valoszintisége, feltéve B”).

Tehat az A esemény B-re vett feltételes valoszintiségét ugy kapjuk, hogy az A és B kozos
részének valoszintiségét a B esemény valoszintiségéhez aranyitjuk. A B esemény valoszintisé-
gének természetesen pozitivnak kell lennie, hiszen osztani szeretnénk vele. Az, hogy a fenti
tort szamlalojaban az A-nak csak a B-be es§ részét vessziik figyelembe, azon elvardsunkat
tiikrézi, hogy a B-n kiviil esé kimeneteleknek és igy barmely B-t6l diszjunkt eseménynek a
valoszintisége 0 legyen.

P

Q

1.6. abra. A feltételes valoszintiség képzése

1.2.2. Példa. A fenti példa folytatasaként tekintsiink egy kockadobast, és tegyiik fel, hogy
a dobés péaros. Hatérozzuk meg ebben annak valoszintiségét, hogy kettest dobunk. Most is
a szokasos Q = {1,2,3,4,5,6} eseményteret hasznaljuk, P pedig a klasszikus valoszintiséget
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jeloli. A fenti definici6 értelmében a kettes dobas valészintisége az E feltétel mellett

PU2INE) _B({2) _1/6 _1

P2} B) = P(E) P(E) 1/2 3

ami megfelel az el6zetes varakozasainknak.
Legyen most A az az esemény, hogy 3-nal nagyobbat dobunk, ekkor az A valdszintisége
az FE feltétel mellett
P(ANE)  P{4,56}N0{24,6}) P{46}) 2/6 2

PAB="5m ~ @) = RE) iz 3

Tovabba (az elvarasainknak megfelelGen)

P(E | E) = P<§(2)E) - gég —1,  P{1}|E)= P({é(};) B_ g((g)) 0.

Figyeljiikk meg, hogy feltételes valoszintiség minden esetben egy 0 és 1 kdzotti szam, hiszen
AN B C B miatt az 1.1.20. allitasban szerepl (iv) tulajdonsag szerint P(A N B) < P(B)
teljestil, és igy az (1.9) formulaban 16v6 tort értéke legfeljebb 1 lehet (és persze nemnegativ
szamok hényadosa nemnegativ). A fogalom elnevezése azonban messze nem csak emiatt
jogos, ahogy az az alabbi allitasbol kideriil:

1.2.3. Allitas. Legyen (0, A, P) egy valdszintiségi mezd, legyen tovabbd B € A egy esemény,
melyre P(B) > 0 teljesil. Definidljuk a Pg : A — [0;1] figgvényt a Pr(A) = P(A | B)
formuldval minden A € A esetén. FEkkor Pg eqy valdsziniségi mérték az ) eseménytér
eseményeinek A halmazin (vagyis (Q, A, Pg) egy valdsziniségi mezd).

A fenti allitas tehat azt mutatja, hogy a feltételes valoszintiség segitségével egy valdszint-
ségi mértékbdl jabbakat konstrualhatunk. Kovetkezik bel6le, hogy mindaz, amit a valdszi-
niiségi mértékekre altalaban belatunk, igaz a feltételes valoszintségre is (hiszen az utobbi az
el6bbinek egy specialis esete). Példaul

P(A|B)=1-P(A| B)

teljestil minden A és B eseményre, feltéve persze, hogy P(B) > 0 (és igy a feltételes valoszi-
niiség definialt).

Fiiggetlen események

A P(A | B) feltételes valoszintiség és a P(A) valoszintiség osszehasonlitasa képet ad arrol,
hogy hogyan befolyésolja a B bekovetkezése az esélyeket az A esemény bekovetkezésére. Egy
fontos specialis eset az, amikor ez a valdszintiség a B bekovetkezésétsl fiiggetleniil ugyanaz
marad, tehat

_ _ P(ANB)
A fenti egyenl@séget P(B)-vel beszorozva ekkor a
(1.10) P(AN B) =P(A)P(B)

Osszefiiggés adodik. Ez az, amit a fliggetlenség definicidjihoz felhasznalunk:
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1.2.4. Definicioé. Legyenek A és B egy valoszintiségi mezs eseményei, ekkor A és B egymastol
fiiggetlenek, ha az (1.10) egyenldség teljesiil rajuk.

Megjegyezziik, hogy P(B) > 0 esetén az (1.10) egyenletbdl is kovetkezik a P(A) = P(A |
B) osszefiiggés, ezek tehat ekkor ekvivalensek egymaéassal. S6t, ha P(A) > 0 is teljesiil, akkor
hasonléan lathato, hogy mindkét egyenlet ekvivalens azzal, hogy P(B | A) = P(B). Ossze-
foglalva tehat, P(A),P(B) > 0 esetén

P(A| B) = P(A) <= P(AN B) = P(A)P(B) < P(B | A) = P(B),

és mindharom egyenlet éppen azt jelenti, hogy A és B fiiggetlenek. Jol latszik a fenti ekviva-
lens Osszefliggésekbdl, hogy a fogalom szimmetrikus (vagyis A és B fiiggetlensége ugyanazt
jelenti, mint B és A fliggetlensége), persze ez mar az (1.10) egyenletbdl is nyilvanvalo. Vegyiik
azonban észre, hogy mig a feltételes valoszintiségekhez a feltételben szerepls eseménynek po-
meg, az (1.10) egyenlet mindkét oldala értelmes akkor is, ha az A és B események barmelyike
0 valdszintség.

1.2.1. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha egy valoszintiségi mez6 A és B eseményei koziil
legaldbb az egyik valoszintisége 0, akkor A és B fiiggetlenek.

Az 1.2.4. definicié a matematikai modelliinkben szereplé eseményekre vonatkozik. Persze
a valo életben is hasznaljuk a fiiggetlenség fogalméat, azt mondtuk példaul, hogy két kocka
dobésanal az egyik dobas eredménye nem befolyasolja a mésikat. Ugyanezt tapasztalhatjuk
példaul érmedobasok esetén is. Az eseményekre definialt fiiggetlenség fogalma akkor hasznal-
hato, ha jol illeszkedik az imént felsorolt valos esetekben hasznalt fiiggetlenségfogalomhoz,
vagyis ha a tapasztalati uton egymastol fiiggetlennek itélt jelenségek a modellben is azok
a fenti definicid értelmében. Szerencsére ez a helyzet, és ezt most egy példan keresztiil is
illusztraljuk.

1.2.5. Példa. Tekintsiik a kovetkezs kisérletet: kétszer egymaés utan feldobunk egy szabalyos
pénzérmét. Ha ezt sokszor egymas utan végrehajtjuk, azt tapasztaljuk, hogy a méasodik dobas
nagyjabol az esetek felében lesz fej vagy iras akkor is, ha az els§ dobasra fejet kaptunk, és
akkor is, ha els6re irdas adodott. Azaz az els6 dobés eredménye semmilyen moédon nem
befolyasolja az esélyeket a masodik dobasnal.

Vizsgéljuk most meg ugyanezen eseményeket a matematikai modelliinkben. A szokasos
eseményteriink az Q = {F, I} x {F, I} szorzathalmaz, azaz a kimenteleink rendezett fej-iras
parok, és mindegyikiik 1/4 valoszintiséggel kovetkezik be. Legyen A az az esemény, hogy
elsére fejet dobunk, B pedig az, hogy a masodik dobés fej, azaz

A={(FF),(F. D)},  B={(FF), F)}

Tehat
PANB)=PH{(F,F)})=-==-==
(ANB) = B{(F.F)}) =7 =53
igy A és B fiiggetlenek az 1.2.4. definici6 értelmében (is). Mivel pozitiv valoszintiségii ese-
ményekrél van sz6, ugyanezt a kovetkezd szamoléassal is igazolhattuk volna:
P(BNA)  PUFEFY 14 1

FEIY =" “sqE .oy 12 2 B
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Tovabbé annak a valoszintisége, hogy méasodszorra irast dobunk, ha tudjuk, hogy elsére fejet

kaptunk
1

P(B| A)=1-P(B|A) =5 =P(B),
igy A és B is fiiggetlenek. Hasonloképp adodik ugyanez az A és B, ill. az A és B eseményekre
is. Vagyis az, hogy az A esemény bekovetkezik vagy sem, semmilyen hatassal nincs a B
bekovetkezésének esélyeire, ami persze teljes 0sszhangban van a varakozésainkkal.

1.2.2. Gyakorlat. Mutassuk meg a fenti példaban latottakhoz hasonléan, hogy ha egy
pénzérmével egymés utan hatszor dobunk, akkor feltéve, hogy az elsé 6t dobas eredménye fej
lett, annak a valoszintisége, hogy hatodikra szintén fejet kapunk, véaltozatlanul 1/2.

Az 1.2.5. példaban azt tapasztaltuk, hogy két fiiggetlen esemény esetén béarmelyiknek
(esetleg mindkettének) a komplementerét véve szintén fiiggetlen eseményeket kaptunk. A
kovetkezd allitds azt mutatja, hogy ez nem egy véletlen egybeesés eredménye, hanem egy
altalanosan érvényes tény.

1.2.6. Allités; Tegyiik fel, hogy egy valdsziniségi mezd A és B eseményei egymdstol figget-
lenek. Ekkor A és B és fiiggetlenek. Kovetkezésképp az A és B ill. A és B eseménypdrok
szintén fiiggetlenek.

Bizonyitds. Az A és B események fiiggetlensége a P(AN B) = P(A)P(B) sszefiiggés teljesii-
lését jelenti. Ebbdl kiindulva szeretnénk belatni, hogy A és B is fiiggetlenek, azaz, hogy az
el6z6 egyenlet rajuk is teljesiil. Induljunk ki az egyenlet jobb oldalabol:

(1.11) P(A)P(B) = (1 — P(A)P(B) = P(B) — P(A)P(B) = P(B) — P(AN B),

ahol az A és B fliggetlenségét az utolsod egyenléségnél hasznaltuk ki. Korédbban (példaul a
szita-formula bizonyitasaban) mar lattuk, hogy B = (B\ A)U(ANB) a B halmaz egy egymast
kizar6 események uniojara valo felbontasa. Azt pedig mér az eseményeken definialt mtiveletek
tulajdonsdgainak vizsgalatdnal emlitettiik, hogy B\ A = AN B, igy a valoszintiségi mérték
tulajdonsagai szerint P(B) = P(AN B) +P(AN B) teljesiil. Ezt atrendezve kapjuk, hogy az
(1.11) egyenléség jobb oldalanak értéke P(A N B), tehat az A és B események fiiggetlenek.
Végezetiil, mivel a fiiggetlenség szimmetrikus relacio, azaz ha A és B fliggetlenek, akkor B
és A is azok, igy a fent latottak szerint B és A is fiiggetlenek. Ebbé] pedig - ismét megcserélve
az események szerepét, majd alkalmazva a bizonyitott allitast - azt kapjuk, hogy A és B is
fliggetlen események. ]

Az eddigiek alapjan az eseményének fiiggetlenségének fogalma jol modellezi azt, ha bizo-
nyos valos jelenségek nem befolyasoljak egymast. Azonban, mivel a valoszintségszamitasban
a fiiggetlenséget a valoszintiségek szintjén definidljuk, azaz ez pusztan az (1.10) egyenlSség
teljesiilését jelenti, el6fordulhat, hogy az szemléletesen Osszefiiggének tiinG eseményeke is
érvényes.

1.2.7. Példa. Dobjunk egy szabalyos dobdkockaval, és legyen A az az esemény, hogy a dobott
szam kisebb, mint 5, P pedig az, hogy a dobott szam prim. Azaz

4 2 3 1
A:{1727374}7 ]P)(A):6:§7 P:{273;5}7 P(P>:6:§>

tovabba 5 1 9
P(ANP)=P({2 = =_="=.

tehat A és P fiiggetlenek.
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Mindezek utan felmeriilhet a kérdés, hogy az altalunk alkotott fogalom hasznalhato-e, ha
kettonél tobb esemény fliggetlenségérsl szeretnénk beszélni. Ha esetleg ehhez nem elégséges
az eszkoztarunk, akkor hogyan lehetne azt kiterjeszteni, hogy tobb eseményre is miikodjon?

Legyenek A, B és C egy valoszintiségi mez6 eseményei. Harom esemény fliggetlenségét
még nem definidltuk, azt minden esetre elvarhatjuk, hogy ha harom esemény fiiggetlen egy-
maéastol, akkor koziiliik barmely ketts az legyen. Elégséges-e vajon ez ahhoz, hogy a harom
esemény ne befolyasolja egymast?

Az utoébbi mondat tartalmat ismét a szokasos példan keresztiil vilagitjuk meg. Tegyiik
fel, hogy haromszor feldobunk egy pénzérmét. Legyen A az az esemény, hogy ez els§ dobés
fej, B az, hogy a masodik fej, C' pedig az, hogy harmadszorra fejet dobunk. Azt varjuk,
hogy mindegyik dobas a tobbi eredményétsl fiiggetlentiil kb. az esetek 1/2 részében lesz fej,
igy Osszességében az esetek % . % . % = % részében kapunk 3 darab fejet. Ezt valoszintiségek
segitségével a

(1.12) P(AN BN C) =PAP(B)PC)

egyenlet irja le. Vegytik észre, hogy ez a két esemény fliggetlenségét definialo (1.10) egyenlet
kézenfekvé altalanositasa.

Az elss kérdés tehat: elvarhato-e altalaban az (1.12) egyenlet teljestilése, ha feltessziik,
hogy az eseményeink paronként fiiggetlenek (tehat hogy koziiliik barmely ketts fiiggetlen)?
A valasz sajnos negativ, ahogy azt a kdvetkezs példa mutatja.

1.2.8. Példa. Dobjunk fel két érmét, és legyen A az az esemény, hogy az elsé dobés fej, B
az, hogy a mésodik dobés fej, C' pedig az, hogy a dobott fejek szama paros. Ekkor

A:{(F>F)>(F7[)}> B:{(FvF)u(LF)}? C:{<F>F)v([7[)}a
tehat P(A) = P(B) = P(C) = % Tovabbé

P(ANB)=P(BNC)=PANC)=P{(F,F)}) = i,
ésigy aP(ANB) =P(A)P(B), P(BNC) =P(B)P(C) és P(ANC) =P(A)P(C) egyenletek

mindegyike teljesiil, azaz az A, B és C' események paronként fiiggetlenek. Azonban

P(ANBNC) = P({(F, F)}) = | # HAPBIEC) = ¢,
tehat (1.12) ebben az esetben nem teljesiil.

1.2.3. Gyakorlat. (M) Mutassunk példat olyan A, B, C' eseményekre, melyekre teljesiil az
(1.12) Osszefiiggés, de nem igaz rajuk, hogy paronként fiiggetlenek.

A fenti példa és gyakorlat tanulsaga szerint a fiiggetlenség fogalméanak harom eseményre
valo kiterjesztéséhez nem elegendd csupan a paronkénti fiiggetlenséget vagy éppen az (1.12)
egyenlet teljesiilését elvarni. Valdjaban az a jo feltétel, ha ezek mindegyikét elvarjuk, és
haromnél tobb esemény esetén is hasonloképp kell eljarni:

1.2.9. Definici6. Legyenek A, ..., A, egy valosziniliségi mez6 eseményei. Azt mondjuk,
hogy A1, ..., A, (egyittesen) fiiggetlenek, ha minden () £ I C {1,...,n} indexhalmaz esetén

(1.13) P (ﬂ Ai) = [[P(4)

i€l 1€l
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teljestil, vagyis ha tetsz6legesen kivalasztunk belsliik néhany (de legalabb egy) eseményt
(azaz ezek indexeinek I halmazat), a kivalasztott események metszetének a valoszintisége
ezen események valoszintiségének szorzata.

Megjegyezziik, hogy a fenti definicioban (a tomorség kedvéért) megengediink egy elemt
I indexhalmazokat is, ekkor az egy elemd metszet definici6 szerint magét a halmazt jelenti,
mig az egy elemi szorzat értéke egyszertien az a szam, amit a produktum jel utan irunk
(ez esetben a kivalasztott esemény valoszintisége). Az egy elemi indexhalmazokra a fenti
egyenlGség nyilvanvaléan igaz barmely n eseményre, és igy nem ad hozza semmit a definicid
tartalmahoz, ezen esetek megengedése pusztan a megfogalmazast egyszertsiti. Kizarjuk vi-
szont az lires indexhalmaz esetét (habéar voltaképp némi tovabbi diszkusszi6 aran akar ezt is

megengedhetnénk).
Az 1.2.6. allitds konnyedén &ltalanosithato az egyiittes fiiggetlenség esetére a kovetke-
z6képp. Ha az Aq,..., A, események egyiittesen fiiggetlenek, akkor ezek koziil néhanynak

a komplementerét véve (a tobbit valtozatlanul hagyva) az igy kapott n esemény szintén
egyiittesen fiiggetlen. Ennek igazoldsa nem tartalmaz lényeges 1j gondolatot az 1.2.6. allitas
bizonyitasahoz képest, a felléps nehézségek pusztan technikaiak, igy ezt a gondolatmenetet
nem részletezziik.

A szakaszt egy példaval zarjuk. Altalaban faradsagos munka lehet belatni események
egyiittes fliggetlenségét, hiszen ehhez szamos egyenlet teljesiilését ellenérizni kell. A problé-
mék azonban sokszor itt is csak technikai jellegtiek, az egyiittes fiiggetlenség pedig szamos
esetben szemléletesen nyilvanvalo. Eppen ezért a kovetkezs példat leszamitva ennek részle-
tezésével altalaban nem foglalkozunk.

1.2.10. Példa. Tegyiik fel, hogy 10-szer dobunk egy szabalyos érmével, legyen F; az az ese-
mény, hogy az i-edik dobas fej. Megmutatjuk, hogy az Fi, Fy, ..., Fiy események egyiittesen
fiiggetlenek. ElGszor is, a 10 hosszt F' — I sorozatok szama, azaz az () eseménytér elemsza-
ma 2. Tovibba, az F; események elemszdma 2°, hiszen ezek olyan kimenetelekbél allnak,
amelyeknél az i-edik dobas eredménye rogzitett (fej), a tobbi 9 dobas eredményére viszont
egymastol fiiggetleniil mindig 2 lehetséges valasztasunk van, ez tehat dsszesen 29 lehetSség.
Vagyis

El 20 1

Q 210 2

P(F) =

minden 1 <4 < 10 esetén.
Rogzitsiink most az Fi, ..., Fig események koziil néhanyat, jeldlje ezek indexeinek halma-
zat 1. Be kell latnunk az (1.13) egyenlet teljesiilését A jobb oldalon all6 szorzat

HP 2|I|

el

azaz a kivalasztott események szamanak megfelel§ hatvanyra kell emelni az események (azo-
nos) valoszintiségét. Hatarozzuk meg most az (1.13) bal oldalan all6 metszet elemszamat.
Ezt olyan kimenetelek (10 hosszu fej-iras sorozatok) alkotjak, melyekben || darab rogzitett
helyen fej 4ll. A maradék 10 — |I| helyen egymaéstol fiiggetleniil egyenként kétféle elem allhat,
osszesen tehat 210Vl ilyen kimenetel van. Azaz

(0n) - - - T

el el

tehat (1.13) teljesiil egy tetszéleges ) # I C {1,...,10} indexhalmaz esetén, és igy az
Fy, ..., Fip események egyiittesen fiiggetlenek.
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Gyakorlatok, feladatok

1.2.4. Gyakorlat. Szamoljuk ki annak a valdszintiségét, hogy két kockaval dobva mindkét
érték péaros, feltéve, hogy Osszegiik legalabb tiz.

1.2.5. Gyakorlat. Két szabalyos kockaval dobunk. Tekintsiik a kovetkez6 eseményeket:

A = {a dobott szamok Gsszege paros},
B = {a dobott szamok kiilonbségének abszolut értéke legalabb harom},
C' = {a dobott szamok szorzata legfeljebb 4}.

Allapitsuk meg, hogy fiiggetlenek-e az A és B illetve az A és C eseményparok. Mennyi
P(A| B) és P(A | C) értéke?

1.2.6. Gyakorlat. Tegyiik fel, hogy az A, B és C egyiittesen fiiggetlen események valo-
szintségei P(A) = 0,3, P(B) = 0,4, és P(C) = 0,8. Szamoljuk ki a kovetkezs események
valoszintiségeit:

a) mindharom fenti esemény bekovetkezik,
b) legalabb az egyik esemény bekovetkezik,

c) egyik esemény sem kovetkezik be.

1.2.7. Feladat. Tegyiik fel, hogy az A és a B események koziil legalabb az egyik mindig
bekévetkezik. Ha P(A | B) = 0,2 ¢s P(B | A) = 0,5, akkor mennyi P(A), P(B) illetve
P(A | B)? Fiiggetlen-e A és B?

1.2.2. A feltételes valb6szintiség alkalmazasai

Szamos esetben el6fordul, hogy a rendelkezésre allo informéaciok egy valdszintiségi mo-
dellben feltételes valoszintiségként interpretalhatok, ezért érdemes megvizsgalni, hogy ezek
segitségével hogyan szamolhatok ki mas események valoszintiségei. Ugyancsak gyakori hely-
zet, hogy egyes események valoszintiségének kiszamolésa bizonyos feltételek mellett 1ényegesen
leegyszertisodik, ilyenkor érdemes a szamolést alesetekre bontani. Az alabbiakban ezeket a
szituaciokat vizsgaljuk meg kozelebbrdl, és bemutatunk harom példat a feltételes valoszintiség
alkalmazasara.

A szorzasi szabaly

Egy urnaban 5 piros és 5 fehér golyd van. Két golyot hiizva az urnéabol visszatevés nélkiil,
mi a valdszintsége, hogy elsére piros, masodikra pedig fehér golyot htizunk? Természetesen
egyszerd megszamolni a jo hizasokat, ezekbdl éppen 5 -5 = 25 van, hiszen ennyiféleképp
alkothatunk olyan rendezett parokat, ahol az els§ golyd a pirosak koziil keriil ki, a masodik
pedig a fehérek koziil. Osszesen 10 - 9 = 90 kiilonboz6 lehetségiink van a huzasra, tehat a
keresett valoszintiség 20 = 2.

Ugyanerre az eredményre mas gondolatmenet is elvezet minket. Piros-fehér huzashoz
elGszor természetesen pirosat kell hiiznunk, ennek a valoszintisége 1%. Ha viszont elsére pirosat
htzunk, akkor az urnaban 9 goly6 marad, amibél 5 darab fehér. Tehat ezen feltétel mellett
g V@lészinﬁséggel htizunk fehéret masodszorra, azaz a valdszintiség 1% . g = %.

Irjuk le a fenti példat formalisan. Legyen P; az az esemény, hogy elsére pirosat huzunk,
F, pedig az, hogy mésodszorra fehéret. A kérdéses valoszintiség ekkor a P; N F, esemény

valoszintsége, és a masodik szamolasunkat a P(P, N Fy) = P(P)P(F;, | P1) egyenlet irja le.
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Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlet valojaban a feltételes valoszintiség

P(BNA)

P51 4) = =500

“, e,

definicidjanak atrendezése az A = P, és B = F, eseményekre, vagyis a

P(AN B) = P(A)P(B | A)

formula altalaban is érvényes, amennyiben a feltételes valoszintiség definialt (azaz P(A) > 0).
Ezt az Osszefliggést szorzdsi szabdlynak nevezziik.

A fenti példankban tulajdonképpen ennek a szabalynak az alkalmazasa nem volt létfontos-
sagu, hiszen mas érveléssel is egyszertien kijott az eredmény. Vannak viszont olyan szituéciok,
amikor egyes események bekovetkezése lényegesen megvaltoztatja a koriilményeket, és igy a
felételes valoszintiséggel valo szamolas joval kényelmesebbé valik.

Véaltoztassunk most egy kicsit a fenti példan. Tegyiik fel, hogy az urndban 5 piros és 5
fehér goly6 van, és kétszer huzunk. Azonban az els6 hizéas utdn a hizott golyot visszatessziik
az urnaba, és betesziink még egy, a hizott golyd szinével megegyezs szintd golyot. Mi a
valoszintisége most, hogy elsére pirosat, masodszorra pedig fehéret hiizunk?

Mivel ebben az esetben az els§ huzas szine szerint méshogy alakulnak a koriilmények a
méasodik hizésnél, ezért ezuttal a szorzéasi szabaly alkalmazésa a célravezetd tut, hiszen azt
konnyen ki tudjuk szamolni, hogy milyen valdszintiséggel huzunk fehéret, ha els6re pirosat
haztunk. Ekkor ugyanis 11 golyo6 lesz az urnaban, melybdl 5 fehér, igy (a fenti jeldléseket

megtartva) P(F | Py) = &, azaz

5 5 5

P(PNE) =PP)PF | P)=— —=—.
(Pi N Fy) = P(RB(F, | P) = =0 oo =
A szituacié tovabb bonyolodik, ha tobb eseménytlink is van, melyek koziil egyesek be-
kovetkezése befolyasolja néhany masik bekovetkezési esélyeit. Ha az események egyiittes
bekovetkezésének esélyét (azaz a metszetiik valoszintiségét) szeretnénk meghatarozni, akkor

a kovetkezd formulat hasznalhatjuk:

1.2.11. Allitas (Szorzési szabaly). Legyenek Ai, ..., A, egy valdsziniiségi mezd eseményei,
ekkor

(1.14)  PAN---NA,) =P(A)P(Ay | A))P(A3 | AiNAy)---P(A, | A1N...NA, 1)
érvényes, amennyiben a fenti feltételes valosziniségek definidltak.

A fenti allitis n = 2 esetén éppen a mér korabban latott formulat adja. Az allitas

A

most az n = 3 esetben részletezziik (de altalaban sem nehezebb):

(AB(A: | APy | A1) = By Sgrtd LR lo i) pas oy

a metszet kommutativitasa és asszociativitdsa miatt.

Vegyiik észre, hogy ha az Ay, ... A, események (egyiittesen) fiiggetlenek volnanak, akkor
az (1.14) egyenlgség jobb oldalan a feltételeket elhagyhatnank, és igy éppen a fliggetlenség
egyik definialo formuldjat kapnank. Az &altalanos eset kezelése azonban éppen az (1.14)
formula segitségével torténik.
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1.2.12. Példa. Modositsuk most ismét egy kicsit a fenti példankat. Tegyiik fel, hogy egy
urnaban 5 piros és 5 fehér golyo van, és 3 golyot hiizunk egymas utan. Az els6 két huzas utan
azonban visszatessziik a hizott golyot, tovabba még egy, a huizott golyd szinével megegyezs
szind golyot is. Mi a valoszintisége, hogy harom piros goly6t hizunk?

Legyenek Py, P ill. P3 azok az események, hogy elsére, masodikra ill. harmadikra piros
golyot hiztunk. A kérdés tehat a P, N Py N Py esemény valoszintisége. A szorzasi szabaly
szerint

P(PNP,NP) =P(P)P(P | P)P(Ps | PN P,).

Elszor 10 golyobdl 5 darab piros van az urnaban, tehat P(P;) = %. Ha elsére pirosat
htiztunk, akkor a mésodik huzasnal 11 goly6 lesz az urnaban, amelyekbdl 6 lesz piros. Tehét
ebben az esetben - eséllyel htizunk pirosat masodszorra, ez tehat a P(P | Py) valoszintség.
Végiil, ha az els6 két huzasunk piros (azaz a PN P, esemény bekovetkezik), akkor az urnaban
immar 12 goly6 lesz a harmadik hizas el6tt, koztiliik pedig 7 lesz piros. Tehat P(Ps | PLNP,) =

7 . PR
15, vagyis a keresett valosziniiség

5 6 7 T
P(PLNPNP) = —  —  —

1.2.8. Gyakorlat. Egy matematikusnak 10 par kiilonb6z6 szind zoknija van. Héarom egy-
més utani napon is késve indul el otthonrdl, ami azt jelenti, hogy véletlenszertien valaszt
a (parositatlan) zoknik koziil. Mi a valdszintisége, hogy mindharom napon sikeriil azonos
szind zoknikat vennie, feltéve, hogy mindig tisztat vesz fel, és a harom nap alatt nem volt
zoknimosas?

A teljes valdsziniiség tétele

Tekintsiik ismét az el6z6 szakasz példaiban latott szituaciot. Kétszer htizunk egy urnabol,
amelyben 5 piros és 5 fehér golyd van, tovabbé az els6 huzés utan a kihuzott golyoval egyiitt
visszarakunk még egy ugyanolyan szint golyot. Mi a valdszintisége, hogy méasodszorra piros
goly6t hizunk?

Itt abba a nehézségbe iitkoziink, hogy masodik huzasnal az esélyek fiiggnek az els hizas
eredményétdl, ami viszont az el6z6 szakasszal ellentéteben nem ismert. Az els6 hiizas eredmé-
nyét is fixalva persze mar kénnyebb dolgunk van. Kordbban kiszamoltuk ezt a valoszintiséget
akkor, ha az els6 htizas eredménye is piros, és hasonloképp szémolhato a valosziniiség a masik
esetben. Osszesen tehat két kiilonbozo esetet kiilonboztethetiink meg.

Hogyan kaphatjuk meg a kérdéses valoszintiséget e két esetbsl? Vegylik észre, hogy a
két esetiinket egymast kizard események hatarozzak meg: az els§ hizas vagy piros, vagy
fehér, de egyszerre csak az egyik teljesiilhet. Az is igaz viszont, hogy valamelyik mindenképp
teljesiil. Ha tehat P; jeloli azt, hogy az i-edik huzas piros, F; pedig azt, hogy fehér, akkor
Fy vagy P; legaldbb egyike mindig bekovetkezik, de egyszerre csak az egyik kévetkezhet be.
Kovetkezésképp P, bekovetkezése a PN P, vagy az I N P, események bekovetkezését jelenti:

Py= (P NP)U(FNP).

Itt persze ismét két egymast kizard esemény unidja szerepel, igy valoszintiségi mérték tulaj-
donsagai ill. az el6z6 szakasz eredményei alapjan

P(P) =P(P,NP)+P(FNPR)

= B(P, | P)P(P) + B(P, | FP(Fy) = -

i
11

N | —
N | =
N | =
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A példaban latott gondolatmenetet most altalanositani fogjuk. A fenti megoldas kulcsa az
volt, hogy esetszétvdlasztassal visszavezettiik a probléméat konnyebben kezelhets szituaciokra.
Az esetszétvalasztasnal olyan eseteket tekintettiink, amelyek egyike biztosan bekovetkezik,
de koziiliik egyszerre csak egy kovetkezhet be, ez pedig lehet6vé tette a kérdéses valoszintiség
Osszegekre valo bontasat. Az ilyen esetszétvalasztéast eredményezd eseményeknek kiilon nevet

adunk:

1.2.13. Definicié. Legyenek Aq,... A, C € egy eseménytér paronként egymaéast kizard
eseményei, melyekre Q@ = A; U --- U A, teljesiil. Ekkor az Ai,..., A, eseményekbdl &llo
rendszert teljes eseményrendszernek nevezziik.

A teljes eseményrendszer tehat nem més, mint az () eseménytér egy paronként diszjunkt
eseményekre valo felbontasa. Egy ilyen teljes eseményrendszer szerinti esetszétvalasztéas le-
het6évé teszi a fenti gondolatmenet végigvitelét, amely a kdvetkezs eredményt adja:

1.2.14. Tétel. (A teljes valdsziniséyg tétele) Legyenek Ay, ..., A, és B eqy valdszinidségi mezd
eseményei. Teqyiik fel, hogy Ay, ..., A, teljes eseményrendszert alkot, és P(A;) > 0 teljesiil
minden 1 <1 <n esetén. Ekkor

P(B) =P(B | A)P(A;) +---+P(B | A,)P(A,).

Bizonyitds. Mivel egy teljes eseményrendszer eseményei paronként egymast kizardak, igy a
BN Ay, ...,BNA, események is szlikségképp azok, hiszen koziiliik barmely kettd kiilonb6z6
esemény egy kozos eleme egyben két kiilonbézs A; és A; eseménynek is eleme volna, ami
lehetetlen.

Tovabba, mivel €2 minden egyes eleme benne van valamelyik A; eseményben, igy B Osszes
eleme egyben valamelyik B N A; eseménynek is eleme, azaz

B=(BNA)U...U(BNA,)

a B esemény egy paronként diszjunkt eseményekre valo felbontasat adja (1.7. abra). Ekkor
a valoszintiségi mérték additivitasa miatt

P(B)=P(BNA;)+---+P(BNA,).

Végiil a szorzési szabéaly miatt P(BN A;) = P(B | A;)P(4;) teljesiil minden 1 < i < n esetén,
ezt a fenti egyenl&ség jobb oldalan minden tagnél behelyettesitve adodik az allitas. ]

1.7. abra. B= (BNA;))U---U(BNA,)
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1.2.15. Példa. Tegyiik fel, hogy egy virusfertézés kimutatasara készitett teszt 95% valoszi-
niiséggel mutatja ki a fertézottséget egy beteg tesztalany esetén. Azonban a teszt idénként
fals pozitiv eredményt is produkal, azaz nem fertézott személyeket tesztelve 0,1% valoszini-
séggel szintén pozitiv eredményt kapunk. Ha tudjuk, hogy a lakossagnak 0,01%-a fert6zott,
akkor véletlenszeridien kivalasztva és letesztelve valakit mi a valoszintsége, hogy pozitiv lesz
az eredmény?

Az a két esemény, hogy a véletlenszertien vélasztott tesztalany fert6zott vagy sem, egy
teljes eseményrendszert alkot, hiszen egyszerre csak az egyik allapot allhat fent, de valamelyik
biztosan fennall. Jelélje F azt, hogy a tesztalany fert6zott, ekkor F az az esemény, hogy az
alany egészséges. Alkalmazhato tehat a teljes valoszintség tétele az F és F teljes esemény-
rendszerre és arra eseményre, hogy a teszt eredménye pozitiv. Jeldlje ez utobbi eseményt
POZ, ekkor a tétel szerint

P(POZ) = P(POZ | F)P(F) + P(POZ | F)P(F).

A fenti egyenl@ség most azért elényos szamunkra, mert éppen a jobb oldalon all6 valoszi-
niiségek allnak rendelkezésiinkre: egy beteg paciens esetén 95% eséllyel mutatja ki a fertézést
a teszt, azaz P(POZ | F) = 0,95. Hasonloképpen tudjuk, hogy P(POZ | F) = 0,001. Mivel
tovabba a lakossag 0,01%-a ferdzott, igy egy véletlenszertien valasztott személy fert&zottsé-
gének valoszintisége P(F) = 0,0001, és igy kovetkezésképp P(F) = 1 —P(F) = 0,9999. Tehat
behelyettesitve

P(POZ) = 0,95-0,0001 + 0,001 - 0,9999 = 0,0010949.

1.2.9. Feladat. Az eddig rendelkezésiinkre allo eszkoztar segitségével elemezziik a jegyzet
bevezetGjében bemutatott Monty Hall-paradoxont. Melyik stratégidval mennyi esélyiink van
a nyerésre?

A Bayes-tétel

Az 1.2.15. példa gondolatmenetét folytatva probaljuk meg megitélni, hogy a példdban
latott teszt mennyire j6. A megadott adatok azt sugalljak, hogy a teszt hatékony, hiszen nagy
eséllyel kimutatja a betegséget egy fert6zott személynél, és csak nagyon kis valoszintiséggel
itél betegnek egy egészséges embert.

Kozelitsiik meg egy kicsit méashogy ezt a kérdést. Tegylik fel, hogy egy véletlenszertien
valasztott személyen elvégzett teszt pozitiv eredményt adott. Mennyire lehetiink bizonyo-
sak abban, hogy az illeté valoban beteg? Az 1.2.15. példa jeloléseit hasznalva tehéat a
P(F | POZ) feltételes valoszintiségre vagyunk kivancsiak. Vegyiik észre, hogy a rendelkezé-
stinkre allo P(POZ | F) feltételes valoszintségben éppen fel van cserélve a fenti két esemény.
Szerencsére egy egyszerd Osszefiiggés alapjan az egyikbdl megkaphato a masik, éppen ezt irja
le a kovetkezd allitas:

1.2.16. Tétel ((Egyszert) Bayes-tétel). Legyenek A és B egy valdszintségi mezd pozitiv
valosziniségi eseményer. Ekkor

P(B | A)P(A)
P(B)

Bizonyitds. Az allitas egyszertien adodik a feltételes valoszintiség definicidja alapjan:

P(A | B) =

P(B| AP(A) s P(A)  PAnB)
P(B) - P(B) -~ P(B) =Pl B).
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]

A tétel alapjan ill. az el6z6 szakasz eredményeit felhasznalva most mar megvalaszolhatjuk,
hogy a fenti példankban egy pozitiv teszt esetén mennyire lehetiink biztosak abban, hogy a
tesztelt személy fert&zott:

P(POZ | F)P(F) 0,95 -0,0001
P(POZ) ~0,0010949

P(F | POZ) = ~ 0,0868.

Vagy ugy is fogalmazhatunk, hogy egy pozitiv teszt ellenére még mindig 91,32% valoszintiség-
gel egészséges a tesztelt alany. Mindezek alapjan talan mér nem is tlinik annyira hatékonynak
a tesztiink.

Fontos leszogezni, hogy a fenti példaban kapott eredmény akkor érvényes, ha valéban
véletlenszertien vélasztottuk a személyt, akin a tesztet elvégezziik. Nyilvan egyéb informéacio
birtokaban (példaul, ha a tesztelt személynek a virusfertézésre jellemz6 tiinetei vannak) an-
nak figyelembevételével ez a valoszintiség jelentGsen modosulhat.

A fenti eredmény egyszertien adodott a Bayes-tételbsl, de a munka egy részét voltaképpen
méar az el6z szakaszban elvégeztiik, amikor a P(POZ) valoszintség kiszamitasahoz a teljes
valoszintiség tételét hasznaltuk. Ezt a két 1épést gyakran nem valasztjuk szét, éppen ezért
megfogalmazzuk a Bayes-tételnek a teljes valoszintiség tételével kombinalt altalanos alakjat
is:

1.2.17. Tétel (Bayes-tétel). Legyenek Ay, ..., A, és B eqy valdsziniségi mezd pozitiv va-
loszintiségi eseményei. Teqyiik fel, hogy az Ai,..., A, események teljes eseményrendszert
alkotnak, ekkor
P(B | A))P(A
2 i P(B | Ai))P(4))

Bizonyitds. Alkalmazzuk a P(A; | B) feltételes valoszintiségre az egyszert Bayes-tételt, majd
a nevezdben a P(B) valosziniiségre a teljes valoszintiség tételét. [

A Bayes-tétel utobbi alakja jobban megvilagitja az okokat a fenti példank némileg meglepd
eredménye mogott. Alkalmazzuk tehat a fenti formulat a P(F | POZ) valoszintségre, ahol a
korédbban a nevezében 1évé P(POZ) valoszintiséget 6sszeg alakban irjuk fel:

_ P(POZ| F)P(F) P(POZ | F)P(F)
P POZ) = P(POZ) - P(POZ | F)P(F) 4+ P(POZ | F)P(F)
0,95 - 0,0001 0,000095

~ 0,95-0,0001 + 0,001 - 0,9999 _ 0,000095 + 0,0009999°

Az utébbi tort szamlalojaban a nevezében 1év6 Osszeg egyik tagja all, mégpedig a kisebbik,
ami valojaban joval kisebb a mésiknal, ezért lesz a tort értéke kicsi. Ezt a jelenséget pedig
hérom tényezd egyiittesen okozza. Egyrészt nagyon kevés a populacioban a fert6zott, kovetke-
zésképp nagyon magas az nem fertézott emberek aranya. Ilyen aranyok mellett a fals pozitiv
0, 1%-os valoszintisége igazandibol nem elég jo, mert még igy is viszonylag nagy eséllyel ado-
dik ilyen hamis eredmény. Tovabba, hiaba mutatja ki a teszt a betegséget a fertézotteknél
95% valoszintiségével, ez nem elegendd ahhoz, hogy a fenti tényezdket ellenstlyozza.
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Gyakorlatok, feladatok

1.2.10. Gyakorlat. Feldobunk egy szabalyos kockat, majd egy szabélyos érmét annyiszor,
amennyit a kocka mutat.

a) Mennyi a valoszintisége, hogy csak irast dobunk?

b) Feltéve, hogy csak irast dobunk, mi a valoszintisége, hogy a kockaval hatost dobtunk?

1.2.11. Gyakorlat. (M) Feldobunk két szabalyos dobokockat és ha k darab hatos van a
dobésok kozt, akkor k piros és 2 — k sarga golyot tesziink egy (kezdetben iires) dobozba.
Ezutén kétszer hizunk visszatevéssel: mindkét hiizasra piros golydt huzunk. Mit tippelnénk
k értékére? Mekkora esélylink van eltalalni?

1.2.12. Gyakorlat. Egy gépjarmtiveket biztosito tarsasag az iigyfeleit harom osztalyba so-
rolja: jo sofér, atlagos sofér, rossz sofér. A téarsasidg tapasztalata alapjan a jo, atlagos és
rossz sof6rok 0,05, 0,15, illetve 0,3 eséllyel lesznek baleset részesei egy év alatt. Hogyha az
tigyfelek 20%-a jo sofér, 50%-a atlagos sof6r és 30%-a rossz sofér, akkor egy véletlenszertien
valasztott ligyfél milyen eséllyel lesz baleset részese a jové év folyaman? Ha tudjuk, hogy
egy adott ligyfélnek nem volt tavaly balesete, milyen valoszintséggel jo, atlagos illetve rossz
sofér?

1.2.13. Gyakorlat. Egy vizsgakérdésben harom lehetséges valaszbol kell kivalasztani az

egyetlen helyeset. Egy hipotetikus hallgato p valoszintséggel tudja a helyes valaszt, mig ha

nem tudja tippel (egyenld eséllyel valasztva a harom vélasz koziil). Feltéve, hogy a hallgato

helyesen véalaszolt, mi a valészintisége, hogy tudta is a valaszt? Mennyi ez a valdsziniiség
— 1 esetén?

p = 7 esetén!

1.2.14. Feladat. (M) Oldjuk meg az 1.1.15. feladatot a teljes valoszintség tételének segit-
ségével is.
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2. fejezet

Diszkrét valoszintiségl valtozok

Az el6z6 fejezetben felépitettiik a valoszintiségi mezdk modelljét, ezek azonban céljainkhoz
még onmagukban nem elegenddék. A valoszintségszamitas alkalmazasaiban tipikusan véletlen
mennyiségekkel dolgozunk. Voltaképp egy kockadobés eredményére is szamként gondolunk,
de a gyakorlati alkalmazasokban szamtalan tovabbi példéara lelhetiink. Véletlen mennyiség
lehet egy csoportbol véletlenszertien valasztott ember életkora, egy termék tesztelésénél a ki-
véalasztott mintaban 1év6 hibés termékek darabszama, egy olyan program futasideje, amelynek
futasa a véletlentdl fiigg, egy csatornan vald informéaciokiildésnél a hibasan tovabbitott bitek
szama, egy mérés hibaja, egy részvény arfolyama, stb.

Az eddigiek alapjan tekinthetnénk véletlen kimeneteleknek e szamértékeket, az esemény-
teriinket definialhatnank ezek Osszességeként. Konnyen meggydzhetjiik magunkat arrél, hogy
ez nem a legcélszertibb eljaras. Tekintsiik a fenti példak koziil egy véletlenszertien valasztott
ember életkorat. Bar ez egy véletlen érték, itt voltaképpen nem egy szamot valasztunk vélet-
lenszertien, hanem egy embercsoport egy tagjat. Az életkor a valasztott ember egy jellemzd-
je. Természetesen emellett mas jellemzdk is érdekelhetnek minket. Beszélhetiink a valasztott
ember cipéméretérsl, magassagarol, vizsgalhatjuk, hogy a ketts kozott van-e Osszefliggés.

Mivel a felsorolt attributumok egyazon személyhez tartoznak, nem célszerd ezeket egy-
mastol teljesen fliggetleniil, kiilon-kiilon eseményterekben kezelni. Ehelyett a véletlenszertien
valasztott személyhez kapcsoljuk Sket, azaz voltaképpen egyetlen eseménytér elemeihez ren-
deliink hozza kiilonbo6z6 értékeket, tulajdonsagokat, melyeket aztan egyiitt kezelhetiink. Ezt
a célt un. wvaldsziniségi vdltozok segitségével valosithatjuk meg, melyek a fentiek értelmében
hozzérendelések, vagy masképp szolva az eseménytéren értelmezett fiigguények.

Q C—— —= életkor
C—— ——= magassig
|:> cip6méret

2.1. dbra. A valoszintiségi valtozok az eseménytér kimeneteleihez kiilonb6z§ jellemzd értékeket
hozzéarendel§ fliggvények
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Ez és a kovetkez6 fejezet a valoszintiségi valtozok és a hozzajuk kapcsolodod legfontosabb
fogalmak alapvets tulajdonségait ill. ezek néhany egyszert alkalmazasat targyalja. Ebben a
fejezetben kizéarolag olyan esetekre szoritkozunk, amikor az eseménytér és igy a valoszintiségi
valtozok értékkészlete is véges vagy megszamlalhatéan végtelen. Ahogy mér korabban is, ez
a feltétel a technikai problémak elkeriilésének és az alkalmazott eszkoztar minimalizidlasanak
lehetGségét teremti meg szamunkra, hogy a megfelel6 szemlélet kialakitasédra koncentralhas-
sunk. Az alapfogalmak bemutatasa utan azt targyaljuk, hogy hogyan kezelhetiink egyszerre
tobb valtozot, és hogyan fogalmazhatjuk meg azt a valdszintiségszamitdas nyelvén, hogy a
valtozok értéke nem befolydsolja egymast. Ezutan a varhatd érték és a szoras fogalmét
mutatjuk be, majd eszkoztarunkat a generatorfiiggvényekkel bévitjiikk. Végiil részletesen tar-
gyalunk néhany fontos nevezetes valdszintiségeloszlast, egyes esetekben pedig az eloszlasok
kozotti kapesolatokrol is szot ejtiink.

2.1. Diszkrét valoszintiségi valtozok eloszlasa

Az egész fejezetben minden eseménytérrdl feltessziik, hogy megszamlalhato (véges vagy
megszamlalhatoan végtelen). Tovabba, az elsé fejezetben latottakhoz hasonloan feltessziik,
hogy egy eseménytér 6sszes részhalmaza eseményt alkot.

2.1.1. Definici6. Legyen (2 egy megszamlalhaté eseménytér, ekkor egy X : 2 — R fliggvényt
diszkrét valosziniiségi vdltozonak neveziink. Az X valoszintségi valtozo egyszerd, ha ran X
(azaz az X értékkészlete) véges. A valoszintségi valtozokat (ebben a jegyzetben) tipikusan
nagy latin betiikkel jel6ljiik.

Megjegyzés. Az () eseménytér megszamlalhato volta valojaban nem sziikséges a diszkrét
valoszintiségi valtozo definicidjaban, elegendd volna pusztan azt feltenni, hogy az értékkészlet
megszamlalhato. A plusz feltételezéssel itt az egyszertiség kedvéért éliink, az éltalanosabb

definicidhoz sziikséges technikai részletekkel a kovetkezs fejezetben foglalkozunk majd.
2.1.2. Példa. Az aladbbiak diszkrét valdszintiségi valtozok:

e Egy szabalyos kockaval dobunk, legyen X maga az eredmény. Itt Q = {1,2,3,4,5,6},
és minden w € Q esetén X (w) = w.

e Legyen Y = X2, ahol X a fent definidlt valoszintiségi valtozo. Ekkor tehat Y egy
kockadobas eredményének a négyzete.

e Feldobunk egy szabalyos pénzérmét kétszer egymés utan, legyen Z a fejek szama. Tehét
Q={FF,FI,IF 11}, tovabba Z(FF) =2, Z(FI) = Z(IF) = 1, valamint Z(II) = 0.

o Legyen A C () egy esemény, legyen tovabba

1, hawe A,
HA(W)_{ 0, haw ¢ A.

Az 1 4 valbszintiségi valtozot az A esemény indikdtorvdltozojdnak nevezziik.

o Egymaéstol fiiggetleniil elvégziink egy kisérletet n-szer egymaéas utan. Legyen U egy
adott (fix) esemény bekovetkezéseinek szama. Példaul: n-szer dobunk egy érmével, és
megszamoljuk, hogy hanyszor kivetkezett be az az esemény, hogy fejet kapunk. Vagy
n-szer dobunk egy kockéval, és megszamoljuk, hogy hanyszor dobtunk péaros szamot.
Ez tehét a fenti Z valtozo altalanositésa.
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e Addig végziink egymés utan tobbszor fiiggetleniil egy kisérletet, amig egy adott esemény
be nem kovetkezik. Legyen V' a sziikséges kisérletek szama.

Vegyiik észre, hogy a fent definidlt X, Y, Z, U és 1 4 valészintiségi valtozok egyszertiek
(azaz az értékkészletiik véges), mig ran V' = NT a pozitiv egészek halmaza.

A valoszintiségi valtozok viselkedését az altaluk felvett értékek segitségével jellemezhetjiik.
Beszélhetiink példaul arrél, hogy milyen valoszintiséggel lesz egy dobas értéke 3-nal nagyobb,
vagy hogy egy iizenet kiildésénél mi a valésziniisége, hogy legfeljebb 10 bit hibasodik meg.

Ezt a problémat egységesen fogjuk kezelni minden diszkrét valdszintiségi valtozora. Ebben
az esetben a fentiekhez hasonlo kérdések megvalaszolasdhoz elegendd tudni, hogy a lehetsé-
ges értékeket kiilon-kiilon milyen valoszintiséggel veszi fel egy valtozo. Ehhez nagyon hasonlo
jelenséggel méar taldlkoztunk az 1.1.20. allitasban, ahol azt lattuk, hogy egy megszamlal-
hato eseménytéren egy valoszintiségi mértéket egyértelmtien meghataroz az, hogy az egyes
kimenetelek milyen valoszintiek.

2.1.3. Definici6o. Legyen X : QQ — R egy diszkrét valoszintségi valtozo, ¢t € R, ekkor az
{X =t} halmaz az Q eseménytér mindazon w elemeibdl allo részhalmaza (vagyis azon w-k
alkotta esemény), melyekre X (w) =t teljesiil.

A4

2.2. abra. Az {X =t} esemény

2.1.4. Példa. Kétszer dobunk egy szabalyos érmével, legyen Z a fejek szama. Ekkor
{Z =1} ={FI,IF}.

2.1.5. Definicié. A fenti definicibhoz hasonléan, egy X : €0 — R diszkrét valoszintségi
valtozo és egy t € R valos szam esetén az {X < t} esemény azon w € ) kimenetelekbdl all,
melyekre X (w) <t teljestil. Analég modon definidlhatjuk az {X < t}, {X > t}, {X > t},
{s < X <}, sth. eseményeket is. Altalaban, ha H C R egy tetszdleges halmaz, akkor a H
halmaz X &ltali dsképe az X '(H) = {X € H} halmaz, amely azon w € Q) kimenetelekbdl
all, melyekre X (w) € H teljesiil.

2.1.6. Példa. Kétszer dobunk egy szabélyos érmével, legyen ismét Z a fejek szama. Ekkor
{Z<2}y={Z=0}u{Z=1}={I1,FI,IF}.

Amennyiben €2-n egy valoszintiségi mérték is adott, akkor egy X : 2 — R diszkrét valo-
szintiségi valtozo egy valosziniiségi mezdén van értelmezve. Ekkor, mivel a fenti definiciokban
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definialt halmazok események, beszélhetiink példaul a P(X = 1) := P{X = 1}) vagy a
P(X < 2):=P({X < 2}) valoszintiségekr6l. Ezekben az esetekben a jelolés egyszertisitése
érdekében a halmazokat jel6ls kapcsos zardjeleket altalaban elhagyjuk (tehat példaul a fenti
két valoszintiségnek tipikusan az elsé irasmodjat hasznaljuk).

Mivel X értéke egy adott w € Q-ra egyértelmien definialt, igy s,t € R, s # t esetén az
{X = s} és {X =t} események egymast kizaroak, ezért tehat

P(X =svagy X =t) =P(X € {s,t}) =P(X =5s) +P(X =)

teljesiil. Ebb6l mar latszik, hogy az X értékeinek segitségével jellemezhets események valoszi-
niiségeinek meghatarozésahoz elegendd a P(X = t) valoszintiségeket ismerni, ahol ¢ végigfut
az X értékkészletén. Altaldban egy tetszéleges H C R halmazra

(2.1) P(XeH)= Y PX=t)

teH Nran X
teljestl.

2.1.7. Példa. Legyen X egy kockadobés eredménye. Ekkor

tovabba pl.

P(péarosat dobunk) = P(X = 2 vagy X =4 vagy X = 6)
3 1
2.1.8. Definicié. Ha X : Q — R egy diszkrét valoszintiségi valtozo, akkor minden ¢ € ran X
értékre legyen fx(t) := P(X = t), minden mas ¢t € R\ ran X valos szamra pedig legyen
fx(t) :== 0. Az igy kapott fx : R — [0; 1] fiiggvényt az X valtozo sulyfigguényének nevezziik.

A fentiek értelmében tehat egy X diszkrét valészintiségi valtozo fx sulyfiiggvénye meg-
hatarozza az X értékeivel kifejezhets események valoszintiségét, és ezzel a jelolésmoddal egy
tetsz6leges H C R halmaz esetén a (2.1) formula a

P(XeH) = >  [fx(t)

teH Nran X

alakba irhat6. Azt mondjuk, hogy az X sulyfliggvénye meghatarozza az X eloszldsdt. Fontos
megjegyezni, az fx fliggvény megadasa természetesen magaban foglalja az X értékkészletének
megadasat is, tehat ehhez mind a felvehetd értékeket, mind azok felvételének valoszintiségeit
meg kell adnunk.

Keésébb (a kovetkezs fejezetben) majd latni fogjuk, hogy az X eloszlasat, vagyis az utobbi
formula bal oldalan szerepld valoszintiségeket nem csak a sulyfiiggvény értékeibdl lehet egy-
értelmtien meghatarozni, tehat a silyfliggvény megadésa az eloszlas megadésénak egyik, de
nem az egyetlen modja.

Megjegyzés. A magyar nyelvi irodalomban rendkiviili sokszintiség uralkodik mind a stly-
fliggvény elnevezésének, mind a jelolések tekintetében. Az fx sulyfiiggvényt gyakran nevezik
valoszintségi tomegfiiggvénynek, valoszintiségi fliggvénynek, s6t, valoszintiségeloszlasnak is.
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Bar a valoszintiségi mértékek esetén is beszéltiink sulyfliggvényekrdl, a valoszintiségi valtozok
esetén tovabbra is kovetkezetesen a sulyfliggvény megnevezést fogjuk hasznéalni. Ahol esetleg
a szovegkornyezetbdl nem egyértelmt, ott mindig kiemeljiik, hogy egy valtozo sulyfiiggveé-
nyérdl beszéliink-e, vagy pedig egy eseménytér kimenetelein értelmezett sulyfiiggvényrél. Az
el6bbieket kovetkezetesen f, mig utobbiakat p bettivel fogjuk jel6lni.

2.1.9. Példa. Legyen Y egy kockadobas eredményének négyzete. Ekkor YV az 1, 4, 9, 16, 25
és 36 értékeket veheti fel, mindegyiket % valoszintiséggel, tehat a silyfliggvénye:

FO)(=PY =1)=)fr4) = fr(9) = fr(16) = fy(25) = fy(36) = é

2.1.10. Példa. Legyen A egy esemény, melyre P(A) = p. Ekkor az A-hoz tartozd 14
indikator valoszintiségi valtozo eloszlasa:

fia(D) =PIy = 1) =P(4) =p, fy,(0) =B(1,=0) =B(A) = 1 —P(4) =1 - p.

A binomidlis eloszlas

2.1.11. Példa. Dobjunk fel egy kockat 6tszor egyméas utan, és legyen X a dobott hatosok

szama. Mennyi az X valtozo sulyfiiggvényének értéke példaul a 2 helyen? Azaz: mennyi az

fx(2) = P(X = 2) valoszintiség? Minden dobéasnéal % a hatos valosziniisége, mig % eséllyel

més lesz az eredmény. Egy olyan dobdssorozat tehét, ahol pontosan kettd, eldre fixalt dobas-
1 5

néal kapunk hatost, (5)2 . (6)5 valoszintiséggel adodik, hiszen az egyes dobasok fiiggetlenek
5

egymastol. A két hatosdobéas "helyét" (azaz a két dobas sorszamat) (2

laszthatjuk ki, és igy a keresett valoszintiség 10 - (%)2 . (%)3 = % ~ 0,1608.

Ez utobbi gondolatmenet altalanosabban is elmondhatjuk. Tegyiik fel, hogy egymastol
fliggetleniil elvégziink egy kisérletet n-szer egymas utan. Legyen X egy fix p valoszintiségi ese-
mény bekovetkezéseinek a szdma eme kisérletek soran. Ekkor X értékkészlete a {0,1,...,n}
halmaz. Az {X = k} esemény azon lehetséges kisérletsorozatokbol all, melyeknél ponto-
san k-szor kovetkezik be a vizsgalt esemény. Ez azt jelenti, hogy az a tobbi n — k esetben
nem kovetkezik be (vagyis ezeknél az esemény 1 — p valoszintiségii komplementere kovetkezik
be). Mivel a kisérleteket egymastol fiiggetleniil végezziik, igy egyetlen ilyen kisérletsoro-
zat valoszintisége az egyes kisérletekben adodoé eredmények valdszintiségeinek szorzata, azaz
P —p)n .

Hény olyan kisérletsorozat van, ahol éppen k-szor kovetkezik be a vizsgélt esemény (éppen
k darab "sikeres kisérlet van")? A sikeres kisérletek sorszdamainak halmaza (Z)—féleképp
valaszthato (ez a valasztas pedig mar egyértelmten meghatarozza a (maradék) "sikertelen"
kisérleteket). Tehat az {X = k} eseményt (}) darab azonos p"(1 — p)"~* valésziniségd,
paronként egymast kizard esemény alkotja, ezért

) = 10-féleképp va-

(22) Fx(k) = P(X = k) = (Z)p’fu et

A fenti sulyfiiggvény egy nevezetes eloszlast ad meg:

2.1.12. Definici6. Az X diszkrét valoszintiségi valtozo binomidlis eloszldsi az n € Nt és
p € [0; 1] paraméterekkel, ha értékkészlete a {0, 1,...,n} halmaz, és az fx(k) sulyfiiggvény
értékét a (2.2) formula jobb oldalan szerepld kifejezés adja meg minden 0 < k < n egész
esetén. Jelolés: X ~ Bin(n;p).
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A fenti utols6 példaban tehdat X egy binomidlis eloszlasu valtozd volt. Bar sok esetben
ilyen valtozok kisérletsorozatok modelljeib6l adodnak, ez nem sziikségszeriien van igy. Az el-
oszlas csak a kiilonboz6 értékek felvételének valosziniségét irja le, hogy magat a valoszintiségi
valtozot hogyan konstruéljuk, arrél semmit nem mond.

2.3. abra. A Bin(16, 1) eloszlas sulyfiiggvényének értékei

A fenti abra egy Bin(16; %) eloszlasu valtozo sulyfliiggvényének értékét mutatja. Jol lat-
hato, hogy az egyes k értékekhez tartozo valoszintiségek egy darabig nének, majd egy ponttol
kezdve csokkend sorozatot alkotnak. A kovetkezd allitds mutatja, hogy ez egy tetszdleges bi-
nomialis eloszlasu valtozo esetén igy van, s6t, azt is konnyen meghatarozhatjuk, hogy melyik
értéket veszi fel a valtozd a legnagyobb valoszintiséggel. Az allitas bizonyitasa megtalalhato
pl. az [1] kényvben.

2.1.13. Allitas. Legyen X ~ Bin(n;p) egy binomidlis eloszldsi valdszintségi viltozd. Ekkor
az fx(k) sulyfigguény monoton novéd a [0; |(n + 1)p]] intervallum dltal tartalmazott egészek
halmazdn, mig monoton csékkend az [[(n+ 1)p];n| intervallumon. Kévetkezésképp a vdltozo
sulyfigguénye azm = | (n+1)p| értékre maximdlis. Amennyiben (n+1)p egy pozitiv egész (és
igym = [(n+1)p] = (n+ 1)p teljesiil), akkor fx(m) = fx(m —1), és a mazimum pontosan
ezen két értékre vétetik fel. Eqyéb esetben a maximumhely eqyértelmd.

A geometriai eloszlas

2.1.14. Példa. Addig ismétliink egymas utéan tobbszor fiiggetleniil egy kisérletet, amig egy
p valoszintiségl esemény be nem kovetkezik. Ilyen példak a kovetkezdk: addig dobalunk
egy érmét, amig fejet nem kapunk (ebben az esetben p = %), vagy addig dobalunk egy
kockat, amig hatost nem dobunk (itt p = %) Legyen X a sziikséges kisérletek szama. Ha
k egy pozitiv egész, akkor fx(k) = P(X = k) tehat annak a valészintsége, hogy az elss
k — 1 kisérlet soran a vizsgalt esemény nem kovetkezik be (tehat az 1 — p valoszintségi
komplementere kovetkezik be), majd a k-adik kisérlet soran a vizsgalt esemény bekovetkezik.

Mivel a kisérletek egymastol fiiggetlenek, igy

(2.3) fx(k) = (1=p)*'p.

2.1.15. Definici6. Az X diszkrét valoszintiségi valtozo geometriai eloszldsi p € (0;1) para-
méterrel, ha értékkészlete a pozitiv egészek halmaza, és (2.3) teljesiil minden k& € NT pozitiv
egész esetén. Jeloles: X ~ Geo(p).

Az 1.2.5. példaban és az 1.2.2. gyakorlatban lattuk, hogy egy pénzérmével egyméas utan
néhéany fejet dobva ez nem befolyasolja annak az esélyeit, hogy a kdvetkezd dobasnal is fejet
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(vagy irast) dobjunk. Bar mindezt a konkrét esetekben szdmolassal is alatamasztottuk, a
jelenség mogottes oka az, hogy a dobasok egymastol fliggetlenek, és igy a mar megtortént
események nem lesznek hatassal a soron kovetkezdkre.

Ugyanez az érvelés altalanosan is elmondhat6 a 2.1.14. példaban szerepld szituacidoban,
tehat ha egymastol fiiggetleniil ismételiink egy kisérletet egy adott esemény bekovetkezéséig.
Ha a kisérlet k-szor sikertelen volt, azaz ha tudjuk, hogy a példaban szereplé X véaltozo
értéke k-nal nagyobb, az nincs hatéssal arra, hogy ezutan még hanyszor kell azt elvégezni a
kovetkezs sikerig. Ezt irja le formélisan a kovetkezd allitas:

2.1.16. Allitas. Legyen X ~ Geo(p) valdszintiségi viltozd. Legyen tovdbbd k,n € N*, ekkor
(2.4) PX>k+4+n|X>k) =PX >n).
A fenti allitasban szerepld tulajdonsagnak nevet is adunk:

2.1.17. Definicié. Az X valoszintiségi valtozot orokifjuinak nevezziikk az NT halmazon,
amennyiben ran X = Nt és a (2.4) tulajdonsag teljesiil X-re minden k,n € N* esetén.

Ugy fogalmazhatunk tehat, hogy egy X geometriai eloszlasu valoszintiségi valtozo orokifja
az NT halmazon. A fenti érvelés (még ha remélhetsleg meggy6z6 is) nem egy preciz indoklas,
igy az el6z6 allitas még bizonyitasra szorul.

Bizonyitds. Irjuk fel a feltételes valészintiség definicidja alapjan az (2.4) egyenl6ség bal olda-
14t:
PH{X >k+n}n{X > k})
P(X > k) '
Vizsgéljuk meg a jobb oldal szamlalojaban szerepls eseményt. Mivel n > 0, igy minden egyes

kimenetel esetén, amelyre X > k 4+ n teljesiil, £k +n > k miatt egyben X > k is igaz. Azaz
{X >k+n} C{X >k}, ezért

{X>k+ntn{X >k} ={X>k+n}.

P(X>k+n|X>k)=

Igy tehat
P(X >k+n) 1-P(X<k+n) 1-3M"f()

i=1

PX >k  1-B(X<k) 1= fx(j)

Most egy olyan triikkot mutatunk be, ami nagyon gyakran sokat egyszertisit a szamola-
sokon. A fenti egyenlGség jobb oldala mutatja, hogy a bal oldalon all6 feltételes valosziniiség
kizarolag az X eloszlasatol, vagyis az fx (k) sulyoktol fiigg. Tehat elegendd egy konkrét (de
tetszoleges), p paraméterii geometriai eloszlast valoszintiségi valtozo esetén kiszamolni ezt az
értéket, az eredmény pedig az Osszes azonos eloszlasiu valtozo esetén érvényes lesz.

Tekintsiik a 2.1.14. példaban szereplé X valoszintiségi valtozot. Az X tehét a sziikséges
kisérletek szama egy olyan kisérletsorozatban, melyben egymastol fiiggetleniil ismételjiik a
kisérleteket, és egy p valoszintiségi esemény elsé bekdvetkezésére varunk. A példaban lattuk,
hogy X ~ Geo(p) teljestl.

Amint azt méar az allitas el6tt is emlitettiik, pontosan akkor végziink tobb, mint k ki-
sérletet, ha az elsé k kisérlet sikertelen volt. Azaz P(X > k) = (1 — p)*, és hasonloképp
P(X > k+n) = (1 — p)*™, gy tehat

(25) PX>k+n|X>k) =

(1—p)*

(1—p)*

és ezzel az allitast belattuk. O]

PX>k+4+n|X>k) = =(1-p"=P(X >n),
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2.1.1. Feladat. (M) Lassuk be a fenti allitast a konkrét valoszintiségi valtozo hasznélata
nélkiil, azaz fejezziik be az érvelést a (2.5) egyenl&séghdl pusztan az fx (k) értékeket hasznalva.

A fenti allitasnak valojaban a megforditasa is igaz, tehat az orokifu eloszlasok az N7
halmazon pontosan a geometriai eloszlasok. Az alabbi tétel bizonyitasa megtalalhaté példaul
a [0] jegyzetben.

2.1.18. Tétel. Ha egy X wvaldsziniségi vdltozo orokifji az Nt halmazon, akkor X ~ Geo(p)
teljesil valamilyen p € (0;1) szamra.

A sulyfiiggvény jellemzése

Tekintsilink egy tetszéleges X : Q — R diszkrét valoszintiségi valtozot. Vegyiik észre,
hogy ha t végigfut az X értékkészletén, akkor az {X = t} paronként diszjunkt események
uni6ja éppen a teljes ) eseménytér (hiszen minden egyes w € (-ra felveszi X valamelyik
t € ran X értéket). Azaz ezek az események teljes eseményrendszert alkotnak, specidlisan az
fx(t) = P(X = t) valoszintiségek Osszege, amint ¢ végigfut a ran X halmazon, sziikségképpen
az () biztos esemény valoszintisége, azaz 1. Belattuk tehat a kovetkezét:

2.1.19. Allitas. Ha X eqy diszkrét valdszintségi vdltozd, fx pedig a hozzd tartozd sulyfigg-
vény, akkor

(2.6) > fxt) =1

teran X

A fenti egyenl@ség egyszertien lathato példaul a 2.1.9. példaban vagy egy indikatorvaltozo
esetén, de persze igaz binomiélis vagy geometriai eloszlasu valtozokra is, és persze ez utobbi
esetekben is leellendrizhetd akar egy egyszeri szamoléssal is. Legyen X ~ Bin(n;p), ekkor

tehat . .
n -

> ix(k) =) <k)p’“(1 —p)" "

k=0 k=0
A jobb oldal a binomiélis tétel (lasd az (1.2) formulat a 19. oldalon) miatt nem mas, mint
(p+1—p)" = 1" =1, tehat (2.6) valoban teljesiil. Egy Y ~ Geo(p) geometriai eloszlasa
valoszintiségi valtozo esetén a fenti egyenl@ség egy geometriai sor 6sszegzésébdl adodik (innen
az eloszlas neve):

D) =30 -p) = (- p) = ey =

k=1 k=1 1=0

A (2.6) egyenl6ség valojaban pontosan karakterizéalja a stulyfiiggvényt. Azaz, amennyiben
D1y« -y Pn,--. Olyan [0;1]-beli szamok egy véges vagy megszamlalhatoan végtelen sorozata,
melyek Osszege 1, akkor megadhato olyan diszkrét valoszintségi valtozd, amelynek sulyfiigg-
vénye éppen ezeket az értékeket veszi fel. Ennek konstrukcidja nem kiilonosebben komplikalt,
azt javasoljuk az olvasonak, hogy probalkozzon meg egy megfelels valtozot talalni.

Miiveletek val6szintiségi valtozok kozott

Azonos eseménytereken definidlt kiillonbozd valoszintiségi valtozokat egyiitt is kezelhetiink.
Példaul a valos szamokon értelmezett miiveletek, azaz az 0sszeadas, kivonas, szorzas és osztés
segitségével két valtozobol tjabbakat készithetiink:
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2.1.20. Definicid. Legyenek X,Y : (2 — R ugyanazon eseménytéren értelmezett diszkrét
valoszintségi valtozok. Ekkor

e X +Y : Q — R az a diszkrét valésziniiségi valtozo, amely minden w € €2 esetén az
X(w) + Y (w) értéket veszi fel,

e X .Y :Q — R az a diszkrét valoszintiségi valtozo, amely minden w € () esetén az
X(w) - Y (w) értéket veszi fel,

e ha Y (w) # 0 teljesiil minden w € Q-ra, akkor X/Y : Q — R az a diszkrét valoszintiségi
valtozo, amely minden w € €2 esetén az X (w)/Y (w) értéket veszi fel.

2.1.21. Példa. Dobjunk kétszer egy szabalyos kockaval. Legyen X az els6, mig Y a masodik
dobas eredménye, ekkor az X + Y valoszintiségi valtozo értéke a dobasok értékének Osszege.
Mi lesz X + Y eloszlasa? Az Osszeg lehetséges értékei az 2 és 12 kozotti egész értékek. A 2
és 12 kizarolag egyféleképp adodhat 6sszegként, mégpedig, ha két darab egyest ill. két darab
hatost dobunk, ezen események valosziniisége pedig %:

A 3 érték mar kétféleképp is adodhat 6sszegként: 3 = 1+ 2 = 2 + 1. Ezek kiilonb6z6
elsallitasok, mert a dobasok sorrendjét is figyelembe vessziik. Ugyanez érvényes a 11-re is:
11 =546 =6+ 5, tehét

fx+v(3) = fx4y(11) = % = %

Hasonl6 médon megvizsgalva a lehetséges elallitdsok szamat, a kovetkezs valoszintiségeket
kapjuk a tovabbi értékekre:

fxiv(4) = fx4v(10) = % = % Fxev(5) = fxpv(9) = % — é,
Ix4v(6) = fx1v(8) = 3_56’ fxav(7) = % = %

2.1.22. Példa. Tekintsiik a 2.1.11. példa altalanositott verzidjaban szereplé X ~ Bin(n;p)
valoszintiségi valtozot, ami tehat egy n fliggetlen kisérletbdl 4ll6 kisérletsorozatban egy adott p
valdszintiségii esemény bekovetkezéseinek szamat adja meg. Legyen A; az az esemény, hogy az
1-edik kisérletnél bekovetkezik a vizsgalt esemény. Ekkor X el6all az A;-k indikatorvéltozoinak
osszegeként: X = 14,+---+14,, hiszen X = k éppen akkor teljesiil, ha pontosan k kovetkezik
be az A; események koziil, azaz, ha az azokhoz tartozo k darab indikator az 1, a tobbi pedig
a 0 értéket veszi fel.

Altalaban, ha A, ..., A, egy valoszintiségi mez6 tetszGleges egyiittesen fiiggetlen esemé-
nyei, melyekre P(A4;) = p teljestil minden 1 < ¢ < n-re, akkor kénnyen lathato, hogy az
L4, +---+ 14, Osszeg azt adja meg, hogy a fenti eseményekbdl hany darab kovetkezik be, és
ennek eloszlédsa binomialis, méghozza az n és p paraméterekkel. Ennek preciz bizonyitasahoz
lasd a 2.2.6. Feladatot.

A kovetkezs példaban valoszintiségi valtozok hanyadosanak az eloszlasat hatarozzuk meg.
Latni fogjuk, hogy ez nem feltétleniil nagyon egyszerd feladat, de a kovetkezs szakaszban
részletesen elemziink majd olyan szituacidkat, ahol ez a probléma szisztematikusan kezelhe-
t6. Ugyanakkor a mostani példaban a szamolas melléktermékeként egyben egy szamelméleti
alkalmazast is nyeriink majd.

o4



2.1.23. Példa. Egy kalapba betesziink n cédulat, melyekre az 1, ..., n szamokat irjuk (min-
den cédulara pontosan egy szdmot, és minden szamot pontosan egyszer). Visszatevés nélkiil
kihtizunk ezek koziil véletlenszertien két darabot, legyen X értéke a kihtizott cédulakra irt
szamok koziil a kisebbik, mig Y értéke a nagyobbik szém.

Meghatarozzuk az X, Y ill. X/Y valtozok eloszlasat. A huzas eredményét olyan (i;j)
rendezett szamparokkal irhatjuk le, ahol 1 <7 < j < n. Ezek szama (Z), és minden ilyen
szampar 1/ (g) valoszintiséggel adodik.

Az X értékkészlete az {1,2,...,n — 1} halmaz. Az {X = i} esemény éppen azt jelenti,
hogy a nagyobb hiizott szam értéke -nél nagyobb, tehat a nagyobb értékre n — i lehetdség

van. Azaz '
n—1

minden 1 < i < n esetén.

Az X értékkészlete a {2,...,n} halmaz, hiszen a nagyobbik szam érték sziikségképp
legalabb 2. A fentiekhez hasonl6an adodik, hogy ha a nagyobb j érték adott (azaz Y = j),
akkor a kisebb értékre 7 — 1 lehetGség van, azaz

minden 2 < j < n esetén.

Vizsgéljuk most meg az X /Y valtozo lehetséges értékeit. Vilagos, hogy minden ilyen érték
egy raciondlis szam, amelyet egyszerisités utan a/b alakba irhatunk, ahol 1 < a < b < n,
tovabba a és b relativ primek (azaz (a,b) = 1). Természetesen minden ilyen tort elgall az X
és Y hanyadosaként, ezekbdl all tehat az X /Y értékkészlete.

Egy a/b tortet azonban t6bb (i; j) par esetén megkaphatunk, hiszen az (ma)/(mb) tortek
értéke minden m pozitiv egész esetén a/b. Itt m értékére az mb < n egyenlStlenségnek
teljesiilnie kell, hiszen n-nél nagyobb szdmot nem huzhatunk. Tehat az m lehetséges értékei
a pozitiv egészek 1 és n/b kozott, ezek szama pedig | 7], vagyis

(2.7) P (; - %) - %J

minden 1 <a <b<n, (a,b) =1 esetén.

Ha a fenti valészintiségeket most Osszeadjuk minden lehetséges a, b értékre, akkor ter-
mészetesen 1-et kapunk, hiszen a valtozd sulyfliggvényének értékeit Osszegezziik. A fenti
valoszintiségekben azonban a tort nevezéje mindig azonos, ezzel atszorozva pedig

> [ (5)

(a,b)=1

adodik. Figyeljiik meg, hogy a (2.7) valosziniiség fiiggetlen a értékétsl, tehat a fenti Gsszegben
egy fix b esetén minden a-ra ugyanazt a tagot Osszegezziik:

. B> % sl

1<b<n 1<a<b,(a,b)=
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ahol o az un. Fuler-féle fi figgvény, amelynek értéke minden b pozitiv egész esetén a b-hez
relativ prim pozitiv egészek szdma b-ig.

A (2.8) egyenlGség ebben a formaban még hasznunkra valhat majd tovabbi szamoléasok-
nal, azonban ezt a formulat gy szokas megadni, hogy a b = 1 értékhez tartozo tagot is
hozzavessziik mindkét oldalhoz, tehat az egyenlethez hozzdadjuk a o(1)[% | = n értéket:

R R e I )

Ennek a formulanak van egy egyszerti kovetkezménye. Irjuk fel a fenti egyenletet n-re és
(n — 1)-re is, majd az ut6bbit vonjuk ki az el6bbibdl:

=(3)-() S l-Eeo [

—en+ S {12] -5

Az utols6 kiilonbség pontosan akkor 1, ha n-et b-vel maradékosan osztva lesz a hanyados,
mint ha (n — 1)-et osztanank b-vel maradékosan, azaz ha b osztoja n-nek. Egyéb esetekben
pedig a kiilonbség 0. Azaz Osszefoglalva

(2.10) S p(d) =,
din

ahol a bal oldalon az n pozitiv osztoira Osszegziink. Ezt az Osszeget a ¢ dsszegzési filiggué-
nyének nevezziik.

A ¢ fiiggvény a szamelmélet egy alapvets fliggvénye, aminek jelentGsége messze nem csak
elméleti: fontos szerep jut neki példaul az RSA nyilt kulcsu titkosité algoritmus matematikai
hatterének felépitésében, de szamos méas szamelméleti algoritmusban (pl. primtesztekben)
is. Minderrdl az érdekldd olvaso részletesen olvashat pl. a [11] jegyzet els§ vagy a 2] konyv
otodik fejezében.

Magéanak a (2.10) formulanak fontos szerep jut példaul a ¢ fliggvény atlagos értékének
vizsgalatdban, lasd pl. a [2] konyv 6.7. szakaszat. Természetesen a ¢ Osszegzési fiiggvényének
értéke més modon is levezethetd, s6t, esetenként a (2.9) formulat vezetik le az 6sszegzési flige-
vénybdl teljes indukcioval, habar a fenti kombinatorikus érvelés joval természetesebb. Egy
masik lehetGség a (2.10) egyenlGség levezetésére a ¢ fiiggvény multiplikitdsanak hasznalata:
ha n,m relativ prim pozitiv egészek, akkor p(nm) = p(n)e(m) (lasd pl. az 1.5.4. Lemmat
a [11] jegyzetben). Belathato, hogy multiplikativ fiiggvény Osszegzési fiiggvénye is multipli-
kativ (lasd a [2] kényv 6. fejezetét), igy azt meghatarozzak annak primhatvany helyen felvett
értékei. Ezek egyszertien kiszamolhatok, innen pedig méar konnyen adodik az érték tetszéleges
n-re. Masrészt viszont maganak a ¢ fliggvénynek a multiplikativitdsa belathat6 az 6sszegzési
fiiggvény (tehat az F(n) = n fiiggvény) multiplikativitasabol az tun. megforditasi fiiggvény
segitségével, felhasznédlva, hogy egy multiplikativ fliggvény megforditési fliggvénye szintén
multiplikativ. A részleteket illetGen ismét csak a [2| konyv hatodik fejezetére hivatkozunk.

*Szorzatmértékek (kiegészité anyag)

A szakasz zarasaként néhany kiegészité megjegyzést tesziink a felépitett valdszintiségi mo-
dellel kapcsolatban. Az olvasonak talan felttint, hogy mig a valoszintiségi valtozokra adott
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els6 példédkban részletesen targyaltuk, hogy milyen eseménytéren vannak értelmezve, ill. hogy
az egyes kimenetelek esetén hogyan kapjuk a valtozo értékét, ezek a részletek mar elmarad-
tak, vagy legalabbis csak szemléletesen voltak koriilirva (tobbek kozott) a binomiélis és a
geometriai eloszlas példainal.

Ez a jelenség altalaban is megfigyelhets, nem csupan e jegyzet hatralévs részében, hanem
a témaval kapcsolatos irodalomban altaldban is. Ennek oka esetenként egyszertien az, hogy
a hattérben megbivo modell 1ényegét tekintve nagyon egyszert, méaskor viszont éppen az,
hogy til bonyolult. Azaz, sokszor az eseménytér és a rajta értelmezett valoszintiségi mérték
preciz definicidjanak technikai részletei feleslegesen komplikaltté és hosszadalmassé teszik a
targyalést, és inkabb csak elfednek, mintsem megvilagitanak fontos és egyszerti gondolatokat.
Ez a helyzet pl. a binomialis eloszlas esetén. Vannak azonban olyan esetek is, amikor a jo
konstrukcié megalkotasa egyaltalan nem trivialis feladat, tehat nem pusztén technikai jellegti
nehézségekbe titkoziink, és a részletek targyalasa egyszerden til messzire vezetne. Ilyen pl.
a geometriai eloszlas esete.

Mivel ez a jegyzet bevezetd jellegt, és (tobbek kozt) egy jo szemlélet kialakitasat tiiztiik
ki célul, igy kezdetben inkabb csak elvétve adunk meg technikai érveléseket. Azonban fontos
hangstulyozni, hogy ha valaki a valoszintiségszamitas mélyebb eredményeit alkalmazni szeret-
né, akkor elkeriilhetetlen, hogy egy ponton elmélyiiljon a részletekben. Esetiinkben példéaul,
ha valoészintiségi valtozokkal dolgozunk, akkor képesnek kell lenniink megadni az eseményteret
és megmutatni, hogy a valdsziniiség, amivel szamolunk, valoban egy valdszintiségi mérték-
bél szérmazik, kiilonben semmi sem jogositana fel minket a kiépitett eszkoztar hasznalatara,
tehat a levezetéseink helytelenek volnanak, és rossz eredményekre vezethetnének. A 3.1. sza-
kaszban latni fogunk egy konkrét példét is arra, hogy pusztan a szemléletiinkre tdmaszkodva
hogyan vezethetnek tévutra érveléseink.

A modell preciz konstrukciojat most megadjuk a binomiélis eloszlas (egyik) példajanal, a
geometriai eloszlas esetében viszont ezt elhagyjuk (az érdekldds olvasé megtalalja azt az [5]
konyv elsé fejezetében). Az alabbiakban n fiiggetlen kisérletet szeretnénk modellezni, igy azt
a modszert alkalmazhatjuk, amit mar az 1.1. szakaszban is hasznaltunk ilyen esetben, az-
az esetményterek Descartes-szorzataval dolgozunk. Fontos megjegyezni, hogy altaldban nem
klasszikus valoszintiségi mez&bdl indulunk ki, ezért most az 1.1. szakasz példajat altalanosi-
tanunk kell.

Legyenek tehat (9;, A;,P;) diszkrét valoszintiségi mezdk (1 < ¢ < n). Nincs sziikség
ra, hogy ezek megegyezzenek, csupan azt fogjuk modellezni, hogy a kisérleteink fiiggetlenek
egymastol, nem kell, hogy ezek a kisérletek egyformak legyenek. Azt feltételezziik tehét, hogy
az 1-edik kisérlet kimenetele az €2; eseménytér eleme, és igy a kisérletsorozatot az

Q=0Q; x---xQ,

szorzathalmaz irja le. Belathato, hogy amennyiben mindegyik €); megszamlalhaté halmaz,
gy a fenti szorzat is az, ennek megfeleléen a korabbiak szerint minden részhalmazat ese-
ménynek tekinthetjitk. (Megjegyezziik, hogy ez a kortilmény leegyszertsiti a dolgunkat, az
altalanos esetben az események megadésa ennél komplikaltabb.)

Tegytik fel, hogy az i-edik kisérletben az A; C €); esemény bekovetkezését vizsgaljuk. Ezt
az eseményt a modelliinkben () szorzathalmaz kovetkezd részhalmaza irja le:

A;:291X"'XQZ',1XAZ‘XQ,L'+1><"'><Q”,

tehéat olyan m-eseket vesziink, melyeknek az i-edik eleme az A; halmazban van, minden j # ¢
esetén a j-edik elem pedig €2; tetszGleges eleme lehet (ez jelenti azt, hogy csak az i-edik
kisérlet eredményét tekintjiik).
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Mivel a kisérleteket fliggetlennek gondoljuk, ezért az A eseményeknek a modelliinkben
is fiiggetlennek kell lennitik (az 1.2.4. definici6 értelmében), azaz ha P egy megfelels valo-
szintiségi mérték volna az ) szorzathalmaz eseményein, akkor teljesiilnie kellene ra (tobbek
kozott) a

(2.11) P(A N---NA) =P(A))...P(A)

egyenl@ségnek. Vegyiik észre, hogy a bal oldalon 1é6v6 metszet éppen az Ay x - - - x A,, szorzat-
halmaz, tovabba mivel A} és A; ugyanazon eseményt hivatottak modellezni, igy az egyetlen
értelmes valasztas a P(A;) = P;(A;) definici6 volna.

A fenti érvelés azonban méar az Osszes lehetséges kimenetel valészintiségét meghatérozza.
Valoban, ha Q; = {w;1,w; 2, ...} az i-edik eseménytér kimenetelinek egy felsorolasa, akkor a
szorzathalmaz kimenetelei az (wq g, Wo ks - - - s Wik, ) N-esek, ahol k; € NT minden 1 < i <n
esetén (k; persze nem feltétleniil lehet akarmilyen egész akkor, ha az €2; halmaz véges). Ha
most az A; = {w;x, } valasztassal éliink, akkor a fentiek szerint teljesiilnie kell a

P<{(w17k17w2,k27 s 7wn7kn)}) = Pl({kal}) ’ PQ({C‘}?,kz}) . Pn({wn,kn})

egyenletnek. A jelolések egyszertsitése érdekében legyen p;r, = Pi({wik,}). Azt kaptuk
tehat, hogy a

(2.12) P({(Wiky W2kss - > @np)}) = | [ 2k
1=1

az egyetlen értelmes lehetséges definicié a kimenetelek valoszintiségeire. Az 1.1.23. allitas
szerint a fenti értékek pontosan akkor hataroznak meg egy valoszintiségi mértéket az 2 szor-
zathalmazon, ha az 6sszegiik 1, ebben az esetben pedig ez a mérték egyértelmid. Ezeknek
szorzatoknak az Osszege

D) WID 9| L 1 POy

k1 ke kn i=1 i=1 \ k;

ahol a fenti szummaéakban az ; halmazok fenti felsorolasaban el6forduld Gsszes (véges vagy
végtelen sok) k; indexre szummézunk. A fenti egyenlet voltaképp a jobb oldali zardjelek
felbontasanak eredményét fejezi ki, ami még végtelen Osszeg esetén is megtehetd (mivel csak
nemnegativ szamokat 6sszegziink). A jobb oldalon 1év6 szummaéak azonban 1-et adnak (és igy
persze a szorzatuk is), hiszen itt minden esetben egy eseménytér 6sszes kimenetelének valoszi-
niiségeit adjuk Ossze. Ezzel tehat belattuk, hogy a (2.12) formula segitségével egyértelmitien
megadunk egy valdszintiségi mértéket az (2 szorzathalmazon, ezt a P; mértékek szorzatdanak
nevezzik, és a P; ® - - - ® P,, szimbélummal jeloljiik.

Az 1.1.23. allitas tetszleges esemény valoszintiségét is megadja, az az altala tartalmazott
kimenetelek valoszintiségeinek Gsszege. Specialisan, ha A; C €); egy esemény €2;-ben, akkor

P(Ayx - x Ay) = > oo Y P{{w,wa )= > - Y []Pi{wi})

w1 €A1 wnEAn w1E€A; wnEA, i=1
= ( > Pz’({wi})> = [ Pi(4) = T (A4).
=1 wi€EA; =1 i=1
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Megjegyezziik, hogy (2-nak nem minden részhalmaza irhato a fenti szorzat alakba.

Tehat az A} eseményekre eldzetes szandékainknak megfelelGen teljesiil a (2.11) egyenlet.
Hasonloképp lathatod, hogy az egyiittes fliggetlenséget definidlé tobbi egyenlet is érvényes,
tehat az A; eseményeknek a szorzattérben megfelel6 A. események valoban egyiittesen fiig-
getlenek.

Végezetiil, ha X egy kisérlet soran azon kisérletek szamat hivatott modellezni, ahol az
i-edik kisérletben bekovetkezett az A; esemény, akkor egy (wi,...,w,) kimenetel esetén X
azon indexek szamat jelenti, ahol w; € A; teljesiil. A P(X = k) valosziniiség tehéat azon
események valdszintiségének Osszege, ahol w; € A; pontosan k darab indexre teljesiil. Tegyiik
fel az egyszertiség kedvéért, hogy ez az els k index, ekkor ez utobbi esemény éppen

Ap X oo XA X Ay X o0 XAy,
ennek valoszintisége pedig

Py(Ay) .. Pp(Ap) (1 — Py (Aps)) - (1 — Po(AL).

Az ezekkel analog szorzatokat kell tehat az indexek minden fixalt k-asara Osszegezni. A sza-
kasz korébbi példaiban a P; mértékek és a IP;(A;) valoszintiségek is megegyeztek, igy adodott
a formula a binomialis eloszlas sulyfliggvényére.

Lathato, hogy idénként a preciz definiciok és levezetések megadasa kissé hosszadalmas
és talan faradsdgos munka, rdadasul ebben az esetben nem sok fontos adalékkal szolgal a
szemléletes (de nem preciz) érveléshez képest. Eppen ezért az ilyen részleteket a jegyzet
tovabbi részében legtobbszor elhagyjuk. Megadjuk viszont a technikai részleteket, amikor
azok olyan eszkoztarat vezetnek be vagy hasznalnak fel, aminek a jo ismerete az olvaso
szamaéra is nagyon hasznos, esetleg nélkiilézhetetlen lesz a késGbbiek megértéséhez.

Gyakorlatok, feladatok

2.1.2. Gyakorlat. Egy urnaban 3 piros, 5 fehér golyé van. Addig htzunk az urnabol vissza-
tevés nélkil, amig piros golyét nem hiuzunk. Jelolje X a hazasok szamat. Adjuk meg a
P(X < 4) és a P(X > 3) valoszintiségeket.

2.1.3. Gyakorlat. (M) Két szabalyos dobokockaval dobunk, jelolje X a dobott szamok
Osszegét, Y pedig a szorzatukat. Fliggetlenek-e az {X paros} és az {Y < 4} események?

2.1.4. Gyakorlat. Egy vizsgan a kiosztott tesztlapon 10 feleletvalasztos kérdés szerepel.
Mindegyik kérdésre pontosan egy vélasz jo a felkinalt 4 lehetGség koziil, és csak egyet szabad
valasztani. Talalomra kitoltiink egy ilyen tesztlapot (mindenféle elézetes tudés nélkiil).
a) Mi a valosziniisége, hogy egy talalatunk sem lesz?
b) Mekkora valoszintiséggel érhetiink el legalabb 4 talalatot?
c¢) Hany helyes valaszt kapunk a legnagyobb valészintiséggel? Es ha 11 kérdés van a
tesztben?

2.1.5. Gyakorlat. Tegyiik fel, hogy az Indicator (p) fiiggvény p valdszintséggel 1 értéket ad
vissza, és 1 — p valoszintséggel 0-t. Mi a kovetkezo fiiggvény visszatérési értékének eloszlasa?

def randomexperiments():
k =1
while Indicator (0.5) = O0:
k =1
return k
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2.1.6. Gyakorlat. Addig dobunk egy szabélyos kockaval, amig 3-nal kisebb szamot nem
kapunk. Jelolje X az ehhez sziikséges dobasok szamat.
a) Melyik valoszintiség nagyobb: P(2 < X < 3) vagy P(X > 3)7?
b) Mi a valészintisége, hogy legalabb 10 dobasra lesz sziikségiink, feltéve, hogy az els6 6
dobas esetén 2-nél nagyobb szamot kapunk?

2.1.7. Gyakorlat. (M) Béla tgy dont, hogy probara teszi a szerencséjét, és mostantol minden
héten vesz harom darab, ugyanolyan tipust sorsjegyet (minden héten ugyanolyat) egészen
addig, amig legalabb az egyikkel nem nyer valamit (tehat minden héten megvesz harmat, és
ezutén azonnal lekaparja 6ket). Tudhato, hogy a sorsjegyekbdl minden tizedik rejt valamilyen
nyereményt. Mi a valoszintisége, hogy Béla legfeljebb a harmadik hét utan abbahagyja a
sorsjegyvasarlast?

2.1.8. Feladat. A gyonyori kiralylany kezéért n kiralyfi verseng, akiktél minden nap kap egy-
egy randeviimeghivast (minden kiralyfitol minden nap pontosan egyet). A kiralylanyt nagyon
lekotik udvari teendéi, igy meghagyja a szolgal6janak, hogy fiiggetleniil attol, hogy épp melyik
kiralyfi hivja meg és hogy a tobbieknek mit mondott, p valdszintiséggel fogadja el a meghivast
a nevében, 1 — p valoszintiséggel pedig utasitsa el. Mivel a kiralylany rendkiviil elfoglalt,
igy ha nem muszaj, nem akar egy nap tobb randevira is elmenni, de egy kirdlyfival azért
minden nap szivesen talalkozik. Hogyan valassza a p szamot, hogy a tervei megvaldsulasanak
valoszintiségét maximalizalja? Mihez tart ez a (maximalis) valoszintiség, ha n — co?

2.1.9. Feladat. (M) Egy pénzérmét addig dobalunk, amig egymas utan 2 egyforma ered-
ményt nem kapunk. Adjuk meg a sziikséges dobasok szaménak eloszlasat. Mi lesz az eloszlas,
ha egymaés utan 3 egyforma eredményig varunk?

2.2. Egyiittes eloszlas és fliggetlenség

A valoszintiségi valtozok fogalmanak egyik elénye, hogy kiilonb6zé véletlen mennyiségek
egyazon modellben (tehat ugyanazon eseménytér segitségével) kezelhet6k. Ebben a szakasz-
ban megvizsgaljuk, hogyan irhat6 le tobb valtozo egyiittes viselkedése. Az kiilonbozo értékek
parhuzamos nyilvantartasanak természetes modja, ha azokat egy sorozatba rendezziik: n
valtozo értékeit tehat egy rendezett n-es, azaz egy n hosszu vektor irja le.

2.2.1. Definici6. Legyen () egy megszamlélhatd eseménytér, ekkor egy X : Q2 — R” fligg-
vényt diszkrét valosziniiségi vektorvdltozonak neveziink.

Ebben a jegyzetben R™ elemeit sorvektorokkal adjuk meg. Egy diszkrét X = (X3,..., X,)
vektorvaltozo koordinatai maguk is €2 — R fliggvények, tehat diszkrét valoszintiségi valtozok.
Megforditva, ha adott n darab, ugyanazon eseménytéren értelmezett diszkrét valoszintiségi
valtozo, azokat egy n hosszu vektorba rendezve egy vektorvaltozot kapunk.

Ahhoz hasonléan, ahogy ez egyetlen valtozonal tortént, egy diszkrét vektorvaltozd vi-
selkedése leirhato azaltal, ha megadjuk, hogy egyes értékeket (vagyis egyes konkrét szam
n-eseket) milyen valoszintiséggel vesz fel. Az értékkészletet, amely tehat ebben az esetben
R™ egy részhalmaza, itt is ran X jeloli.

2.2.2. Definici6é. Ha X = (Xj,...,X,) : @ — R” egy valoszintiségi mezén értelmezett
diszkrét valoszintségi vektorvaltozo, akkor minden ¢ = (t4,...,t,) € ran X értékre legyen

Az igy kapott fx : ran X — [0; 1] fliggvényt az X vektorvaltozo silyfiggvényének nevezziik.
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Ha adott egy X = (X3,..., X,,) vektorvaltozo stlyfiiggvénye, akkor ezzel a korabbiakhoz
hasonléan kifejezhets barmely az adott valtozo értékeinek segitségével leirhatoé esemény va-
loszintisége. Mivel itt voltaképp a koordinatak, azaz tobb valtozo viselkedését irjuk le, ezért
azt mondjuk, hogy a sulyfliggvény megadja az X1, ..., X, viltozok egyiittes eloszldsdt.

Mindezt most két egyszert valoszintiségi valtozo esetén fogjuk illusztralni, jelolje ezeket X
és Y. Ekkor az egyiittes eloszlas kényelmesen megadhato téablazatos formaban. A tablazatot
ugy konstrualjuk, hogy egyes oszlopai az egyik, mig a sorai a masik valtozo altal felvett (véges
sok) lehetséges értékekhez tartoznak, és az s € ran X oszlopanak ill. a ¢ € ranY soréanak
metszetébe a fxy(s,t) =P(X =s,Y =t) valoszintiség keril.

2.2.3. Példa. Legyenek X és Y olyan valoszintiségi valtozok, melyekre ran X = {2,3,5} és
ranY = {0, 1,2}, tovabba az egyiittes eloszlasukat a kovetkezd tablazat adja meg:

X
» 2 | 3 | 5
0 0,05 10,15 | 0,1
1 0l | 0,2 | 0,1
2 0,05 | 0,2 | 0,05

Itt példanak okaért a 2 értékhez tartozo oszlop és az 1 értékhez tartozd sor metszeténben a
fxy(2,1) =P(X =2,Y =1) = 0,1 valosziniiség szerepel, ¢s a sulyfiiggvény tobbi lehetséges
értéke is hasonldan olvashato le.

Szamoljuk ki a P(X < 4,Y > 0) valoszintiséget. Az el6z6 feltétel pontosan akkor teljesiil,
ha X a 2 vagy 3, mig Y az 1 vagy 2 értékeket veszi fel, tehat éppen az (2;1), (2;2), (3;1) és
(3;2) értékparokra. Természetesen az {(X;Y') = (s;t)} események paronként egymaést kizéaro-
ak, hiszen a vektorvaltozo egyszerre egyetlen értéket vesz fel, igy tehat a keresett valosziniiség
négy ilyen esemény valoszintiségének, azaz a silyfliggvény négy értékének osszege:

P(X <4,Y > O) = fX7y(2, 1) + fX,y(Q, 2) + fX7y<3, 1) + fX,y(S, 2)
=0,14+0,05+0,24 0,2 =0,55.

Egy vektorvaltozo silyfiiggvényét pontosan gy jellemezhetjiik, ahogy az az el6z6 sza-
kaszban egy valos értékd valtozo esetén tortént. Ahogy a fenti példaban is lattuk, az
{X = s,Y = t} események, ahol s végigfut az X értékkészletén, ¢ pedig az Y értékkész-
letén, altalaban is paronként egymast kizaroak, és persze lefedik a teljes eseményteret, igy
teljes eseményrendszert alkotnak. Ugyanez igaz n valtozo esetén is az {X; = t1,..., X, = t,}
eseményekre, ahol t; végigfut az X, értékkészletén. Ezért a sulyfiiggvény lehetséges értékei-
nek (és igy egy egyiittes eloszlast megado tablazatban szerepld valoszintiségeknek) az Gsszege
sziikségszerten a teljes eseménytér valoszintsége, azaz 1. (Ellendrizziik ezt a fenti tablazat-
ral) Masrészt, nemnegativ szamok egy tablazata, ahol az egyes elemek Gsszege 1, mindig egy
egyiittes eloszlast ad meg.

Marginalis eloszlasok

Ha t&bb valtozo egyiittes eloszlasa adott, akkor ebbdl konnyedén szamolhato az egyes val-
tozok eloszlasa kiilon-kiilon. Ezeket az eloszlasokat az (X, ..., X,,) vektorvaltozo margindlis
eloszldsainak (vagy peremeloszldsainak) nevezzik.

A marginélis eloszlas meghatérozéasat elGszor két valtozo esetén targyaljuk, bar az alta-
lanos eset pusztédn a jelolések tekintetében komplikadltabb. Legyen tehat adott az X és Y
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valtozok egylittes eloszlasa. Az X margindlis eloszlasédhoz az fx(s) = P(X = s) valoszintisé-
geket kell meghatéarozni, ahol s végigfut az X értékkészletén. Mivel az {Y = t} események,
ahol t végigfut az Y értékkészletén, teljes eseményrendszert alkotnak, igy hasonléan ahhoz,
ahogy ez az 1.2.14. tétel bizonyitasaban tortént, az {X = s} eseményt az Y értékei szerint
paronként egymast kizard részeseményekre oszthatjuk:

{(X=s}= |J {Xx=sY=t},

teranY

és igy
Ix(9)=P(X=s)= Y PX=sY=0)= Y fcy(st)
terany teranY
Vegyiik észre, hogy (egyszerii valoszintiségi valtozok esetén) a jobb oldali 6sszegben az egyiit-
tes eloszlas tablazatanak s-hez tartozo oszlopelemei szerepelnek. Hasonloan, a P(Y = t)
valoszintiség meghatarozasdhoz X értékei szerint bonthatjuk péaronként kizard részekre az
{Y =t} eseményt, igy a tablazat t-hez tartozo sorelemeit sszeadva adodik a keresett valo-
szintség:
&) =PY =t)= Y fry(s.1t)
s€ran X

A 2.2.3. példaban szerepls véltozok marginalis eloszlasai:

fx(2) — ]P)(X — 2) — fX7y(2, 0) + fX7y(2, 1) + f)(’y(Q, 2) — 0,05 + O,]. ‘I— 0,05 — 0,2
fx(3)=P(X =3)=0,15+0,240,2 = 0,55
fx(5)=P(X =5)=0,1+0,14+0,05=0,25
fy(0) =P =0) = fxv(2,0) + fxy(3,0) + fxy(5,0) = 0,05+ 0,154 0,1 = 0,3
() =PY =1)=0,1+02+40,1=0,4
fy(2)=P(Y =2)=0,05+0,2+ 0,05 =0,3.

Az altalanos esetben, tehat n darab Xi,..., X, valtozo esetén a fenti eljarason pusztan

annyit kell valtoztatni, hogy a vizsgalt eseményeket tobb mésik valtozo értéke szerint bontjuk
szét. Az X; margindlis eloszlasdhoz most is az fy,(t;) = P(X; = t;) valoszintiségeket kell
meghatéarozni, ahol ¢; végigfut az X; értékkészletén, és ezuttal az {X; = t;} eseményt a tobbi
n — 1 valtozo kiilonboz§ értékei szerint bomlik paronként egymaést kizaré részeseményekre:

{Xz:tz}: U {Xl:Sla-~~7Xi—1:Si—laXi:tiaXi-‘rl:Si—i-la'--;Xn:Sn}a
sj€ran X;
J#i
és igy
fx,(t;) =P(X; =t;) = Z Fx (815 oy Sictytiy Sid1s vy Sn)-
sj€ran X;
J#
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Diszkrét valészintiségi valtozdk fiiggetlensége

Tobb valtozo egyiittes eloszldsdnak ismerete elvileg lehetGséget ad arra, hogy a véletlen
mennyiségek kozotti kiilonféle osszefliggéseket felismerjiik. A regresszidanalizis a statisztika
azon aga, ami ilyen Osszefiliggések felderitésével foglalkozik. Persze a statiszitkiban az eloszla-
sokra vonatkozoan csak becslések allnak rendelkezésiinkre, de ezek helyességének megitélését
éppen a mogottes valoszintliségszamitasi eszkoztéar teszi lehetévé. Ennek a felépitésével majd
csak joval kés6bb foglalkozunk, de az els6 1épést mar most megtessziik annak az esetnek a
vizsgalataval, amikor a véaltozok kozott egyéltalan nincs Osszefliggés.

Emlékeztetiink, hogy véletlen események fiiggetlensége intuitivan azt jelenteti, hogy egy
vagy tobb esemény bekovetkezése egy masik esemény bekovetkezésének esélyeire semmilyen
hatassal nincs. Ugyanezen jelenség megfogalmazhatd valoszintdségi vdltozok esetén is: ezek
fiiggetlensége azt jelenti, hogy egy vagy tobb valtozo altal felvett értékek nem befolyasoljak
egy mésik valtozo értékeit. Ilyen lehet példaul két fliggetlen kockadobés eredménye.

Azonban az talan nem meglepd, hogy itt a preciz (absztrakt) fogalom megalkotasanal
nem elegendd valtozonként egy-egy eseményrdl beszélni. A 2.1.3. gyakorlatban lattuk, hogy
ha két kockaval dobva X jeloli a dobott szamok 0Osszegét, Y pedig a szorzatukat, akkor
az {X paros} és az {Y < 4} események fliggetlenek, holott a két mennyiség nyilvian nem
fliggetlen egymastol, hiszen példaul ha a szorzat és igy sziikségképp mindkét dobas értéke
paratlan, akkor az 6sszeg mindenképp péaros kell legyen.

Tobb valoszintiségi valtozot tehat akkor fogunk fiiggetlennek nevezni, ha a segitségiikkel
kifejezhets események mind fiiggetlenek egyméstol. Ez a definici6 azonban abbdl a szem-
pontbdl kényelmetlen volna, hogy altalaban nagyon nehézkes az 0sszes szoba jovs eseményre
leellendrizni a fliggetlenséget. Szerencsére belathato, hogy elegendd az események egy lénye-
gesen korlatozott halmazara szoritkozni. ElGszor az egyszertiség kedvéért két valtozo esetét
tekintjik at:

2.2.4. Definicié. Az XY : @ — R ugyanazon val6szintiségi mezén értelmezett diszkrét
valoszintiségi valtozokat filiggetlennek nevezziik, ha minden s € ran X és ¢t € ranY esetén az
{X = s} és {Y =t} események fiiggetlenek, azaz ha

fxy(s,t) =P(X =5Y =t) =P(X =s)P(Y =1t) = fx(s)fv(t)
teljestil.

Igazolhat6, hogy amennyiben két valtozo fiiggetlen a fenti definici6 értelmében, akkor bar-
mely két, kiilon-kiilon az egyes valtozok segitségével kifejezhets esemény fiiggetlen egymastol.
Tehat a fenti definicié éppen az altalunk leirni kivant fogalmat adja.

Vegyiik észre, hogy a definicio feltétele a sulyfiiggvények fogalma segitségével egészen
tomoren kifejezhetd, hiszen az éppen az fxy = fx - fy egyenlet teljesiilését jelenti. Ennek
az egyenletnek minden lehetséges s € ran X ill. ¢ € ranY értéket behelyettesitve fenn kell
allnia, ami egyben azt is jelenti, hogy ha talalunk akar egyetlen értékpart, amelyre az egyenlet
nem teljesiil, akkor ezzel belatjuk, hogy a valtozok Osszefiiggsk. Fiiggetlenség esetén viszont
ennek igazolasa joval hosszadalmasabb lehet, hiszen minden értékpér esetén igazolni kell az
egyenlGséget.

2.2.5. Példa. Dobunk egy szabalyos kockaval, jelolje X a dobott szdm kettével vett osztasi
maradékat (tehat a paritasat), Y pedig a harmas maradékat. Ekkor ran X = {0,1} és
ranY = {0, 1,2}, tovabba X minden lehetséges értékét 1/2, mig Y minden lehetséges értékét
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1/3 eséllyel veszi fel. Viszont konnyen lathato, hogy ha fixaljuk a dobott szdm paritasat és
hérmas maradékat is, az egyértelmiien meghatéirozza azt. Igy tehat

1 11
fxy(s,t) =P(X =sY =t)=c =2 2=

teljesiil minden s € ran X ést € ranY esetén, azaz X és Y fliggetlenek.

P(X = s)P(Y = 1) = fx(s)fr(t)

Két egyszerii valoszintiségi valtozo egyiittes eloszlasanak tablézatos megadésa ezt a vizs-
galatot viszonylag kényelmessé teszi. Ugyanis az egyik valtozo egy s értékéhez tartozo osz-
lopanak, valamint a masik valtozo t értékéhez tartozod sordanak metszetében a marginalis
eloszlasok sulyfliiggvényeinek szorzata kell alljon. Ezek a marginalis eloszlasok kényelmesen
adminisztralhatok az oszlopok aljan vagy a sorok végén, igy a fenti tulajdonsag ellenérzése
egyszeriivé valik. Ezt a kovetkez6 példan illusztraljuk.

2.2.6. Példa. Legyenek X és Y olyan valoszintiségi valtozok, melyekre ran X = {0, 1,2} és
ranY = {0, 1}, tovabba az egyiittes eloszlasukat a kovetkezs téablazat adja meg:

X
> 0 | 1| 2
0 [1/12]1/8[1/8
1 1/6 | 1/4|1/4

Amint azt méar korabban lattuk, az egyes oszlopokban illetve sorokban all6 valoszintségeket
Osszeadva a marginalis eloszlasok megfelel§ silyfiiggvényértékei adédnak, amiket az adott
oszlop aljara vagy az adott sor végére irhatunk. Példaul az els6 sorban 1év6 valdszintiségek

Osszege % + % + % = %, ami épp a P(Y = 0) valoszintiség:

X
> 0 1 2
1/12 1/8 1/8 1/3=P(Y =0) = fy(0)
1/6 1/4 1/4 2/3 = fy(1)
1/4 = fx(0) | 3/8= fx(1) | 3/8 = fx(2)

Most mar konnyen ellenérizhetd, hogy az egyes oszlopokhoz ill. sorokhoz tartozd fx és fy
értékek szorzata minden esetben a metszetben 1év6 szam, vagyis a két valtozo fliggetlen.

2.2.1. Gyakorlat. Dontsiik el, hogy a 2.2.3. példaban megadott valtozok fiiggetlenek-e.

Megjegyzés. Ha az olvas6 jartas a linearis algebraban, akkor az egyiittes eloszlas tabla-
zatara egy matrixként tekinthet. Legyen az X értékkészlete ran X = {sy,...,s,}, mig
az Y értékkészlete ranY = {t1,...,t,,}. Legyen toviabba u = (fx(s1),...,fx(sn)), és
v = (fy(t1), ..., fy(tm)). A két (egyszert) valtozo pontosan akkor fiiggetlen egyméastol,
ha az egyiittes eloszlas tablazatat az v’ - u szorzat adja, ahol v az v vektor transzponéltja.
Ennek a matrixnak a sorai ill. az oszlopai egymas skalarszorosai, igy tehat egy 1 rangt matri-
xot kapunk. Ugy fogalmazhatunk tehat, hogy két egyszerti valtozo pontosan akkor fiiggetlen,
ha az egyiittes eloszlasuk téablazata egy 1 rangt méatrix. Jol lathato az utolsé példaban, hogy
a tablazat mésodik sora az elsé kétszerese, ebbdl pedig rogton adodik, hogy a matrix rangja
1, azaz a valtozok fiiggetlenek.

Ketténél tobb valtozo fliggetlenségének fogalma a két valtozd esetének egyszert altala-
nositasaként adodik. Ekkor azonban, ahogy ketténél tobb esemény esetén is, paronkénti ill.
egyiittes fliggetlenséget is vizsgalhatunk:

64



2.2.7. Definicié. Az X4,..., X, : Q — R ugyanazon val6szintiségi mezén értelmezett diszk-
rét valoszintiségi valtozokat pdronként ill. egyiittesen fliggetlennek nevezziik, ha minden
t; € ranXy,...,t, € ranX, esetén az {X; = 61},...,{X, = t,} események péaronként
ill. egyiittesen fliggetlenek.

A kovetkezé allitas egy egyszerd példat mutat egyiittesen fiiggetlen valtozokra, amely egy
késébbi alkalmazasban jo szolgalatot tesz majd szamunkra:

2.2.8. Allitas. Legyenek Ay, ..., A, C Q eqy valdszintségi mezd egyiittesen fiiggetlen esemé-
nyet. Ekkor a hozzdjuk tartozo 1y, ..., 14, vdltozok egyiittesen fiiggetlenek.

Bizonyitds. Az allitasban szerepls valtozok értékkészlete a {0,1} halmaz, tehat az Osszes
olyan

{14, =t1},... ., {14, =t}

eseményhalmazrol, ahol minden 1 < ¢ < n esetén ¢; = 0 vagy 1, be kell latnunk, hogy
egylittesen fiiggetlenek. Vezessiik be egy A esemény és t € {0, 1} esetén az

At — A, hat=1
| A4, hat=0

jelolest. Ekkor egy tetszleges ) # I C {1,...,n} indexhalmazra

P (ﬂ{]lAi = ti}> =P (ﬂ A?‘) .

Az 1.2.9. definicié utén tett megjegyzések szerint ha az Ay, ..., A, események koziil néhany-
nak a komplementerét vessziik, az igy kapott események tovabbra is egyiittesen fliggetlenek
maradnak. Ez éppen azt jelenti, hogy az A’', ... Af" események egyiittesen fiiggetlenek, és
igy az utobbi valoszintiség éppen

[IPAlr) =[P, =t),

iel il
és mivel ez minden () # I indexhalmazra és minden ¢y, ...,t, € {0,1} szam n-esre igaz, igy
az Lya,,..., 14, valtozok egyiittesen fiiggetlenek. O

Konvolucié (kiegészité anyag)

A szakasz hatralévs részében megvizsgaljuk, hogy hogyan szamolhato ki valdszintiségi
valtozok Osszegének, szorzatdnak ill. hanyadosanak az eloszldsa abban a specialis esetben,
amikor a szoban forgd valtozok fliggetlenek. Latni fogjuk, hogy ebben az esetben ha nem is
egyszeriien, de szisztematikusan elvégezhetSk ezek a szamolasok az egyes valtozok eloszlasa-
nak ismeretében.

Legyen el6szor Z = X 4+ Y, ahol X|Y : Q@ — R fiiggetlen valészintiségi valtozok. A
7 értékkészlete azon n € R szamokbol all, amelyek elGallnak két olyan szdm Osszegeként,
amelyek egyike X, masika pedig Y értékkészletében van. Egy ilyen n szamra

P(Z=n)=P U (X=kY=1}]|= > P(X =k, Y =1),
k€ran X, leranY k€ran X,l€ranY
k+l=n k+l=n

65



mivel az unidéban szereplé események paronként egymast kizardak. Most a valtozok fligget-
lenségét felhasznélva

P(Z =n)= > P(X =kY =1)= > P(X = k)P(Y =1)

k€ran X, l€ranY k€ran X, [€ranY
k+l=n k+l=n
= ) P(X=kPY = > B frm—k) = fxn—DfQ)
k€ran X k€ran X l€ranY

Vegyiik észre, hogy az utobbi Osszefliggés akkor is érvényes, amennyiben az n szam nincs az
X +Y értékkészletében, hiszen ekkor minden k& € ran X esetén sziikségképp n — k ¢ ranY’
teljestl (ill. | € ranY esetén n — [ ¢ ran X)), igy az utobbi Osszeg értéke egyszerten 0, ami
ebben az esetben megegyezik a P(Z = n) valoszintiséggel. A kovetkezdt kaptuk tehat:

2.2.9. Allitas. Legyenek X,Y : Q — R fiiggetlen valdszindiségi vdltozok fx ill. fy silyfigg-
vénnyel, ekkor az X +Y wdltozo sulyfiigguénye

Ixv(t) = (fx * fy)(1),

ahol az fx * fy figguényt a

(fxx ) = D fx&)frlt—s)= > fxlt—s)fy(s)

s€ran X s€ranY

formula?k‘ definidljdak mindent € R esetén. Az fx x fy fligguényt az fx és fy fligguények

T stz

2.2.10. Példa. Legyenek X,Y ~ Geo(p) fiiggetlen valoszintiségi valtozok. Lehet példaul X
egy p valoszintiségl esemény bekovetkezéséig végzett kisérletek szama, amely kisérletet az els6
bekovetkezés utan tjra ismételni kezdiink az adott esemény masodik bekovetkezéséig, és az
elsq siker utan végzett kisérletek szamat jeloli Y. (Bizonyitsuk be, hogy igy valoban fliggetlen,
azonos paraméterti geometriai eloszlasu valtozokat kapunk!) Ekkor X + Y értékkészlete az
1-nél nagyobb egészek halmaza (ez a konkrét példaban az Gsszes elvégzett kisérlet szamat
jelenti). A fenti allitas szerint pedig tetszéleges n > 1 egész esetén

fxiv(n)=P(X+Y =n) = ; PX =k)P(Y =n—k)
k=1
=) (1=p)  'pA=p)" " p=>) (1—p)"*p*=(n—1)(1—p)"p".
k=1 k=1

Ez az eloszlas szoros kapcsolatban all egy in. negativ binomiélis eloszlassal, amelyrél részle-
tesen a 2.6.2. szakaszban lesz sz6.

2.2.11. Példa. Legyenek X ~ Bin(n;p) és Y ~ Bin(m;p) fiiggetlen, binomiélis eloszlésa
valoszintségi valtozok, amelyek eloszlasanak masodik paramétere megegyezik. Meghatéaroz-
zuk X 4+ Y eloszlasat, el6szor valojaban a 2.2.9. allitds hasznalata nélkiil. Ehhez ugyanazt a
triikkot fogjuk hasznalni, amivel mar a 2.1.16. allitas bizonyitasaban is taldlkoztunk: mivel
az Osszeg eloszlasa csak az egyes véltozok eloszlasatol és nem maguktol a valtozoktol fiigg,
igy elég az eloszlast egyetlen konkrét példa esetén kiszamolni.
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Tekintsiink tehat egy n + m kisérletbdl allo fiiggetlen kisérletsorozatot, ahol egy p valo-
szintiségl esemény bekovetkezéseinek szamat figyeljiik. Jeloljék X ill. Y a bekovetkezések
szamat az elsé n ill. az utols6 m kisérlet soran. Vilagos, hogy ekkor X ~ Bin(n;p) és
Y ~ Bin(m;p), és a két valtozo fliggetlen egymastol. Tovabba az X + Y valtoz értéke az
esemény bekovetkezéseinek szama az Osszes kisérlet soran, tehat X + Y ~ Bin(n + m;p).

Bar az eredményiink levezetéséhez nem volt sziikségiink a 2.2.9. allitasra, érdemes meg-
gondolni, hogy mi adodik az &llitas hasznélatéaval. Legyenek tehat ismét X ~ Bin(n;p) és
Y ~ Bin(m;p) fiiggetlenek, ekkor a 2.2.9. allitas szerint minden 0 < k < n + m esetén

fxiv (k) = Xn; Ifx(@) fy(k—1i) = Xn: (?)piu — )t (k’f @‘)pk_i“ _ pymk

=1

) z”% (ZL) (knj @')pk(l —pTT =P <Zo C) (knj Z)> |

Masrészrél a fentiek szerint ez az érték a Bin(n + m;p) eloszlas silyfiiggvényének értéke a k

helyen, azaz
n+m k n+m—=k k n+m—=k - n m
1— =p°(1— .
( . )p( p) p*(1—p) (;(J(k_z))

teljesiil minden 0 < k£ < n+m esetén. Ha most p-t egy 0-t6l és 1-t6l kiilonbo6z paraméternek
valasztjuk, akkor a p*(1 — p)"™™=* (0-tol kiilonbozs) szammal leosztva az

(2.13) (n Z m) B z:; (7:) (l;ﬁ Z)

egyenlGséget nyerjiik. Ez a formula tehat érvényes tetszéleges pozitivn,m és 0 < k <n+m
esetén. Persze az nincs kizarva, hogy bizonyos tagok értéke a jobb oldalon szerepld Gsszegben
0 legyen, nevezetesen, ha k — ¢ < 0 vagy k — i > m teljesiil.

Figyeljiik meg, hogy bar a (2.13) egyenlség egy kombinatorikai allitas, de - ellentétben pl.
az (1.3) ill. a (2.8) formulak bizonyitésaival - az ide vezets valoszintségszamitési levezetés-
b6l nem (feltétleniil) latszik rogton, hogy hogy lehetne azt egy kombinatorikai (leszamlalasi)
érveléssé atalakitani. Tulajdonképpen a fenti bizonyitas lényeges elemeit kisziirve (a valo-
szintségszamitéas fogalmaitol megszabadulva) egyszertien belathatjuk az allitast a binomialis
tétel felhasznalasédval. Van azonban egy egyszerd kombinatorikai érvelés is, amely abbdl in-
dul ki, hogy (Z) nem mas, mint egy n elemd halmaz k elemi részhalmazainak szama. Arra
biztatjuk az olvasot, hogy probalja meg ezeket az alternativ levezetéseket maga megtalalni.

Megjegyezziik, hogy a 2.2.9. allitashoz vezeté gondolatmenet részben tobb valtozo esetén
is alkalmazhato, és a kovetkezdt kapjuk. Legyenek X, ..., X, egyiittesen fiiggetlen diszkrét
valoszintiségi valtozok, legyen tovabba Y = Xy + - -+ 4+ X,, ekkor minden m € ranY esetén

(2.14) PY=m)= >  PX;=k),

ki€ran X;
ki+-+kn=m

egyiittes fiiggetlenség esetén tehat az egyes valtozok eloszlasai meghatarozzak az Osszeg el-
oszlasat.
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Végiil a teljesség kedvéért megadjuk a 2.2.9. allitasnak a fiiggetlen valtozok szorzatara
illetve hanyadoséara vonatkozo analogonjat. Az alabbi formulék a 2.2.9. allitas bizonyitasahoz
hasonléan igazolhatok, ezért a részleteket elhagyjuk.

2.2.12. Allitas. Legyenek X,Y : Q — R figgetlen valdszindségi vdltozdk, melyeknek sily-
fiigguénye fx ill. fy. Ekkor 0 £t € R esetén

far() = Y fx@ft/s)= Y fxt/s)fr(s),

s€ran X\{0} seranY\{0}

ahol fxy az XY szorzat sulyfiigguénye. Tovdbbd, ha' Y nem vesz fel O értéket, akkor minden

t € R esetén
fx®) = Y fx(ts)fr(s),

se€rany

ahol f% az XY hdnyados sulyfiggvénye.

Gyakorlatok, feladatok

2.2.2. Gyakorlat. Kétszer dobunk egy szabalyos dobdkockaval. Jelolje X a hatosok, Y
pedig a paros eredmények szamat. Adjuk meg X és Y egylittes eloszlasat. Fiiggetlenek-e az
X és'Y valtozok?

2.2.3. Gyakorlat. Az X és Y valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasat tartalmazza az
alabbi tablazat. Hatarozzuk meg a p értékét. Mennyi a P(X < 0,Y = 1) valosziniiség?
Fiiggetlen-e X és Y7

-1 0 1

-1 p | 3p | bp
1 op | 15p | 30p

2.2.4. Gyakorlat. Az X és Y valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasat tartalmazza az
alabbi tablazat.

a) Fiiggetlenek-e az {X = 2} és {Y = 2} események?

b) Fliggetlenek-e az {X < 2} és {Y < 2} események?

c) Fiiggetlenek-e az X és Y valtozok?

X
v 0 1 2

0 [[1/10[1/10]1/10
1 1/10 | 1/10 | 3/10
2 1/20 | 1/20 | 1/10

2.2.5. Feladat. Legyenek X ~ Geo(p) és Y ~ Geo(q) fliiggetlen valoszintségi valtozok, ahol
p # q. Hatarozzuk meg az X + Y valtozo eloszlasast.

2.2.6. Feladat. Léssuk be a 2.1.22. Példa allitasat: ha Ay, ..., A, C € egylittesen fiiggetlen
események, melyekre P(A;) = p teljesiil minden 1 < i < n esetén, akkor 14, + -+ + 14, ~
Bin(n;p).
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2.3. A varhato érték

Egy valoszintségi valtozo értéke egy véletlen kimenetel fiiggvénye, de ezt a véletlensze-
ri viselkedést jellemezhetjiik kiilonb6z6 moédokon. Az eloszlas megadésa persze egy teljes
jellemzést ad, de gyakran elegendé annak néhany egyszertibb paraméterét vizsgalni. Szaka-
szunk egyik f& motivald példajaban is ilyen szituacioval talalkozunk: tekintsiink egy olyan
programot, amelynek a futasa a véletlentdl fiigg ugy, hogy a véletlen a program kimenetelé-
nek helyességét nem, de a futasidejét befolyasolja. Mikor tekinthetiink egy ilyen programot
a gyakorlat szempontjabol megfelelének? Nyilvan elvarjuk, hogy még ha elvben tud is rossz
futasidét produkélni, azt csak nagyon ritkan, elhanyagolhatoan kis valészintiséggel tegye,
vagyis tobbnyire, azaz dtlagosan gyorsan lefusson. A szakasz végén részletesen elemezziik a
Randomized Quick Sort rendezéalgoritmust, ami éppen a fent leirt tulajdonsaggal bir. Mivel
az algoritmus futasidejét leir6 lépésszam egy véletlen mennyiség, azt egy valoszintiségi valto-
zoval fogjuk modellezni. Az "atlagos lépésszamot" pedig ennek a valtozonak a vdrhato értéke
fogja leirni, amit az aldbbiakban definidlunk.

2.3.1. A varhato6 érték definicioja

Egy valtozo atlagos értékére egy olyan szamként gondolhatunk, ami koriil sok ugyanolyan
eloszlasu valtozot "kiértékelve" kapott véletlen szamsorozat atlaga "ingadozik". Az el6zé
mondatnak késébb preciz értelmet fogunk majd adni. Minden esetre taldn nem meglepd,
hogy ez az "atlagos érték" valojaban a valtozo lehetséges értékeinek a hozzajuk tartozo va-
loszintiségekkel, azaz a silyfliggvény értékeivel silyozott atlaga lesz. Mindezt formalisan a
kovetkezd definicioban fogalmazzuk meg:

2.3.1. Definicid. Legyen X egy egyszeri valoszintiségi valtozd. Ekkor az

EX)= 3 t-fxt)= 3 t-BX =1)

teran X t€ran X

kifejezést az X wdrhato értékének nevezziik.

Vegyiik észre, hogy mivel a fenti mennyiséget egyszert valoszintiségi valtozora definialtuk,
igy annak értékkészlete és ezzel egyiitt a fenti Osszeg is véges. Az is vilagos tovabba, hogy a
varhato érték pusztan az X valoszintségi valtozo eloszlasatol, azaz az fx(t) értékektdl fiigg,
nem konkrétan az X valtozotol.

2.3.2. Példa. Szamoljuk ki néhany egyszerd példara a varhato értéket:

e Legyen X egy kockadobas eredménye. Ekkor
E(X)=1fx(1)+2-fx(2)+3-fx(3)+4-fx(4)+5- fx(5) +6- fx(6)

1 21 7
=—-(142+3+445+6)=—=-=235.
6(+++++) E=3=9%

e Legyen Y = X2 azaz egy kockadobas eredményének négyzete. A 2.1.9. példdban
meghataroztuk az Y valtozo eloszlasat. Ennek alapjan az Y varhato értéke:

EY)=1-fy(1)+4-fy(4)+9-fv(9)+16- fy(16) + 25 - fy(25) + 36 - fy(36)

91
'(1+4+9+16+25+36):F

=
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e Legyen A egy esemény, melyre P(A) = p. Ekkor az A-hoz tartozo 1,4 indikator valoszi-
niiségi valtozo varhato értéke:

E(14) =0 P(1y=0)+1-P(Ly=1)=P(A) = p.

A varhato érték kiszamolasédnal gyakran sokat egyszertisit a szdmolésokon, ha az adott
valtozot Osszeg alakban tudjuk felirni, ugyanis a varhato érték ezekben az esetekben a kiilo-
nosen szépen viselkedik:

2.3.3. Tétel (A varhato érték linearitasa). Legyenek XY : Q — R ugyanazon valdsziniségi
mezdn értelmezett egyszerd valdosziniségi vdltozok, ¢ € R pedig eqy tetszdleges valos szam.

Ekkor
E(X+Y)=EX)+EY), E(cX) =c-E(X).

Ha az olvas6 ismeri a vektorterek elméletét, akkor a fenti tulajdonsag elnevezése minden
bizonnyal ismerdsen cseng. (Amennyiben viszont az olvasé nem taldlkozott még vektorte-
rekkel, akkor ezt a bekezdést nyugodtan ugorja at.) Vegyiik észre, hogy egy adott 2 ese-
ménytéren értelmezett egyszerd valoszintiségi valtozok a pontonkénti Gsszeadasra és a valos
szamokkal mint skalarokkal valo (pontonkénti) szorzasra nézve vektorteret alkotnak. A vér-
hato érték pedig a fenti tétel értelmében egy ezen vektortéren értelmezett és a valos szamok
halmazaba képezd lineéris leképezés, mas néven egy linearis funkcional.

Mint emlitettiik, a fenti tétel alkalmazésa sok esetben megkonnyiti a dolgunkat. Ez egyben
azt is jelenti, hogy némi technikai nehézség maganak a tételnek a bizonyitasaban van elrejtve:

Bizonyitds. A masodik allitas bizonyitasaval kezdiink. Tegyiik fel el6szor, hogy ¢ € R\ {0}
egy nullatol kiilonbozs valos szam. Legyen az X véges értékkészlete ran X = {t1,...,t,},
ekkor a cX valtozo értékkészlete ran cX = {cty,...,ct,}. Tehat

E(cX) = Zn:ctk']P’(cX = cty) :c'zn:tk-IP’(X =ty) = c-E(X).

Ha viszont ¢ = 0, akkor ¢X a konstans 0 valtozo, tehat ran cX = {0}, és ezt az értéket cX 1
valoszintséggel veszi fel, igy a varhato érték definicidja szerint

E(cX)=0=0-E(X)=c-E(X).
Térjiink ra most elsg allitas bizonyitasara. A definiciobol indulunk Kki:

EX+Y)= Y m-PX+Y=m)= Y  m-PUpn{X =5Y =t}).

méeran X+Y méran X+Y

Itt a jobb oldalon egymast kizar6é események unidja all, igy az unié valészintisége a valoszi-
niiségek Osszege lesz:

YD (s PX =sY =t).

meéEran X+Y s+t=m

Vegyiik észre, hogy itt minden (s,t) péar, ahol s € ran X és t € ranY, pontosan egyszer
szerepel, hiszen az m 0Osszeg és az Osszeg egyik tagja mar meghatarozza a masik tagot. Ez az
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Osszeg tehat nem mas, mint

Z Z (s+t) - P(X=sY=t)=

s€ran X t€ranY

=Y D> s PX=sY=t)+ > > t-PX=sY=t

s€ran X t€ranY s€ran X t€ranY
= ) s Y PX=sY=t)+ > t Y PX=s5Y=t)
s€ran X t€rany t€ranY s€ran X

Ahogy azt mar a marginalis eloszlasok kiszamitasanal is lattuk, a P(X = s,Y = t) valoszi-
niiségek Osszege az fenti elss kettSs Gsszeg belss Osszegében éppen P(X = s), és hasonloképp,
a masodik kettds Osszeg belss 6sszege P(Y = t). Igy tehat végeredményben

EX+Y)= Y sPX=s)+ > t-PY=t)=EX)+E(Y).

s€ran X te€ranY

O

2.3.4. Példa. Dobjunk kétszer egy kockaval, legyen X az elsG, Y pedig a masodik dobas
eredménye. Ekkor a dobott szamok 0sszege X + Y, ennek varhato értéke fenti tétel szerint

EX+Y)=EX)+EY)=2-35=T.
Ezt persze kiszamolhatjuk a varhato érték definicioja alapjan is. A 2.1.21. példaban megha-
taroztuk az X + Y valtozo eloszlasét, ez alapjan

1 2 3 4 5 6
Yy=2.— I/ R R R C—
E(X+Y)=2 36+3 36+ 36+5 36+6 36+7 %

+8 5+9 4+1o 3+11 2+12 1

36 36 36 36 36
_246+124204+30 442440436430 +22 412 252 _
- 36 T 36

2.3.5. Példa. Kiszamoljuk a binomiélis eloszlast valoszintiségi valtozok varhato értékét. A
varhato érték definicidja utan mar megjegyeztiik, hogy az pusztan a sulyfiiggvény értékeitsl
fligg, tehéat csak az eloszlastol, nem pedig konkrétan a valtozotol. Mar korabban is lattunk
példat arra, hogy ilyen esetben egy konkrét valtozora elegendd a szamolast elvégezni, és az
eredmény altaldban is érvényes lesz.

Az n € Nt és p € [0;1] paraméterd binomidlis eloszlas varhato értékéhez tekintsiik
a 2.1.22. példaban latott X ~ Bin(n;p) valtozot, aminek értéke egy n fliggetlen kisér-
letbdl allo kisérletsorozatban egy adott p valoszintiségii esemény bekovetkezéseinek szama. A
példaban megmutattuk, hogy

Xo=Tg+ 0+l

ahol A; az az esemény, hogy az i-edik kisérletnél bekovetkezik a vizsgélt esemény. Mivel
P(A;) = p teljesiil minden 1 < i < n esetén, igy a varhato érték linearitésa, valamint az
indikator varhato értéke szerint az n, p paraméterd binomialis eloszlast valtozok varhato
értéke

E(X)=E(la, +--+14,)=E(la,)+---+E(la,)=np.
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Hogy még jobban érzékelhets legyen a fenti modszer egyszertisége, levezetjiik ezt az ered-
ményt pusztan az fx (k) értékek és a definicio felhasznalasaval. A varhato érték definicioja

o E(X) = kzi% k(z>pk(1 —p)" = kzi; k(Z)p’“(l —p)" "

Itt 1 < k <n esetén

k(z) = = 1>!<7<an—_112! I ”(Z:D’

tehat
= n—1 — /n-1
E(X) = - k(1 _ n—1-(k=1) _ - (1 — p)— 17
(X) n(k_l)p( p) Y ;)pa-p)
k=1 7=0
Az utols6 szumma a binomiéalis tétel szerint (p+ (1 —p))"~' = 1""1 = 1, {gy tehat a varhato
érték np.

2.3.6. Példa. Az indikatorvaltozok egy tovabbi alkalmazésaként bebizonyitjuk a 3 halmazra
kimondott szita-formulat. Legyenek A, B és C' egy valoszintiségi mez6 tetszéleges eseményei.
A hérom esemény unidjanak valoszintisége a de Morgan-azonossagok segitségével felirhato a
kovetkezSképp:

(2.15) P(AUBUC)=1-P(AUBUC)=1-P(ANBNC).

Vegyiik észre, hogy az AN B N C indikatorvaltozoja éppen az 15 - 15 - 1, hiszen ennek
értéke pontosan akkor 1, ha mindharom tényezdé 1, azaz, ha mindhdrom esemény bekovet-
kezik, kiilonben pedig 0 lesz az érték. Mivel egy esemény valoszintisége az hozza tartozo
indikatorvaltozo varhato értéke, igy

P(ANBNC)=E(lx-15-15).

Az A, B, C események komplementereinek indikatorai kénnyen kifejezheték maguknak az
eseményeknek az indikatoraival:

Iy-1g-1p=(1—-14)(1—-15)(1—1¢).

A zarojeleket felbontva, tovabba ismét felhasznélva, hogy indikatorok szorzata a megfelels
események metszetének az indikatora, a kdvetkezst kapjuk:

]lz']lf']léz1—]1A—]lB—]lc—i-]lA-]IB—F]IB']lc—i—]lA']lc—]lA']lB']lC

=1—-1a—-1p—1c+Tanp+ Ipnc + Lanc — Lansne-
Mindkét oldal varhato értéket véve, felhasznélva az indikator varhato értékét és a linearitést
P(ANBNC)=1-P(A) —-P(B)—-P(C)+P(ANB)+P(BNC)+P(ANC)-P(ANBNC)

adodik. Végil visszahelyettesitve a (2.15) egyenletbe éppen a szita-formula allitasat kapjuk.
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Egy geometriai eloszlasu valoszintiségi valtozo varhatod értékét még nem értelmeztiik, hi-
szen annak értékkészlete megszamlalhatoan végtelen. Ennek az esetnek a kezelése techni-
kailag valamivel nehezebb az eddigieknél. Az alabbiakban roviden részletezziik a felléps
problémék természetét, amikkel - mint latni fogjuk - a helyes definiciét hasznélva val6jaban
nem kell foglalkoznunk.

Egy megszamlalhatoan végtelen értékkészlettel rendelkezé diszkrét valoszintiségi valtozo
varhato értéke formélisan ugyanigy definialhato a

(2.16) >t fx(t)

teran X
Osszeg segitségével. A probléma az, hogy ez az 6sszeg nem feltétlentil konvergens. Egyaltalan
ahhoz, hogy részletosszegeket és hatarértéket definialhassunk, sziikségiink van az értékkészlet
egy felsorolasara: ran X = {t1,...,t,,... }. Ezutan tekinthetjiik a

ka fx(ty) = ]\}I_I};oztk - fx(te)
=1 =1

hatarértéket, amennyiben az létezik. Azonban el6fordulhat, hogy a jobb oldalon 1évé hatar-
érték végtelen, és persze egy valoszintiségi valtozo negativ értékeket is felvehet, igy még az
is megeshet, hogy a fenti részosszegek sem egy szdmhoz, sem a +o0o-hez nem konvergélnak.
Mint ahogy az is megtorténhet, hogy ugyan konvergens sort kapunk, de a hatarérték fligg
attol, hogy az elemeket konkrétan hogyan soroltuk fel.

Ahhoz, hogy ilyen problémakkal ne szembestiljiink, azt fogjuk megkovetelni, hogy a (2.16)
sor abszolut konvergens legyen, azaz tagok abszolut értékeinek dsszege is konvergaljon (és eb-
ben az esetben mindegy, hogy ezeket a nemnegativ tagokat milyen sorrendben Osszegezziik).
Ebbdl szerencsére mar kdvetkezik, hogy az abszolut érték nélkiil vett hatarérték is létezik és
nem fiigg az elemek felsorolasatol, igy a (2.16) formula is értelmet nyer. Egy-egy ellenpél-
déan kiviil ebben a jegyzetben kizarolag olyan esetekkel fogunk foglalkozni, ahol a (2.16) sor
abszolut konvergens, és igy létezik a varhato érték a kovetkezd definicio szerinti értelemben:

2.3.7. Definicid. Legyen X egy diszkrét valoszintiségi valtozo, amelynek értékkészlete meg-
szamlalhatoan végtelen, és amelyre

D>t fx(t) < oo

teran X

teljesiil. Ekkor azt mondjuk, hogy véges az X wdrhato értéke, amelyet az

(2.17) EX)= 3 ¢ fx(®)

t€ran X

Osszeg definial.

A varhato érték linearitasa ebben az esetben is érvényes annyi megkdtéssel, hogy fel kell
tenni, hogy az egyes valtozok varhato értéke véges (azaz a fenti sor abszolut konvergens).
Természetesen egy egyszertd valoszintiségi valtozo varhato értéke mindig egy véges szam, igy
tehat egy diszkrét valoszintiségi valtozo varhato értékének végessége alatt a tovabbiakban azt
értjiik, hogy a valtozo vagy egyszert, vagy pedig a (2.17)-ban szerepls végtelen sor abszolut
konvergens. A két esetet tehat egyiitt kezeljiilk a kovetkezd tételben, amelynek bizonyita-
sa lényegében megegyezik az egyszerd valtozokra kimondott tétel bizonyitasaval, az abban
szereplé atalakitasok érvényessége most az abszolit konvergencia kovetkezménye. A pontos
részleteket elhagyjuk.
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2.3.8. Tétel. Legyenek X,Y : Q0 — R ugyanazon valdsziniségi mezdn értelmezett diszkrét va-
loszintségr vdltozok, melyeknek véges a varhato értékik. Legyen tovdbba ¢ € R eqy tetszdleges
valos szam. Ekkor

E(X +Y)=EX)+EY), E(X)=c-EX).

Megjegyezziik még, hogy amennyiben a (2.17) sor nem abszolut konvergens, akkor al-
talaban nem tudjuk definidlni a varhato értéket. Abban az esetben azonban, ha a valtozo
csak nemnegativ értékeket vehet fel, akkor a sor részletosszegei monoton nének, igy azok egy
divergens sor esetén a végtelenhez divergalnak. Ekkor azt mondjuk, hogy a varhato érték
végtelen (E(X) = o0).

2.3.9. Példa. Meghatarozzuk a geometriai eloszlas varhato értékét. Legyen X ~ Geo(p),
ahol p € (0;1), ekkor

(2.18) E(X)=> k- fx(k)=> k-(1-p)*'p,

feltéve persze, hogy ez a sor konvergens. A konvergencia sokféleképp belathato, kovetkezik
példaul a hanyadoskritériumbol. A sor egymast kdvets tagjainak hanyadosa

(k—i—l)(l—p)kp_k‘%—l‘(l_ )
k1—phtp & v
Ha k-val tartunk a végtelenbe, akkor a fenti kifejezés hatarértéke 1 — p < 1, és igy a sor

valoban konvergens.
Az érték meghatéarozasahoz irjuk a (2.18) jobb oldalan 1évs Gsszeget a kévetkezoképp:

pAY k(=) o=+ YD) (L= p)p=p+ Y il p)p+ Y (1= )

A jobb oldalon allo6 utols6 szumma értékét konnyedén meghatarozhatjuk, hiszen (1 — p)-t
kiemelve, éppen az X sulyfiiggvényének értékei keriilnek az 6sszegbe, ezek Osszege pedig 1:

Z(l —p)p=(1 —p)Z(l —p)p=1(1 —p)fo(i) =(1—p)-1=(1—p)

A masik szummabol szintén kiemelhetiink (1—p)-t, és igy ismét egy ismerds kifejezést kapunk:

Y i(l—p)yp=(1-p) ) i(l-p)'p=(1-p)-E(X).
i=1 i=1
Mindezt felhasznalva E(X) =p+ (1 —p)E(X) + (1 —p) = 1+ (1 — p)E(X), atrendezés utan
pedig
1
E(X) = -
(X) =2
adodik.

A szakasz zarasaként egy olyan eredményt mutatunk be, ami akkor is hasznos informéciot
szolgaltat, ha egy valtozo eloszldsat nem ismerjiik pontosan, de a varhato érték ismert. Ennek
segitségével ugyanis becsléseket kaphatunk bizonyos valdszintiségekre:
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2.3.10. Tétel (Markov-egyenl6tlenség). Legyen X > 0 egy nemnegativ (diszkrét) valdszini-
ségi valtozo és a > 0. Ekkor

E(X)

a

(2.19) P(X >a) <

Megjegyezziik, hogy (2.19) csak akkor ad nemtrivialis becslést, ha a > E(X).

Bizonyitas. Ha E(X) = oo, akkor (2.19) nyilvan teljestil, ezért a tovabbiakban feltessziik,
hogy E(X) < oco. Ha X az ) eseménytéren van értelmezve, akkor definidljuk az YV : Q@ — R
valtozot a kdvetkezGképp: minden w € ()-ra legyen

[ a, ha X(w)>a,
Y{w) = { 0 kiilonben.

Masképp irva Y = a - 1 x>,, ahol 1x>, az {X > a} eseményhez tartozo indikatorvaltozo.
Vegyiik észre, hogy X > Y érvényes, ebbdl pedig X — Y > 0. Egy nemnegativ valtozo
varhato értéke mindig nemnegativ (hiszen a definialé 6sszegben minden tag nemnegativ), és
feltevésiink szerint E(X) < oo, tovabba E(—Y) = —a - P(X > a) < oo, ezért a varhato érték
linearitasa miatt E(X —Y) = E(X) —E(Y) > 0, vagyis E(X) > E(Y) =a-P(X > a). Az
a > 0 szammal elosztva az egyenl6tlenséget éppen a (2.19) egyenldtlenséget kapjuk. U

Gyakorlatok, feladatok

2.3.1. Gyakorlat. Tegyiik fel, hogy az 5-0s lott6 nyereményei rogzitettek: az 5-6s taldlat
1 milliard, a 4-es 6 millio, a 3-as 35 ezer, mig a 2-es kétezer forintot nyer. Egy szelvénnyel
jatszva mennyi a nyereménytlink varhato értéke?

2.3.2. Gyakorlat. Jelolje X egy kockadobés eredményét. Mennyi E ((X — 3)?)?

2.3.3. Feladat. Egy urnaban egy piros és egy fehér golyd van. Kihizunk egy golyot, és ha
az piros, akkor megallunk. Ellenkezs esetben a kihuzott fehér golyot egy tjabb fehér golyoval
egyiitt visszarakjuk az urnaba, és ugyanilyen szabaly szerint folytatjuk a hizést. Legyen Y
az elsd piros golyodig hitizott golyok szdma. Hatarozzuk meg Y eloszlasat és varhato értékét.

2.3.4. Feladat. (M) Tekintsiik a 2.1.9. feladat példait, azaz dobaljunk egy pénzérmét addig,
amig egymas utan 2 ill. 3 egyforma eredményt nem kapunk. Mi lesz a dobasok szaméanak
varhato értéke az egyes esetekben?

2.3.5. Feladat. (M) Egy urnaban N piros és M fehér goly6 van. Kihtzunk N golyot vissza-
tevés nélkiil. Hatarozzuk meg a kihtzott piros golyok szaménak varhato értékét.

2.3.2. Feltételes varhato érték

Ahogy azt mar kordbban lattuk, a kimenetelekkel kapcsolatos informéaciok moédosithatjak
az események valoszintiségeit, ezzel egyiitt pedig az eseménytéren értelmezett valoszintiségi
valtozok eloszlasait és igy a varhato értékeket is. Vagyis ha A C € egy pozitiv valoszintiségti
esemény és X : Q0 — R egy (diszkrét) valoszintsagi valtozo, akkor az A esemény bekovetkezése
mellett az X eloszlasat a P(X = k | A) feltételes valoszintiségek irjak le, ez tehat az X
eloszlasa a P4(-) = P(- | A) valoszintiségi mértékre nézve. Ha pedig adott egy feltételes
eloszlas, akkor arra nézve a varhato érték is definialt:
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2.3.11. Definicié. Legyen X :  — R egy diszkrét valoszintiségi valtozo az (Q, A, P) va-
loszintiségi mezon, és legyen A C Q egy esemény, melyre P(A) > 0 teljesiil. Ekkor az X
valtozonak az A-ra vett E(X | A) feltételes varhato értéke az X-nek a P(- | A) valoszintségi
mérték szerinti varhato értéke, amennyiben az véges, azaz

EX[A)= > k-PX=k|A).
k€ran X
Rogton megjegyezziik, hogy a feltételes varhato érték egyszertien egy specialisan valasztott
mértékre vonatkozo varhato érték, tehat érvényes ra minden, amit a varhato értékre belatunk,
azaz peéldaul a feltételes vdrhato érték linedris: ha X,Y : ©Q — R diszkrét valoszintiségi
valtozok, A C 2 pedig egy pozitiv valosziniiségii esemény, akkor feltéve, hogy az E(X | A) és
E(Y | A) feltételes varhato értékek végesek,

E(X +Y|A)=EX|A)+EY|A) il  E(X |A) =cEX | A)

érvényes, ahol ¢ € R egy tetsz6leges valos szam.

Ahogy a feltételes valoszintiség esetén is, ez a fogalom hasznos lehet olyan szituacidkban,
amikor az {X = k} események valoszintiségének kiszamitasa valamilyen esemény teljesiilése
esetén lényegesen leegyszertisodik. Mivel a feltételben szerepls esemény szabadon valaszthato,
igy - még ha ez taldn ezen a ponton nem is latszik vilagosan - a feltételes varhato érték
rendkiviil széles kortien alkalmazhaté. Az alkalmazasokhoz azonban sziikségiink lesz arra,
hogy szét tudjuk bontani kiilonbo6zé esetekre a szédmolast. Ehhez a kovetkez§ allitas lesz
segitségiinkre:

2.3.12. Allitas. Legyen Y : Q — R egy diszkrét valdszintségi vdltozd, melynek véges a

vdrhato értéke, legyen tovabba A C ) egy pozitiv valdsziniségd esemény. Ekkor E(Y | A) is

véges, €s
1

P(4)

ahol 14 az A eseményhez tartozo indikdtorvdltozo.

E(Y | A) = ——E(Y1,),

Bizonyitds. A feltételes varhato érték definicidja szerint

EY [A)= Y kPY=k|lA)= > k- {Y k}ﬂA).

k€ranyY k€ranY )

Az A esemény felirhat6 a hozzé tartozo 14 indikatorvaltozo segitségével {14 = 1} alakban,
igy k # 0 eseten PH{Y =k} NA)=P(Y =k, 14=1) =P(Y - 14 = k) teljesiil. Amennyiben
a 0is az Y értékkészletében van, akkor viszont 0-P({Y =k} NA)=0-P(Y -1,=1)=0
teljesiil, igy a fenti utolsd Osszeg
1
EY|A)=—— kE-PY - -1,=Fk
k€ranY

alakba frhato. Itt ketté bonthatjuk az Y értékkészletét aszerint, hogy benne vannak-e az
elemei az Y - 1 4 szorzat értékkészletében:

Zk-P(Y-]lA:k):L > kPY - la=k)

k€ranY P( ) k€ran Y1 4

1
P(4)

1
+ 5 > kPY-1a=k).

( ) keranY\ran Y1 4
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Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon 1év6 mésodik Osszegben az Y - 14 = k egyenl&ség nem
teljesiilhet (hiszen k ¢ ranY1,4), igy az ott szerepls valoszintiségek mind nullak. Tehat a
varhato érték definicidja szerint

1 1
2.20 EY |A) = —— E-PY -1p0=k) = =—=E(Y1,).

k€ran Y1 4
Hétra van még a fenti szamitasi 1épések jogossaganak indoklasa (hiszen itt az Gsszegek vég-
telenek is lehetnek). Ehhez megjegyezziik, hogy k # 0 esetén az Y - 1,4 = k egyenlGségbd]
kovetkezik az Y = k egyenlGség is, hiszen ekkor az indikatorvaltozo csak 1 értéket vehet fel.
Azaz, ha k # 0, akkor
{Y 1la=k}Cc{Y =k} =PY  -1,=Fk) <P =k).
Mivel k& = 0 esetén a (2.20) egyenldségben szerepls Osszeg megfelels tagja egyszertien 0, igy

0< Y [k-PYVIa=k) < Y [|k[-PY =k)

k€ran Y1 4 k€ran Y1 4

Y k-P(Y = k) =E(]Y]) < o0,

k€ranY

IN

mert az allitasban tett feltétel szerint az Y véarhato értéke véges. A fenti els§ sor abszolut
konvergenciaja biztositja, hogy E(Y14) véges, ill. hogy a bizonyitdsban szerepls szamolasi
lépések végtelen Osszeg esetén is helyesek, és ebbdl egyben kovetkezik (a szamolasokat for-
ditott sorrendben elvégezve) az E(Y | A) varhato érték végessége, valamint a bizonyitando
egyenlGség. ]

A kovetkezd példan bemutatjuk, hogy hogyan alkalmazhat6 a fenti allitas az esetek szét-
valasztasara.

2.3.13. Példa. Béla minden héten lottozik, egyes heteken az 6tslotton, méskor a hatoslotton
jatszik, de mindig 1 darab szelvényt vesz. Hogy melyik jatékban vesz részt, azt pedig minden
esetben egy szabélyos érme feldobasaval donti el, ha fejet dob, akkor az 6toslottot, iras esetén
a hatoslottot valasztja. Az 6toslotton 90 szambol hiiznak 6t darabot, mig a hatoslotton 45
szambol hiznak hatot.

Tegyiik fel, hogy egy o6toslottoszelvény ara 400 forint, tovabba, hogy egy adott héten az
otoslotton 6tos talalattal 300 millié forintot, négyes talalattal egymillié forintot, harmas tala-
lattal 6tvenezer forintot, kettes talalattal pedig Gtezer forintot lehet nyerni. (Az egyszertiség
kedvéért tegyiik fel most azt is, hogy a megnyert Gsszegen semelyik jatékban nem kell més,
ugyanannyi talalatot elérd nyertesekkel osztozni.) A hatoslottészelvények ara szintén 400
forint, ott a hatos talalat 1,3 milliard forintot, az 6t0s talalat négyszazezer forintot, a négyes
talalat tizezer forintot, mig a harmas talalat hdromezer forintot fizet.

Meghatarozzuk a Béla altal a jatékon elért heti profit varhato értékét (a profit alatt jatek
soran nyert nyereménynek és a kiadasnak a kiilonbségét értjiik), jelolje ezt a profitot X. Az
X véarhato értékét persze konnyen kiszamolhatjuk azon feltétel mellett, hogy Béla az 6tos-
vagy a hatoslotton jatszik, tehat hogy fejet dob (F') vagy irast ([):

5Y (85
E(X | F) :300000000'%+1000000--(4) 90(1)

(5) (5)

5\ . 5\ (85
+ 50000 - G)-(5) + 5000 - G- () 400 ~ —230,52 Ft,

()
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illetve

1 () - (7)
E(X | I) = 1300000000 - —= + 400000 - ~>—=—=+
(s) (s)
6\ (39 6\ (39
+10000- 4 G) L ag00. &) g 14705
(s) (s)
Erezhetd, hogy mivel a fej és az iras egyforman valoszind, igy a profit varhato értéke e két
varhato érték atlaga kell legyen. Ezt most le is fogjuk vezetni, ehhez elGszor irjuk az atlagot
a kovetkezd alakba:
EX|F)+EX|I)
2

—189,225 ~ =E(X | F)P(F) + E(X | D)P(I).

Az utobbi 6sszeg tagjai a 2.3.12. allités szerint
E(X1p)+E(X1;) =E(X1p+ X1;) =EX(1r+ 1)) =E(X),

ahol hasznaltuk a varhato érték linearitasat, illetve hogy az F' és az I események koziil mindig
pont az egyik kovetkezik be, igy az indikatorok Osszege mindig 1 + 0 = 1. Tehét a profit
varhato értéke kb. —189,23 F't.

A fenti gondolatmenet kulcsa a 2.3.12. éllitason tul az volt, hogy az indikatorvéltozok
Osszege azonosan 1 volt, ez pedig azért volt érvényes, mert a megfelel6 események koziil mindig
pontosan az egyik kovetkezett be, azaz az események teljes eseményrendszert alkottak. Ezekre
a szitudciokra a fentivel analog allitas érvényes:

2.3.14. Tétel (A teljes varhato érték tétele). Legyen Y : Q — R egy diszkrét valdsziniségi
valtozd, melynek véges a vdrhato értéke, legyen tovdbbd A, ..., A, C € eqy pozitiv valdszi-
niiségi eseményekbdl dllo teljes eseményrendszer. Ekkor E(Y | A;) < oo minden 1 < i <n
esetén, €s

E(Y) = ZE(Y | A)P(A;).

Bizonyitds. A bizonyitas a fenti példaban latott gondolatmenet alapjan torténik. Mivel
Ay, ..., A, egy teljes eseményrendszer, igy az ezen eseményekhez tartozoé 1,4, indikatorvalto-
z0k Osszege azonosan 1. Vagyis E(Y) = E(Y (14, + -+ 14,) = EY 14 +---+Y14,).
A 2.3.12. allités szerint az E(Y | A;) és igy az E(Y'1 4,) varhato értékek végesek, igy a varhato
értékek linearitasa ill. a 2.3.12. allitasban bizonyitott egyenlGség miatt

E(Y)=E(\Y14)+ - +EY1,y)=EY | A)P(A) + -+ E(Y | A,)P(A4,),
ezzel a tételt belattuk. OJ

Megjegyezzik, hogy a fenti allitasnak, valamint példaul a teljes valdszintiség tételének
megfogalmazhato egy végtelen sok eseménybdl allo teljes eseményrendszerre vonatkozo valto-
zatais. Azaz ha Ay, ..., A,, ... C Qegy megszamlalhatoan végtelen sok pozitiv valoszintiségii
eseménybdl allo teljes eseményrendszer, akkor a teljes valoszintiség tétele

P(B) = ZP(B | Ai)P(Ai)
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alakba irhat6 minden B C () eseményre, ha tovabba Y : 0 — R egy véges varhato értékd
diszkrét valoszintiségi valtozo, akkor

= D_E(Y | A)P(4).

Mig az els6 egyenlGség a mérték o-additivitasanak alkalmazasaval 1ényegében ugyanigy bi-
zonyithatd, mint a véges sok eseménybdl all6 eseményrendszerre kimondott 1.2.14. tétel,
az utobbi egyenl@ség bizonyitasa mar egy kicsit kényelmetlenebb, de az abszolit konvergens
sorokra vonatkozo alapvets eredmények segitésével a 2.3.14. tétel és a 2.3.12. allitas bizonyi-
tasai konnyen modosithatok gy, hogy a fenti allitast nyerjiik. Az igazan hatékony és elegéns
modszer azonban nem ez, hanem egy mértékelméleti eszkoztar kiépitése és alkalmazasa volna,
amely azonban tulmutat e jegyzet keretein.

2.3.15. Példa. A teljes varhato érték tételének alkalmazasaként ismét kiszémoljuk a geo-
metiriai eloszlas varhato értékét. A most kovetkezs szamolas pontosan ugyanarra az egyen-
letre vezet majd, amit az el6z6 szakaszban kaptunk. Ez nem véletlen, ugyanis ez a levezetés
lényegét tekintve nem kiilonbozik a korabbitol, viszont megmutatja a szamolas mogott rejlé
okokat, mig a korabbi levezetés ezen okok feltiintetése nélkiil valoszintileg triikkos atalakitasok
egymasutanjanak tiinik.

A teljes varhato érték tételét fogjuk alkalmazni egy konkrét X ~ Geo(p) véaltozora és egy
megfelelGen valasztott eseményre (a varhato érték végessége ugyanigy lathato, mint az el6z6
szakaszban, ezzel itt kiilon nem foglalkozunk). Legyen tehat X a dobasok szama egy fiiggetlen
kisérletsorozatban, amelyet egy p valoszintiségii esemény bekovetkezéséig végziink. Tekintsiik
tovabba azt az eseményt, hogy mar az elss kisérletiink is sikeres, azaz az {X = 1} eseményt.
Vilagos, hogy E(X | X = 1) = 1 érvényes, tovabba ha az elsd kisérletiink sikertelen, akkor
a kisérletek fliggetlensége, vagy még pontosabban az eloszlas orokifja tulajdonsaga miatt a
méasodik kisérlet el6tt éppen abban a szituaciéban vagyunk, mint a kisérletsorozat elején,
vagyis ezen feltétel mellett a kisérletek szamanak varhato értéke E(X | X > 1) =1+ E(X).

Ez az érvelés forméulisan a kévetkez()’képp irhato le a feltételes varhato érték ill. az orokifju

E(X[X>1)=) k-PX=Fk|X>1).

El6szor vegyiik észre, hogy k = 1 esetén a jobb oldalon aP(X =1 | X > 1) = 0 valoszintiséget
kapjuk. Ha k > 1, akkor az eloszlas 6rokifjusaganak felhasznélasahoz atirjuk a fenti dsszeghen
szerepld valoszintségeket a kovetkezé alakba:

PX=k|X>1)=PX>k—-1|X>1)-PX>k|X>1)
=PX>k-2)—-P(X>k—-1)=P(X =k—-1),

azaz

EX|[X>1)=) k-PX=k-1)=)Y (k+1)P(X =k)
= k=1

:ik-P(X:k)—I—Z]P’(X:k’)ZE(X)+1>

k=1
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ahol a varhato érték definicioja mellett felhasznaltuk, hogy az eloszlas sulyfiiggvényének
értékeit Osszegezve 1-et kapunk.
Végezetiil a teljes varhato érték tételét alkalmazva

E(X)=EX | X =1)PX =1)+EX | X > 1)P(X > 1)
=1-p+(EX)+1)(1-p) =1+ (1-p) EX),

1
ezt atrendezve pedig E(X) = — adodik.
p

A Randomized Quick Sort algoritmus (kiegészitd anyag)

Térjiink most ra a szakasz elején emlitett Randomized Quick Sort rendezéalgoritmus tér-
gyalasara. Ez - mint a neve is mutatja - egy véletlent hasznalé algoritmus, azaz futasa
véletlenszerd értékektsl fiigg. Az mar onmagaban egy nem trivialis probléma, hogy a vé-
letlen viselkedés szamitogép segitségével hogyan szimuldlhato, de ezzel ebben a jegyzetben
nem foglalkozunk, hanem feltessziik, hogy egy program képes egyenletesen véletlenszertien
generalni egy egész szamot egy megadott intervallumban.

AlapvetSen két kiillonboz6 tipusi véletlent hasznalo algoritmust kiillénboztetiink meg. Egy
algoritmust Monte Carlo tipusi algoritmusnak neveziink, ha futasa a véletlentdl fligg, és po-
zitiv valoszintiséggel helytelen eredményt produkal. Els6 ranézésre talan nem vilagos, hogy
miért lehet hasznos egy ilyen algoritmus, de ezek alkalmazhatosiga egyszertien azon milik,
hogy a gyakorlatban sokszori fliggetlen futtatas esetén rendkiviil kicsi, voltaképp elhanyagol-
hat6 annak a valoszintisége, hogy mindig rossz eredményt kapunk. Az érdekl6ds olvaso a [0]
jegyzet 2.3. szakaszaban talal egy példat egy Monte Carlo tipusi grafelméleti algoritmusra,
a mélyebb részletek irant érdeklédéknek pedig a 7] konyvet ajanljuk.

Az itt targyalt példa nem a fenti kategériaba tartozik, azaz minden esetben helyes ered-
ményt produkal. Ami viszont a véletlentdl fiigg, az a futasids. Az ilyen algoritmusokat
Las Vegas tipusi algoritmusoknak nevezziik. Egy program tényleges futasideje természete-
sen szamos tényez6tsl fiigg magan az algoritmuson kiviil is, de egy algoritmus tervezésénél
értelemszertien az eljarasban leirt (elemi) lépések szamat vizsgaljuk. Mivel itt csak egy révid
kitekintést tesziink, igy ebben a jegyzetben nem foglalkozunk azzal a kérdéssel sem, hogy
mit tekinthetiink egy algoritmus elemi lépésének, minden esetre a kovetkezGkben egész sza-
mok Osszehasonlitasat, tombelemek indexének novelését, szamok tombbe valo irésat, s6t, egy
véletlen szam generalasat is egyetlen lépésként fogjuk kezelni.

Amit viszont fontos kiemelni, hogy a lépések szama nyilvanvaléan fiigg az input méreté-
t61, hiszen nagyobb bemenet esetén mar annak végigolvaséasa is tobb 1épést igényel. Az input
méretén tipikusan azt értjiik, hogy a bemenet leirdsdhoz hany bajtra van sziikségiink. Mivel
az alabbiakban egy egész szamokbol allo tomb lesz a bemenet, és ezen szamokat korlatosnak
tessziik fel, igy mindegyikiik fix (konstans) szamu bajt segitségével leirhato. Kovetkezésképp
a bemenet mérete alatt itt a tombben szerepl6 szdmok szamat fogjuk érteni, és az eljardsunk
lépésszamat is ennek fliggvényében vizsgaljuk. A fenti kérdések részletesebb vizsgélatéval
kapcsolatban a [9] kényvet ajanljuk az olvasonak.

A Randomized Quick Sort egy rekurziv rendezd algoritmus, amelynek bemenete egy n
egész szambol allo tomb, kimenete pedig egy olyan témb, amely ugyanezen szamokat tartal-
mazza nagysag szerint nem csokkend sorrendben. Az alabbiakban feltessziik, hogy a bemenet-
ben minden szém kiilénb6z6, és ennek megfeleléen nem csokkend helyett névekvs sorrendet
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koveteliink meg a kimenetben. A bemenet méretének a fenti megjegyzések értelmében az n
szamot fogjuk tekinteni.

Mivel az algoritmus lépésszama egy véletlen pozitiv egész szam, igy ezt a lépésszamot
egy X diszkrét valoszintiségi valtozoval modellezhetjiik. Valojaban az algoritmus hatékony-
saga szempontjabol azok a lépések lesznek a relevansak, amikor két tombelemet hasonlitunk
Ossze, ugyanis a tobbi lépés figyelembe vételével is az Osszehasonlitdsok szaméanak egy kons-
tanssorosat kapjuk a lépésszam felsG becslésére. A 1épésszam helyett tehat a tovabbiakban
az Osszehasonlitasok szamat fogjuk vizsgalni.

Egy ilyen eljaras nyilvan akkor hasznalhaté jol a gyakorlatban, ha az esetek "tobbségé-
ben" a futésids "elég jo", még ha kis valoszintiséggel esetleg "a lehets legrosszabb' eset is
bekovetkezhet. Ugyan az X valtozo eloszlasdnak a pontos elemzése bonyolult, azonban ehe-
lyett megelégsziink az atlagos lépésszam, azaz az E(X) varhato érték becslésével. Figyelemre
mélto, hogy ez tehat az eloszlas pontos ismerete nélkiil is megtehetd, s6t annak valoszintségét
is becsiilni tudjuk majd, hogy a futasidé rosszabb az atlagosnédl. Megjegyezziik, hogy ez a
varhato érték egészen pontosan kiszamolhato, de valojaban ennek a lényeges kovetkezménye
éppen az a becslés, amit mi alabb a feltételes varhato érték alkalmazasaként megkapunk. A
pontos érték meghatarozasa megtalalhato pl. a [0] jegyzetben.

Az algoritmus lépéseit a kovetkezsképp irhatjuk le:

RANDOMIZED QUICK SORT

Input: paronként kiilonbo6zé pozitiv egészek egy S = (x1,...,x,) sorozata.
1. Valasszuk ki egyenletesen véletlenszertien az S egy Y elemét.

2. Hasonlitsuk 0ssze az S-nek minden, az Y-t6l kiilonb6z6 elemét Y-nal, és adjuk
meg az ezekbdl allo S. = (y1,...,yx) ill. Ss = (z1,...,2) sorozatokat, ahol
-y <Yl z; > Y érvényes minden 1 <7 <k és 1 < j <[ esetén,

- az elemek sorrendje egyméshoz képest ugyanaz S—-ben és S~-ban, mint S-ben
volt,

- az S-nek minden Y-t6l kiilénb6z6 eleme szerepel vagy S--ben, vagy S~-ban.

3. Hajtsuk végre rekurzivan az algoritmust az S. és S sorozatok koziil azokra, ame-
lyek nem iiresek.

4. Adjuk vissza az elemeket a koévetkezS sorrendben: elGszor a mér rendezett S-
sorozat elemeit, majd az Y elemet, végiil a mar rendezett S< sorozat elemeit.

Output: Az S elemei névekvs sorrendben.

Figyeljiikk meg, hogy a 2. lépésben kapott S. ill. S< sorozatok minden esetben kevesebb
elembdl allnak az S sorozatnal, tovabba amennyiben S. vagy Ss az iires sorozat, akkor az
mar biztosan rendezett. Igy tehat az eljaras biztosan véget ér véges sok lépés utéan, és vilagos,
hogy mindig helyes eredményt ad.

Nézziik meg az algoritmus miikodését egy példan: ha a bemenet

S = (17,6, 56, 23,4, 19, 58, 28, 14, 43, 62, 3),
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és az 1. 1épésben az Y = 23 elemet vélasztjuk, akkor a 2. 1épésben az
S. = (17,6,4,19,14, 3), ill. S. = (56, 58,28, 43,62)

sorozatokat kapjuk, majd ezeket rekurzivan ugyanigy rendezziik.

Térjiink ra az Osszehasonlitasok szamara. ElGszor is figyeljiik meg, hogy szerencsétlen
esetben a lehetd legelénytelenebb forgatokonyv is el6fordulhat, nevezetesen hogy minden ele-
met minden masikkal 6sszehasonlitunk, ez tehat (g) = "22’ % osszehasonlitast jelent. Rdadasul
mindez ugy is megtorténhet, hogy mar eleve egy rendezett sorozat az input: ha a kiindulési
sorozat S = (1,2,...,n), tovibba mindig éppen az utolso elemet valasztjuk az 1. lépésben,
akkor S. mindig tres lesz, mig a k-adik (rekurziv) hivasnél az S. = (1,...,n — k) sorozatot
kapjuk. Azt is vegylk azonban észre, hogy egy ilyen futas valésziniisége rendkiviil kicsi,
minddssze %

Az 6sszehasonlitasok szamanak vizsgalatat nagyban leegyszertsiti két egyszert észrevétel.
Az egyik, hogy ha ugyanazok az elemek més sorrendben szerepelnek a kezdeti sorozatban,
az a lépésszam eloszlasan nem valtoztat, mivel az 0sszehasonlités alapjaul szolgalo Y elemet
egyenletesen véletlenszertien valasztjuk. Tehat egy konkrét futdsnal kapott Y elemek sorozata
egy mas kezdeti sorrend esetén is ugyanolyan valoszintiséggel adodik, bar maguk az S ill.
S~ sorozatok a két futas egyes 1épéseinél nem lesznek azonosak, csak egymas permutacioi, de
igy is ugyanolyan 6sszehasonlitasszamot kapunk a két futasnal.

Tovabbé azt is megfigyelhetjiik, hogy a sorozatokban szerepld szamok értéke az algoritmus
futasdnak szempontjabol irrelevans, hiszen csak a szamok kozt fennallo relaciok jatszanak sze-
repet az egyes lépéseknél. Mindebbdl tehat kovetkezik, hogy az 6sszehasonlitasok szama-
nak varhat6 értke kizarolag az n hossz fiiggvénye, nem fiigg sem a konkrét elemektdl,

sem azok sorrendjétsl. Ezt figyelembe véve kimondhatjuk a szakasz f6 eredményét:

2.3.16. Tétel. Jelolje X,, az dsszehasonlitdsok szdmdt a Randomized Quick Sort algoritmus
futdsa sordn egy n hosszisdgi bemenetnél, ekkor E(X,) < 2nH,, ahol

"1
(2.21) Hﬁ:}:gzmn+7+dn,
k=1

itt v &= 0,55721 ... az ugynevezett Euler-konstans, az o(1) (ejtsd: "kis ordd 1") jelélés pedig
azt jelenti, hogy H, —Inn —~v — 0, ha n — oo.

Bizonyitds. Mivel a fenti megjegyzések szerint E(X,,) csak az n szamtol fiigg, igy vezessiik
be erre a C'(n) jelolést a tovabbiakban. Vilagos, hogy C'(0) = C(1) = 0, n = 0,1 esetén tehat
teljesiil az allitas, és a tovabbiakban feltehets, hogy n > 1.

Mivel az els6 vélasztott elemmel minden méas elemet 6sszehasonlitunk, igy ez n — 1 Ossze-
hasonlitést jelent. Ezek utan futtatjuk az algoritmust az S. ill. S. sorozatokra, jelolje
az itt torténé Osszehasonlitdsok szamat Xg_ ill. Xg_ . Ezeket a jeloléseket hasznalva az
X, =n—1+ Xg_ + Xg_ egyenléség adodik.

A tétel kimondasa el6tti megjegyzések szerint feltehets, hogy az input az 1,2,...,n sza-
mokbdl all. Legyen Y az els6 lépésben kivalasztott elem. Ha Y = k, akkor S. hossza k — 1,
S- hossza pedig n — k, igy a feltételes varhato érték linearitdsa miatt

E(X,|Y=k=n—-14EXs. |Y =k)+EXs. |Y =k)
=n—14+C(k—-1)+C(n—k).
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Ebbdl a teljes varhato érték tétele szerint

C(n) = E(X,) = zn: E(X, |Y = k)P(Y = k)

n n—1

1 2

== (n(n— 1)+ > [Clk— 1)+C(n—k:)]> —n— 1+EZC(I<:),
k=1 k=1

ahol a C'(0) = 0 egyenl@séget is kihasznaltuk az utolso lépésben. A jobb oldalon 1év6 tagok

nagy része kiejthetd, ha a formulat n helyett (n — 1)-re is felirjuk:

n—2

Cln—1)=n—2+ 2 > C(k).

n—1
k=1

Megjegyezzik, hogy ez n = 2 esetén is érvényes, hiszen ekkor mindkét oldal 0-t ad. A
kovetkezd kiilonbségben tehat a jobb oldalon szamos tag kiesik:

nC(n)—(n—1)Cn—1)=nn—1)—(n—1)(n—2)+2C(n—1)=2(n—1)+2C(n — 1),
amit atrendezve

Cn) _2(n-1) C-1) 2 Ch-1)
n+1—n(n—|—1)+ n <n+ n
)

adodik. Az utobbi egyenl6tlenséget egymés utan (n — 1)-szer alkalmazva

C(n) <2,(l+...+%) = 2(H, — 1),

n+1 n
vagyis
C(n)<2(n+1)(H,—1)=2(nH,+ H, —n—1) <2nH,.
A (2.21) egyenl8ség jol ismert az analizisbél, ezt itt nem bizonyitjuk. ]

A dominéns tag a fenti fels6 becslésben 2nlInn, és tulajdonképpen belathato, hogy ez
onmagaban egy fels6 becslés az sszehasonlitasok szaméanak varhato értékére (lasd a [6] jegy-
zetet), valamint megmutathato az is, hogy nagysagrendjét tekintve ez val6jaban optimalis
a kizarolag Osszehasonlitason alapuld algoritmusok kozott (lasd a [9] konyvet). Igaz, ezt a
lépésszamot csak atlagos értelemben kaptuk meg, de konnyen becslést kaphatunk a rossz ese-
tek valoszintiségére példaul a Markov-egyenlStlenség (2.3.10. tétel) segitségével. Ha ugyanis
f(n) barmilyen fliggvény, ami gyorsabban né a logaritmusnal, azaz Inn/f(n) — 0 teljesiil,
ha n — oo (példaul ilyen az f(n) = n® fliggvény barmilyen kicsi pozitiv € > 0 esetén), akkor
a (2.19) egyenl6tlenség szerint

< E(X,) < 2nlnn  2Inn 0

S0t S ) )

ha n — oo. Vagyis a "rossz esetek" valoszintisége tetszGlegesen kicsi, ha n elég nagy. Mindez
Osszhangban van azzal a tapasztalattal, hogy a Quick Sort a gyakorlatban nagyon hatékony
algoritmusnak bizonyul.
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Gyakorlatok, feladatok

2.3.6. Gyakorlat. Négyszer feldobunk egy szabélyos érmét, legyen X a dobasok soran kapott
fejek szédma, és legyen A az az esemény, hogy elGszor a masodik dobasnal kapunk fejet.
Hatéarozzuk meg az E(Y | A) feltételes varhato értéket.

2.3.7. Gyakorlat. Haromszor dobunk egy szabélyos kockaval. Jelolje X a legkisebb, Y
pedig a legnagyobb értéket. Adjuk meg az E(X | Y = 3) feltételes varhato értéket.

2.3.8. Gyakorlat. Egy fajl 6sszes el6forduld példanyat keressiik, amik a két meghajtonk
egyikén (és csak egyikén) vannak, % eséllyel az elsén, egyébként a méasodikon. A keresés
lefuttatésa az elsé meghajto esetén 7 percig tart, a mésodik esetén 3 percig. Tegyiik fel, hogy
a fajl Osszes példanyat csak az 6t tartalmazd meghajtd teljes atnézése utan talaljuk meg.
Varhatoan mennyi idébe telik megtalalni a fajlokat, ha az atnézést

a) az els§ meghajtoval, b) a mésodik meghajtoval kezdjiik?

2.3.9. Gyakorlat. Egy banyaban eltévedt egy ember, aki egy csomoépontban all, ahonnan
harom irdnyba mehet tovabb. Az elsd irdnyt valasztva kijut a banyabol egy ora alatt, a
méasodik iranyt valasztva visszaérkezik ugyanide 2 ora alatt, a harmadik iranyt valasztva
pedig 3 o6ra alatt ér vissza ugyanide. Feltéve, hogy minden esetben, amikor valasztania kell,
akkor egyenld valoszintiséggel valasztja barmelyik opciot, varhatéan mennyi idé mulva jut ki
a banyabol?

2.3.10. Gyakorlat. Egy tarsasjatékban egy szabélyos dobdkockaval dobva dontjiik el, hogy
hanyat léplink a babuval. A kockéval egészen addig dobunk, mig hatostol kiilonb6z6 szamot
nem kapunk, a lépések szama pedig az Osszes dobas értékének Osszege. Hatarozzuk meg a
lépések szaménak varhato értékét egy ilyen dobassorozatnal.

2.3.11. Feladat. (M) Tekintsiik a 2.1.9. feladat egyik példajat, azaz dobaljunk egy pénzér-
mét addig, amig egymés utan 3 egyforma eredményt nem kapunk. Hatarozzuk meg a teljes
varhato érték tételének segitségével a dobasok szamanak varhato értékét. (Lasd még a 2.3.4.
Feladatot.)

2.3.12. Feladat. (M) Egy 52 lapos franciakartya-paklihoz hozzakeveriink & darab jokert.
Az igy kapott pakli 6sszekeverése utan a pakli tetejérdl hizunk egészen addig, amig jokert

nem kapunk. Mennyi a htuzott lapok szamanak varhato értéke? Mi ez a varhato érték, ha az
l-edik jokerig htizunk (1 <1 < k)?

2.3.3. Transzformalt varhato értéke

A késébbiek soran szamos alkalommal dolgozunk majd valészintségi valtozok transzfor-
maltjaval. Ha X : Q — R egy diszkrét valoszintiségi valtozo, akkor a transzformaltja alatt
egy g(X) valoszintiségi valtozot értiink, ahol g : R — R valamilyen fiiggvény. Bar a kovet-
kez6 fejezetekben majd mas fontos fiiggvény is el6fordul, itt most az elsé lényeges példank a
g(t) = t* fiiggvény lesz, vagyis egy X véltozo esetén az X2 valtozot tekintjiik.

Sok esetben érdekes és fontos kérdés a transzformalt valtozo eloszldsénak a meghatéarozasa,
de ebben a pontban pusztan a transzformélt varhato értékére koncentralunk, amelynek majd
a szoras meghatarozasaban lesz fontos szerepe (lasd a kovetkezs szakaszt). Az g(X) valtozo
varhato értéke persze kiszamolhato a g(X) eloszlasabol, de az alabbi tétel fontossagat éppen
az adja, hogy az E(g(X)) értéket pusztan az X eloszlasa segitségével fejezi ki:
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2.3.17. Tétel (Transzformalt varhato értéke). Legyen X egy diszkrét valdszinidségi vdltozo,
g : R — R pedig egy fiigguény, melyre az E(g(X)) vdrhato érték véges. Ekkor

E(g(X))= D gOfx)= Y gt)P(X =1).
teran X teran X
Bizonyitds. A varhato érték definicidja szerint

E(gX)= > sPyX)=s)= ) s-PXecg'(s)),

s€ran g(X) s€ran g(X)

ahol g71(s) az {s} halmaz g altali ésképe, azaz {t € R : g(t) = s} (hasonléan ahhoz, mint
ahogy ezt a fogalmat mar a valoszintiségi valtozokra is definialtuk).
Egy fix s € ran g(X) esetén a fenti Gsszeg egy tagja

sPXegs)= Y gW-BX=t)= 3 gt)- fx(0).

teran X Ng—1(s) teran X Ng—1(s)

hiszen minden, az utobbi szummaban szerepls t értékre s = g(t). Behelyettesitve tehat

E(g(X)= Y. 9t fx().

serang(X) teran X Ng—1(s)

Végiil még azt kell észrevenni, hogy itt ran X minden tagjat pontosan egyszer soroltunk fel,
mégpedig egy adott ¢ € ran X értéket a kiils6 szumma s = g(t) értékhez tartozo tagja-
ban. Megszamlalhatoan végtelen értékkészlet esetén az atrendezések jogossagat a fenti sorok
abszolit konvergenciaja biztositja, igy az allitast belattuk. O

Kiilénos jelentésége miatt a fenti formulat kiilon felirjuk a g(t) = ¢? fiiggvény esetén. Ha
E(X?) véges, akkor ennek értékét az

(2.22) E(X%) = Y £ fx(t)= Y £ PX=t)

formula adja meg.

2.3.18. Példa. Egy urnaban 2 piros és 3 fehér golyd van. Visszatevés nélkiil huizunk 2 golyot,
jelolje X a kihtuzott piros golyok szamat. Megadjuk az E(X?) varhato értéket. Ehhez frjuk
fel az X eloszlasat:

/N

2
2

I[D(X:O):@:i 1P>(X:1):®'®:£:§ P(X =2) =% = —.

~—
—_

5 , 5 ) 5
(5 10 (5) 105 (;) 10
A fenti tétel szerint tehat
9 9 9 9 3 1 3 2
E(X°)=0*-P(X=0)+1°-P(X=1)+2 -P(X:2)21-5+4~1—O=5+g:1.

A fenti példaban voltaképp konnyedén meghatérozhattuk volna az X? eloszlasat is, és az
alapjan is szamolhattunk volna varhato értéket. A 2.3.17. tétel altal adott formula azonban
azért kényelmes, mert sokszor elgfordul, hogy az X eloszlasa eleve adott, és ebbdl igy E(g(X))
mechanikusan szamolhat6. Tovabba, bar ebben a példaban a t — t? fiiggvény az X és az
X? értékkészlete kozott egy kolesonosen egyértelmii megfeleltetést ad, ez altalaban nincs igy,
ami a transzformalt eloszlasanak szamolasat akar kényelmetlenné is teheti.
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2.3.13. Gyakorlat. Legyen X egy véletlenszertien valasztott honap sorszama, aprilistél de-
cemberig. Tegylik fel, hogy annak az esélye, hogy az i-edik honapot valasztjuk ki, éppen =5
(i =4,...,12). Legyen Y = (—1)*. Hatarozzuk meg E(Y)-t az Y ill. az X eloszlasaval

szamolva is.

2.3.14. Gyakorlat. A gyonyori kirdlylany kezéért sokan versengenek, &t azonban eléggé
lekotik udvari teenddi, igy meghagyja szolgalojanak, hogy minden randeviimeghivast (minden
egyéb koriilménytsl fiiggetleniil) csak 56,25% eséllyel fogadjon el a nevében. Az éllhatatos
kiralyfi elhatarozza, hogy minden egyes nap elhivja randevira a kiralylanyt, amig az igent
nem mond. Nem tudvan a kiralylany altal felallitott szabalyokrol, tigy probélja meg pozitiv
iranyba befolyasolni a dontést, hogy minden egyes nap rozsat visz a kiralylanynak, az elsé
nap egy szalat, ezutdn minden mésik nap kétszer annyit, mint a megel6z6 napon. Mennyi
azon rozsaszalak szaménak a varhato értéke, amit a kiralylany a kiralyfitol 6sszesen kap?

Térjiink most ra a nevezetes eloszlasokra. A binomialis eloszlas esetében az E(X?) ér-
tékének felhasznalasat voltaképp ki fogjuk kiiszobolni a kovetkezd szakaszban, ezért annak
meghatarozasat feladatként tizziik ki. Kiszdamoljuk viszont ezt a varhato értéket a geometriai
eloszlas esetén.

2.3.15. Feladat. (M) Legyen X ~ Bin(n;p), hatdrozzuk meg az E(X?) varhato értéket. Az
el6z6 szakaszban latottakhoz hasonléan szamoljuk ki a fenti varhaté értéket indikatorvaltozok
segitségével és a transzformélt varhato értékére vonatkozo formula segitségével is.

2.3.19. Példa. Legyen X ~ Geo(p), meghatarozzuk az E(X?) értéket. A (2.22) formula
altal adott sor konvergencidja belathato pl. dgy, ahogy az X varhato értékénél eljartunk.
Az érték meghatarozasahoz viszont nem kozvetlenil fogjuk ezt a formulat hasznalni, hanem
ahogy az el6z6 szakaszban a varhato érték kiszamolasénal is, a teljes varhato érték tételét
fogjuk alkalmazni az {X = 1} és {X > 1} eseményekbdl allo teljes eseményrendszerrel.
A szemléletes érveléshez vélasztunk egy konkrét X-et: legyen ez a kisérletek szama egy
kisérletsorozatban, ahol a kisérleteket egyméastol fiiggetleniil végezziik egy p valoszintiségii
esemény bekovetkezéséig.

Most E(X? | X = 1) = 1 nyilvan teljesiil, tovabbd ha X > 1, az azt jelenti, hogy az
els6 kiséret sikertelen volt, utana pedig az eloszlas orokifjusdga miatt 1ényegében a kezdeti
szituaciobol indulunk, tehat

(2.23) E(X?| X >1)=E((X +1)%) = E(X?) + 2E(X) + 1.
A teljes varhato érték tétele alapjan

E(X?) =EX?| X =1)P(X =1) +E(X*| X > )P(X > 1)

2(1 —
—1-p+ (E(X?) +2E(X) + 1)(1 —p) = (1 — p)E(X?) + ( - D,
9 _
= (1= pJB(X?) + ==,
p
4 ; 2 2—p L 1
ezt az egyenletet atrendezve pedig E(X?) = - adodik.
p

A fenti szemléletes érvelést (ahogy azt az el6z6 szakaszban az X véarhato értékének ki-
szamolasamal is tettiik) konnyt preciz formélis levezetéssé alakitani a transzformalt varhato
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értékére vonatkozo tétel segitségével, azt a P(- | X > 1) feltételes mértékre felirva:
E(X?[X>1)=) K P(X=k|X>1)
k=1

=1 P(X*=1|X>1)+> ¥ -PX=Fk|X>1)

k=2
=1-0+> K PX=k—1)=> (k+1) P(X = k).
k=2 k=1

Most az utolsé Osszegben a zéardjelet felbontva, az Osszeget harom kiilon Gsszegre bontva,
ezutan a transzoformalt varhato értékére vonatkozo tételt, a varhato érték definiciojat ill. a
sulyfliggvény értékeinek osszegérsl tanultakat figyelembe véve adodik a (2.23) egyenlet.

Szémos esetben elGfordul, hogy tobb valtozo segitségével definidlunk djabbakat, ilyenkor
tehat egy vektorvaltozo transzformaltjat tekintjiik. Az egyik legegyszertibb, a késGbbiek-
ben fontos szerepet jatszo érték két valtozd szorzatédnak a varhatod értéke, igy elGszor ennek
kiszamolasat részletezziik.

Legyenek tehat XY : €2 — R ugyanazon valdszintiségi mezén értelmezett valoszintiségi
valtozok. Ekkor XY : ©Q — R is egy valoszintségi valtozd, és amennyiben ennek varhato
értéke véges, akkor definici6 szerint ez (az Gsszeg varhato értékének levezetésében latottakhoz
hasonléan)

EXY)= Y m-PXY=m)= ) m~]P’<U{X:s,Y:t}>

meEran XY meran XY st=m
= > m- Y PX=sY=t)= > Y st-PX=sY=t
méEran XY st=m s€ran X t€ranY

(2.24) = Y D stefxy(st).

s€ran X t€ranY

2.3.20. Példa. Tekintsiik ismét a 2.2.3. példaban latott valoszintiségi valtozokat, amelyekre
tehat ran X = {2,3,5} ésranY = {0, 1,2}, tovabba az egyiittes eloszlasuk

X

v 2 | 3| 5
0 0,05 | 0,15 | 0,1
1 01 ] 02 01
2 0,05 | 0,2 | 0,05

A fenti formula szerint

E(XY)=2-0-0,0643-0-0,15+5-0-0,1
+2-1-01+3-1-02+5-1-0,1
+2-2-0054+3-2-0,24+5-2-0,05

=02+06+05+0,2+1,2+0,5=3,2.
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Egy fontos specialis esetben, nevezetesen fiiggetlen valtozok esetén a szorzat varhato érté-
ke kénnyen kiszdmolhato az egyes tényezk varhato értékébol. Ugyanis ekkor fxy = fx - fy,
azaz a fentiek szerint

E(XY) = Z ZSt fxy(s,t) = Z ZSt fx(s)fy(t)

s€ran X t€rany se€ran X te€ranY
- ( S s-fX<s>> ( ) t-fy<t>) — E(X)E(Y).
s€ran X t€ranY

Fontos megjegyezni, hogy a fenti atalakitasok csak akkor helyesek, ha a jobb oldalon sze-
replé mindkét varhato érték véges (azoknak a végességébdl viszont mar kovetkezik a szorzat
varhato értékének végessége, legalabbis fliggetlen véltozok esetén). Az utobbi technikai meg-
jegyzésben foglaltakat is figyelembe véve belattuk tehat a kovetkezst:

2.3.21. Allitds. Ha X és Y figgetlen diszkrét valdszintiségi vdltozok, tovdabbd az E(X) és
E(Y') vdrhato értékek végesek, akkor BE(XY) is létezik, és B(XY) =E(X)E(Y) teljesiil.

A fenti tétel allitasa természetesen altalaban (vagyis a fiiggetlenségi feltétel nélkiil) nem
érvényes. Az olvaso a 2.3.20. (és 2.2.3.) példaban szerepl6 marginalis eloszlasokat kiszamolva
konnyen meggy6z&dhet arrol, hogy ebben az esetben E(XY) # E(X)E(Y) (6sszhangban
a 2.2.1. gyakorlat eredményével, tehat azzal, hogy a valtozok nem fiiggetlenek).

Megjegyezziik, hogy egy X valtozo varhato értékének végességébdl altalaban nem kovet-
kezik példaul az X? varhato értékének végessége. Ugyanigy, az X és Y valoszintiségi valtozok
varhato értékének végességébdl altalaban nem kovetkezik az XY varhato értékének a véges-
sége, vagy még nagyobb altalanossdgban fogalmazva, nem kévetkezik barmilyen g(X) vagy
h(X,Y) transzformalt varhato értékének a végessége (itt g : R — R és h : R? — R tet-
sz6leges fiiggvények). A jegyzet hatralévs részében viszont tilnyomorészt olyan valtozokat
vizsgalunk, ahol ilyen problémék nem meriilnek fel.

Végezetiil megadjuk a 2.3.17. tételnek a vektorvaltozokra vonatkoz6 analogonjat:

2.3.22. Tétel. Legyen X : Q — R" egy diszkrét valosziniségi vektorvaltozo, h : R® — R
pedig eqy figguény, melyre az B(h(X)) vdrhato érték véges. Ekkor

= > wBfxt)= > hHPX =1).

teran X teran X

A fenti tétel bizonyitasa nem tartalmaz lényeges 1j gondolatot a 2.3.17. tétel bizonyita-
sahoz képest, csak a technikai részletek kopmplikdltabbak, ezért a bizonyités helyett inkabb
néhany példara koncentralunk. Ha n = 2 és X, Y valoszintiségi valtozok, akkor ezeknek egy
h(X,Y) transzformaltjara példa a h(X,Y) = XY transzformalt is, és vegyiik észre, hogy
az E(XY) varhato értékre adott (2.24) formula pontosan a 2.3.22. tétel allitdsa ebben a
specialis esetben.

2.3.23. Példa. A szakasz zarasaként még visszatériink a 2.1.23. példaban véazolt szituaci-
6hoz: egy kalapba betesziink n cédulat, melyekre rendre az 1,...,n szamokat irjuk, majd
visszatevés nélkiil kihtzunk belsliik két darabot. Legyen X értéke a kihtizott céduldkra irt
szamok koziil a kisebbik, mig Y értéke a nagyobbik szdm. A 2.1.23. példaban kiszamoltuk az
X/Y hanyados eloszlasat, most pedig meghatarozzuk a varhato értékét. Ehhez immar t6bb
lehetséges ut koziil valaszthatunk, hasznalhatjuk az X/Y valtozo (2.7) formulaval megadott
eloszlasat, de akar a 2.3.22. tételt is.
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Els6ként az utobbit valasztjuk. Vegyiik észre, hogy az fxy sulyfiiggvény nagyon egy-
szerd, hiszen minden lehetséges (a;b) szampéar, ahol a < b, ugyanakkora, nevezetesen 1/ (g)
valoszintiséggel adodik, igy a tétel altal adott formula viszonylag kényelmes szamolasra vezet:

a 1 a1 1 a1

S W R D Oy
1L -1p 1 1l &S, 1 mn-1) 1
BT O P Lo P o R

Annak demonstralasara, hogy a 2.3.22. tétel mennyire egyszertsitette le a szamolést,
kiszamoljuk ugyanezt a varhato értéket annak definicioja alapjan az X/Y eloszlasabol. A
valtozo lehetséges értékei az a/b alaka szamok, ahol 1 < a < b < n, tovabba a és b relativ
primek. Most a varhato érték definicidja és a (2.7) formula szerint

n 1 1
= Y SHo LS LYY
1<a<b<n, (a,b)=1 (2) (2) b=2 1<a<b, (a,b)=1
Mivel (a,b) = 1 esetén (b — a,b) = 1 is teljesiil, igy a jobb oldalon szerepls bels§ Gsszeg
b-

©(b)
2

valojaban , ahol ¢ az Euler-féle p-fiiggvény, tehat a (2.8) egyenldséget is felhasznalva

1 «—|b 1 n\ 1
2 17 e ) 7
A kapott eredmény taldn némileg megleps: a fenti szamolasok egyike sem mutatja iga-

zén, hogy atlagosan miért épp a [0; 1] intervallum koézepét adjék ezek a tortek. Hogy ezt
megvilagitsuk, térjiink vissza az

a X a a
exyvy = Y Cp(Xo9)- v o 3]
b Y b b ( )
1<a<b<n, (a,b)=1 1<a<b<n,(a,b)=1
formulahoz. Vegyiik észre, hogy a fenti 6sszegben 1év6 valdszintiség pusztan a b szamtol fligg,
a-tol nem. Figyelembe véve, hogy (a,b) = 1 esetén (b — a,b) = 1 is teljesiil, azt kapjuk,
hogy az ¢ és az 1 — § értékeket azonos valoszintiséggel veszi fel az X /Y valtozo. Ezek az
értékek az % szamra szimmetrikusan helyezkednek el a szimegyenesen, és mivel ez tetszéleges
1 <a<b<n, (a,b) =1 esetén teljesiil, azt kapjuk, hogy az eloszlas szimmetrikus az L-re.

2
Ebbdl adodoan
a X a a X a
= 2 pr(geg)- X (5)r(=g)
1<a<b<n,(a,b)=1 1<a<b<n, (a,b)=1
és a fenti két Osszeget Osszeadva
X a 1
2E(X = —=-]= =—.
am= ¥ p(y-f)-1 EEM)=;
1<a<b<n,(a,b)=1

Megjegyezziik, hogy teljes varhato érték tételének segitségével egy ettdl kiillonb6z6 szemléletes
érveléssel is alatamaszhatjuk ezt az eredményt:

2.3.16. Feladat. (M) Szamoljuk ki az utobbi példaban szereplé E(X/Y") varhato értéket a
teljes varhato érték tételének segitségével is. (Segitség: mi lesz ez a varhato érték, ha fixaljuk
a nagyobbik szamot?)
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2.4. Variancia és szOoras

A véarhato érték leirja ugyan egy valoszintiségi valtozo atlagos viselkedését, az atlag azon-
ban arrél semmit nem mond, hogy az értékek ettsl milyen messze esnek. Ha példaul egy
valtozo a +10 értékeket veszi fel % — % valoszintiséggel, akkor bar a varhato értéke 0 lesz, de
a valtozo értékei ettdl lényegesen eltérnek.

A szoras ill. a szdrasnégyzet (vagy més néven variancia) olyan, az eloszlasra jellemzs
fontos szamszertd adatok, amik a varhato értéktsl valo eltérést mérik. A két érték kozti
kapcsolat mar az elnevezéshdl is latszik: a szoras a szorasnégyzet nemnegativ gyoke. E két
kiilonbo6z6 fogalom hasznélatanak az az oka, hogy mig az abszolit eltérésnél jobban kezelhets
az atlagos négyzetes eltérés, az eltérés mértékegysége viszont a szorasnal egyezik meg az
eredeti mértékegységgel. Ez kés6bb a statisztikai példakban is lathato lesz.

2.4.1. Definici6. Legyen X egy diszkrét valoszintiségi valtozod, melynek véges a varhato
értéke. Ha az E((X — E(X))?) varhato érték is véges, akkor ezt az X szdrdsnégyzetének
(vagy variancidjanak) nevezzik, és D?(X)-el jeloljiik. A szorasnégyzet nemnegativ gyokeét az
X szdrdasdnak nevezziik és D(X)-el jeloljiik.

Egy valoszintiségi valtozo szorasnégyzete tehat (ha véges) a varhato értékétsl vett négy-
zetes eltérésének a varhato értéke. Igy tehat egy nemnegativ valoszintségi valtozo varhato
értékeként maga is nemnegativ, ezért valoban van értelme a nemnegativ négyzetgyokersl
beszélni (azaz a fenti definici6 értelmes).

Megjegyezziik még, hogy egy egyszert valoszintiségi valtozo esetén a varhato érték és a
szorasnégyzet is mindig véges, ekkor tehéat ezzel a technikai kérdéssel nem kell foglalkozni.
Ha azonban az értékkészlet végtelen, akkor mér dévatosabbnak kell lenni, de az ezzel kapcso-
latos aprobb technikai részletekbe az alabbiakban nem fogunk belemenni (azon tul, hogy az
allitasokat pontosan fogalmazzuk meg).

2.4.2. Allitas. Legyen X eqy diszkrét valdszindségi vdltozo, amelynek véges a szérdsnégyzete.
Ekkor tetszdleges c € R esetén

DX +¢)=D(X), D(cX) = |e|D(X).

Bizonyitds. Az elst allitast elegendd az X szérdsnégyzetére bizonyitani, mig a méasodik allitas
esetében a vele ekvivalens D?(cX) = ¢?D?(X) allitast igazoljuk. Tekintsiink a ¢ szdmra egy
konstans valoszintségi valtozoként (ami minden w € 2-hoz a ¢ értéket rendeli), ekkor persze
¢ = E(c) érvényes. Ezért

D*(X) = E((X — E(X))*) = E((X + ¢ — [E(X) + E(c)))*)
=E(X +c—E(X +¢))?) =D*(X +¢),

s,

D*(cX) = E((cX — E(cX))?) = E((cX — cE(X))?)
= E(c*(X — E(X))*) = CE((X — E(X))*) = ¢D*(X),

ahol a mésodik és a negyedik egyenl@ségnél hasznaltuk a varhato érték linearitasat. ]

A fenti definici6 ugyan szemléletes, de a szérasnégyzet kiszamolasahoz leggyakrabban a
kovetkezd formulat hasznaljuk:
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2.4.3. Allitas. Legyen X eqy diszkrét valdszintségi vdltozd. Az X -nek pontosan akkor véges
a szordsnégyzete, ha B(X?) véges, és ekkor

D?(X) = E(X?) — E(X)2

A végesség kérdését (a korabbi megjegyzéseinkkel 6sszhangban) nem részletezziik, egyet-
len fontos megjegyzésen kiviil: az iménti allitasbol adodoan E(X?) vagy D?(X) végessége
maga utan vonja E(X) végességét! A fenti formula egyszeriien adodik a kovetkezs szamolés-
bol (hasznalva a varhato értékek végességét és a varhato érték linearitasat):

D*(X) =E(X —E(X))}) =E(X? - 2E(X) - X + E(X)?)
=E(X?) - 2E(X) - E(X) + E(X)? = E(X?) - E(X)~.

2.4.4. Példa. Legyen X egy kockadobas eredménye. A 2.3.2. példaban kiszémoltuk, hogy
7 91

1 4
DA(X) = E(X?) —E(X?2 =22 _% " pxy~1
6 4 12
2.4.5. Példa. Legyen A egy esemény, melyre P(A) = p, és legyen 1,4 a hozza tartozo indi-

katorvaltozo. Mivel 14 csak a 0 és a 1 értékeket veszi fel, igy valojaban 14 = 1 4, tehét
D*(L4) = E(1%) — E(14)* = E(L4) — E(14)* =p — p* = p(1 - p).

Ahogy azt mar kordbban megtapasztaltuk, egy binomiélis eloszlast valtozot indikatorval-
tozok Osszegeként felirva az eloszlas varhato értékének meghatarozésa lényegesen leegyszert-
sodik a varhato érték linearitasanak koszonhetSen. Ezt az utat szeretnénk tehéat kdvetni ezen
eloszlas szorasnégyzetének esetén is, azonban a gond az, hogy egy Osszeg szérasnégyzete alta-
laban nem a szorasnégyzetek Gsszege. Szerencsére bizonyos speciélis esetekben ez a probléma
egyszerten elharul, ugyanis (példaul) fiiggetlen véaltozokra a kivant tulajdonsag teljestil:

2.4.6. Allitas. Ha X ¢sY fiiggetlen diszkrét valdszindségi vdltozok, melyekre D*(X) és D*(Y)
véges, akkor D*(X +Y) =D?(X) + D*(Y).

Bizonyitds. El6szor is megjegyezziik, hogy a szoérasnégyzet definicidja ill. a 2.4.3. allitas
szerint a szorasnégyzetek végességébsl E(X), E(Y), E(X?), E(Y?) végessége is kovetkezik.
Mivel tovabba az X és Y valtozok fiiggetlenek, ezért a 2.3.21. allitas szerint E(XY') is véges,
és E(XY) =E(X)E(Y) teljesiil.

A 2.4.3. allitasban szerepld formula alapjan

D*(X +Y) = IE((X +Y)?) —E(X +Y)?
=E(X?+2XY +Y?) — (E(X) +E(Y))?
= E(X?) 4+ 2E(XY) + E(Y?) — (E(X)? 4+ 2E(X)E(Y) + E(Y)?)
=E(X?) —E(X)? + E(Y?) —E(Y)* + ( (XY) - E(X)E(Y))
=E(X?) —E(X)* + E(Y?) —E(Y)? + 0 = D*(X) + D*(Y),

ahol a varhato érték linearitasanak alkalmazasanal felhasznaltuk az egyes varhatod értékek
végességét is. (]

A fentihez nagyon hasonl6 szamolasok megadjak az analog allitast n valtozo esetén is:

91



2.4.7. Allitas. Ha X.,..., X, pdronként figgetlen diszkrét valdszindségi vdltozok, melyek
szordasnégyzete véges, akkor

}D)Z(Xl 4o+ Xn) — ]D)Q(X1) + .. +]D)2(Xn).

Figyeljiik meg, hogy a fenti allitasban elegendd a valtozoknak a pdronkénti fliggetlenségét
feltenni, tehat nem kell, hogy egytittesen fiiggetlenek legyenek. Ennek oka konnyen latszik,
ha végiggondoljuk a bizonyitas menetét. Az el6z6 bizonyitasban latott szamolast az n tagn
Osszegre végrehajtva az elsé lépésében ugyanis az (X, + - -+ + X,,)? varhato értéke, illetve az
(E(X1) + - - + E(X,,))? kifejezés jelenik meg, ami miatt az E(X;X;) ill. E(X;)E(X;) tagok
keletkeznek, ezek pedig mar paronkénti fiiggetlenség esetén is kiejtik egymast.

2.4.8. Példa. A fentiek alkalmazésaként kiszamoljuk a binomiélis eloszlés szorasnégyzetét.
Legyen X ~ B(n;p), ekkor X eloszlasa megegyezik egy 14, +- - -+1 4, Osszeg eloszlaséaval, ahol
Ay, ..., A, egylittesen fiiggetlen, p valoszintiség események, 14,,..., 14, pedig az ezekhez
tartozo indikator valoszintségi valtozok. A 2.2.8. allitasban lattuk, hogy az A; események
egylittes fliggetlensége esetén ezek az indikatorok is egyiittesen (és igy persze paronkeént is)
fiiggetlenek, ezért (felhasznalva a 2.4.5. példa eredményét is)

D*(X) =D*(Ta, + -+ 1a,) =D*(La,) + -+ D*(14,) = np(1l — p).

2.4.9. Példa. Végezetiil kiszamoljuk egy X ~ Geo(p) geometriai eloszlast valtozo szoras-
négyzetét. A munka oroszldnrészét méar elvégeztiik a 2.3.9. és a 2.3.19. példékban. FEzek
eredményei és a 2.4.3. allitas szerint

D*(X) = E(X?) —E(X)* = - ==

Gyakorlatok, feladatok

2.4.1. Gyakorlat. Az X ésY diszkrét valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasét tartalmazza
az alabbi tablazat. Szamoljuk ki a D?(X) és a D*(Y) szorasnégyzeteket. Hatarozzuk meg az
X +Y valtozo eloszlasat és szordsnégyzetét is.

X
v -1 1

1 [[1/10]1/5
1 |[3/10]2/5

2.4.2. Gyakorlat. Egy oktaéder alakt szabélyos dobokocka lapjai az 1,2, ..., 8 szamokkal
vannak szamozva. Dobjunk ezzel a dobokockaval kétszer egymastol fliggetlentiil. Hatarozzuk
meg az a dobott szamok Osszegének varhato értékét és szorasat.

2.4.3. Gyakorlat. Legyen X ~ Geo(3). Adjuk meg az E((3 — X)?), a D(5 — 2X) ¢s az
E((X + 1)(X — 2)) mennyiségeket.

2.5. Generatorfliggvények (kiegészits anyag)

Ebben a szakaszban egy hasznos eszkozt mutatunk be, amely szdmos probléma kezelésé-
nél jo szolgalatot tesz. Ilyenek pl. a varhato érték és a szordsnégyzet kiszamitasa, fiiggetlen
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valoszintiségi valtozok Osszegének vizsgalata, az tin. eldgazd folyamatok vizsgéalata, elosz-
lasok kozelitése stb. Az alapgondolat az, hogy egy valdszintségi eloszlast leiré informéaciot
egy konnyen kezelheté matematikai objektumban "koédolunk el". Erre tobbféle lehetdség is
adodik, mi most az eloszlas generatorfiiggvényével ismerkediink meg;:

2.5.1. Definici6. Legyen {ax}ren egy valos szamsorozat, ekkor a hozzéa tartozd generdtor-
fligguényt az

o
A(z) = Z apz®
k=0
hatvéanysor definidlja, amennyiben ez konvergens valamilyen (—r;r) intervallumon, ahol r > 0
valos szam. Specidlisan, ha a, = fx (k) valamilyen X valoszintségi valtozora, amely nemne-
gativ egész értékeket vesz fel, akkor az ehhez a sorozathoz tartozo

Px(z) = fo(k’)zk = ZIP’(X = k)"
k=0 k=0

fliggvényt az X wvdltozo generdtorfigguényének nevezzik.

Ahhoz, hogy egy valtozo generatorfiiggvényével dolgozni tudjunk, elészor is meg kell mu-
tatnunk, hogy az 6t definialo hatvanysor valamely (—r;r) intervallumon konvergal. Valoban,
|z| <1 esetén

Pe(2) <3 fxk) 2 <3 k) = 1,

igy a Px(z) hatvanysor konvergenciasugara legalabb 1. Megjegyezziik, hogy ebbdl a szamolas-
bol, valamint a 2.3.17. tétel bizonyitasabol adodéan miden fix |z| < 1 esetén Px(z) = E(z¥)
teljesiil. Valoban, a P(z)-t definialé sor abszolut konvergencidja garantalja a tétel bizo-
nyitasdban 16v6 szamolas helyességét, amely éppen a fenti egyenléséget adja a g(X) = 2%
véalasztéssal. Gyakran éppen az E(z%) varhato értékkel definialjak az X véltoz6 generétor-
fliggvényét.

A hatvanysorok altalanos elméletébdl ismertek a kdvetkezok:

2.5.2. Tétel. Legyen X eqy valdsziniségi vdltozo, amely csak nemnegativ értéket vesz fel.
Ekkor a Px(z) generdtorfiggvény folytonos a [—1;1] zdrt intervallumon, végtelenszer diffe-
rencidlhato a (—1;1) intervallumon, tovdbbd minden z € (—1;1) esetén

P (z) = i k(k—1) ... (k—n+1)fx(k)z*™,
k=n

ahol P)((n)(z) jeloli a generdtorfigguény n-edik derivdltjanak értékét a z helyen (n = 0 esetén
magdt a Px(z) fligguényt). Kévetkezésképp

érvényes minden k € N esetén, vagyis a generdtorfigguény egyértelmiien meghatdrozza az X
eloszlasat. Minden n € N esetén érvényes tovabbd a

(2.25) lim P (z) = i k(k—1)... (k—n+1)fx(k)

z—1—
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egyenldség, ahol a bal oldalon az 1-ben wvett bal oldali hatarérték szerepel, tovdbbd az egyen-
ldséget gy értjik, hogy amennyiben eqyik oldal véges, akkor a mdsik is, és ekkor eqyenldség
teljesiil, ha pedig eqyik oldal oo, akkor a mdsik is.

A fenti tétel egyes allitasainak bizonyitasa megtalalhato pl. a [10] konyv 8. fejezetében
(vagy barmely més bevezet analizis konyvben), a maradék allitdsok pedig az ott bizonyitott
tételek egyszert, kozvetlen kévetkezményei. Mindezekbdl egyszertien adodik az alabbi

2.5.3. Kovetkezmény. Legyen X eqy valdsziniségi valtozo, amely csak nemnegativ értéket
vesz fel, €s leqgyen a generdtorfiggvénye Px(z). Ekkor E(X) < oo pontosan akkor teljesiil, ha

lir{1 Py (2) < 00, ahol Py (2) a generdtorfiggvény derivdltja, és ebben az esetben
21—

lim Pl (z) = Py(1) = E(X).

z—1—
Tovdbbd D(X?) < oo pontosan akkor teljesiil, ha lir{l P%(z) = PY(1) < oo, ahol P¥(z) a
z2—1—
generdtorfigguény mdsodik derivdltja. Ebben az esetben P (1) = E(X) < oo, €s
D*(X) = Py(1) + P'(1) — P*(1).

Bizonyitds. Az els6 allitas kozvetlentil adodik a (2.25) formulabdl az n = 1 valasztéssal.
Ha D?(X) < oo, akkor a 2.4.3. allitds szerint E(X) < oo és igy a tétel els§ része szerint
P4 (1) = E(X), valamint E(X?) < oo is teljesiil. Tovabba

E(X*) ~E(X) =) K fx(k) =D kfx(k) = (K —k)fx(k) = lim Py(2) = Py(1)

a (2.25) formulat n = 2 valasztéassal alkalmazva (ahol persze a szamolasban azt is kihasznal-
juk, hogy a fenti értékek mind végesek). Tehat a 2.4.3. allitas szerint

D*(X) = E(X?) - E(X)? = E(X?) — E(X) + E(X) — E(X)? = Px(1) + Px(1) — P*(1),
ezzel az allitast belattuk. O

A fentiek els6 alkalmazasaként most meghatarozzuk néhéany nevezetes eloszlas generétor-
fiiggvényét, és ezek segitségével (tjra) kiszamoljuk a az eloszlasok varhato értékét és szorasat.

2.5.4. Példa. Legyen X ~ Bin(n;p), ahol n > 0 egész és p € [0;1], ekkor (mivel k& > n
esetén fx(k) =0)

n n

Px(z) =Y fx(k) =Y (Z)p’fu —p) =y (Z) (p2)* (1 —p)" ™ = (pz+ 1 —p)",

k=0 k=0

ahol az utols6 egyenlGségnél a binomialis tételt hasznaltuk. Tovabba
Py(z) =np(pz+1-p)"",  Py(z) =n(n—1)p*(pz + 1 —p)"

(a mésodik formula n = 1 esetén is érvényes, kivéve a p = 1, z = 0 esetet). Most a 2.5.3.
kévetkezmény szerint

E(X)=P¢(1)=np(p-14+1—p)" ' =np,
tovabba

D*(X) = P{(1) + P'(1) — P*(1) = n(n — 1)p* + np — n’p* = np — np*> = np(1 — p).
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2.5.5. Példa. Legyen X ~ Geo(p), ahol p € (0;1), ekkor |z| < 1 esetén

=2 Pelt =3 (=gt =) (1) = E—E

Tehat
Pl(s) = pA—(1—-p)z)+pz(1—-p) _ p
* (1—(1—p)2)? (1—(1—p)2)?
fgy
E(X) = Pi(1) = P _r_1

1-01-p-1* p* p
2.5.1. Gyakorlat. (M) Hatarozzuk meg a geometriai eloszlas szorasnégyzetét a generator-

fliggvénye segitségével.

A kovetkezs tétel kiilonosen kényelmes eszkozzé teszi a generatorfiiggvényeket, amikor
fiiggetlen valtozok Osszegének eloszlasat vizsgaljuk.

2.5.6. Tétel. Legyenek X1, ..., X, fiiggetlen, nemnegativ egész értékd valdsziniségi valtozok,
melyek generdtorfiggvényei Px,(z),..., Py, (2). Legyen mégY = X1 + --- + X,, a vdltozok
dsszege Py (z) generdtorfigguénnyel. Ekkor

Py(2) = Px,(2)... Px,(2) = [ | Px.(2)

érvényes minden z € [0; 1] esetén.

Bizonyitas. Teljes indukcidval bizonyitunk, és a tétel allitasat el6szor két valtozora igazol-
juk. Legyenek tehat X és Xy nemnegativ egész értéki fiiggetlen valtozok Py, (z) ill. Px,(z)
generatorfiiggvényekkel. Ekkor

PXl( PX2 (Zf)ﬁ ) (Zsz(l)Zl> = sz (Zf)Q fX2 m— k))

(fX1 * sz Z fX1+X2 = PX1+X2 (Z)

m=0

a 2.2.9. allitas szerint.

Legyenek most Xy, ..., X, fliggetlenek, ahol n > 2, és tegyiik fel, hogy az allitas teljestil
n-nél kevesebb valoszintiségi valtozora. Ekkor az X +---+ X,,_1 és X,, valtozok fliggetlenek,
igy a két valtozora bizonyitott egyenlGség ill. az indukcios feltevés szerint

Pyt x,(2) = Py x,1 (2) Px, (2) = Px, (2) .- Px,,(2) Px, (2),
ezzel az allitast belattuk. U

2.5.7. Példa. A fenti tétel hasznalatanak illusztralasaként (ismét) kiszamoljuk fliggetlen bi-
nomialis eloszlasu valtozok Osszegének eloszlasat. Legyenek tehat X ~ Bin(n;p) valamint
Y ~ Bin(m;p) fiiggetlen valtozok, ekkor a 2.5.4. példa szerint ezen valtozok generatorfiigg-
vényei

Px(z)=(pz+1-p)", Pr(z)=@pz+1-p"
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tehat a 2.5.6. tétel szerint az X + Y valtozd generatorfiiggvénye
Pxyy(2) = Px(2)Py(2) = (pz + 1 —p)"(pz +1—p)" = (pz + 1 —p)"™.

Ez utobbi fiiggvény viszont éppen egy Bin(n + m;p) eloszlasu valtozo generatorfiiggvényé-
vel egyezik meg, és mivel a generatorfiiggvény egyértelmtien meghatarozza az eloszlast, igy
kovetkezésképp X + Y ~ Bin(n + m;p).

Eloszlasok kozelitése

A kovetkezSkben tobb példat is fogunk latni olyan szituaciéra, amikor egy bonyolult
formulakkal megadott eloszlast més, a gyakorlati szamitasok szempontjabol praktikusabb el-
oszlassal kozelithetiink. Talédn a legfontosabb példa erre a normalis eloszlassal vald kozelités
(lasd a 3.5.3. szakaszt), ehhez azonban el6bb a folytonos eloszlasok definiciojara van sziikség.
Van azonban egy diszkrét eloszlas, amely sok szituacidban jol hasznalhatoé maéas eloszlasok
kozelitésére. Ez a in. Poisson-eloszlas, amely toébbek kozott az imént emlitett tulajdonsa-
ga miatt is szamos gyakorlati alkalmazasban kap fontos szerepet, és amellyel a kovetkezd
szakaszban foglalkozunk részletesen.

Altalaban azt mondhatjuk, hogy egy X diszkrét valtozo akkor kozelit (mas széval app-
roximéal) jol egy Y diszkrét valtozot, ha a P(X = k) valoszintiségek minden szoba jovs k
értékre kozel vannak a P(Y = k) valoszintiségekhez. Tipikusan valamilyen eloszlascsaladbol
szarmaz6 X, sorozatot fogunk tekinteni, ahol n maga is az eloszlascsalad egy paramétere,
amit viszonylag nagynak fogunk véalasztani. Amennyiben a P(X,, = k) valosziniiségek tar-
tanak a P(Y = k) valoszintiséghez, ha n tart a végtelenhez, akkor nagy n értékekre ezek a
valoszintiségek mar kozel lesznek egyméshoz.

2.5.8. Definici6. Legyenek Y, X1,..., X,,,... nemnegativ értéki diszkrét valoszintiségi val-
tozok. Ekkor azt mondjuk az X, valtozok sorozata eloszldsban konvergdl az Y valtozohoz,

ha P(X, = k) — P(Y = k) teljesiil minden k-ra, ha n — co. Ennek jele X, Ly,

A valtozok értékkészletének megszoritasara a fenti definicioban valjaban nem feltétleniil
volna sziikség, de mivel a diszkrét esetben csak ilyen példakkal talalkozunk, tovabba az
alabbi eredmény is ilyen esetekre vonatkozik, igy atmenetileg megelégsziink ezzel a specialis
definicidval. Kés6bb ezt a fogalmat ennél sokkal altalanosabban is be fogjuk vezetni.

A generatorfliiggvények fontos szerepét az approximécioknal a kovetkezs tétel biztositja:

2.5.9. Tétel. Legyenek Y, X1, ..., X,,... nemnegativ értékid diszkrét valdsziniségi valtozok,
melyeknek generdtorfigguényei Py(z), Px,(2),...,Px,(2),.... FEkkor a kovetkezd dllitdsok
ekvivalensek:

(1) P(X,, = k) = P(Y = k) minden k € N-re, ha n — oo;
(1)) P(X,, € A) = P(Y € A) minden A C N-re, ha n — oo;
(iii) Px,(z) — Py(z) minden z € [0;1]-re, ha n — oo;
() Px,(z) = Py(z) minden z € [0;n) esetén valamilyen n € (0;1)-re ha n — oo.

Bizonyitds. (i) = (ii) Legyen A C N. Azt fogjuk kihasznalni, hogy elég nagy N-re az
X,-ek értéke csak kis valoszintséggel esik N {6lé, igy az A N [N;o00) halmazba is csak kis
valoszintiséggel eshet. Ha pedig N-et fixaljuk, akkor az AN [0; N — 1] halmaz végessége miatt
aP(X, =k) — P(Y = k) allitast mar csak véges sok k-ra kell hasznalnunk.
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Fixaljunk tehat egy € > 0 szamot, és valasszuk az N € N szamot olyan nagyra, hogy
P(Y € [N;0)) < €/4 teljesiiljon. Ilyen N létezik, hiszen

(2.26) P(Y € [N;o0))= > fr(k)=> PY =k),
ke€ran YN[N;00) k=N

és mivel a Y > [ P(Y = k) sor konvergens (az értéke 1), igy (2.26)-ben a jobb oldalon allo
0sszeg 0-hoz tart.
Most minden 0 < k < N esetén legyen ny olyan, hogy |P(Y = k) — P(X,, = k)| <e/(4N)

teljestiljon minden n > ny esetén. Ha most n > m := max{ny, ..., ny_1}, akkor
N-1
S PY =k) ~P(X, = k)| <N- =
AN 4
k=0
Kovetkezésképp n > m esetén
oo N-1 N-1 N-1
Y PX,=k)=1-) P(X,=k)+ Y PY =k - PY =k)
k=N k=0 k=0 k=0
N-1 N-1
SL=D PY =k)|+ ) [PY =k) —P(X, = k)
k=0 k=0
[e'e) N—-1 c c c
3B =)+ LR = k) B, = b < T+ =

és igy
PY €A -PX,cA)|=PY eAN[O;N—-1)) +P(Y € AN[N;0))—
—P(X, € AN[0;N — 1)) = P(X, € AN[N;00))|

N-1 00 0o

<Y P =k) —P(X, =k)|+ Y PX,=k)+ > PY =k)
k=0 k=N k=N

< §+§+§ =c
42 4

Ez pedig éppen azt jelenti, hogy P(X,, € A) = P(Y € A), ha n — oc.

(i1) = (1) Ha k € N, akkor alkalmazzuk a (ii) allitast az A = {k} eseményre.

(1) = (i4i) Lényegében leméasoljuk az (i) = (i7) rész bizonyitasat annyi kiilonbséggel, hogy
az A eseményre itt nincs is sziikségiink (vagy ugy is tekinthetjiik, hogy az A = N valasztéssal
¢liink).

Legyen z € [0; 1], ekkor valaszthatunk egy olyan N egészt, amelyre

E<NTPRY = k) < Z.
;ny<k>z < kZN (Y =k) <
Hasonloképp, elég nagy n-re
N—-1 N-1
Sk = fx, (k)25 < ST IPY = k) - P(X, = k)| < Z
k=0 k=0
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[lyen n-ekre

ifxn(k:)z"” <) P(X, =
k=N

N ™

tehat

N— 00
|Py(2) — Px, (2 Z k)2 — fx, (k k’—i—fon zk+ny(k)zk <e.
= k=N

(ii) = (iv) Trivialis.

(1v) = (i) Azt kell belatnunk, hogy fx, (k) — fy(k) teljestil minden k-ra, ha n — oc.
A k szerinti teljes indukcioval bizonyitunk. Mivel Py, (0) = fx,(0), Py(0) = fy( ), és (iv)
szerint Px, (0) — Py(0), ha n — oo, k = O-ra az allitas teljesiil.

Legyen most k > 0, és tegyiik fel, hogy k-nél kisebb értékekre az allitas teljesiil. Defini-
aljuk a

P
Q) = ) 0 .0 —fonj+k

2k

il. a

Py(2) = 355 Jr ()7

Qv(z) =

fiiggvényeket. Ekkor (iv), valamint az indukcios feltevés miatt minden 0 < z < n szamra
Qx, k(2) = Qyi(z) teljesiil, ha n — oco. Tovabba, ha 0 < § < 7, akkor

- )
@x,,.1(0) — Qx, x(d)| = Zan j+k)o Z =1_5

tovabba hasonloképp |Qy(0) — Qy ()| < = 5, igy ha € > 0 egy rogzitett kicsi szam, és a
J értekét elég kicsire valasztjuk, akkor a fenti kiilonbségek e/3-nal kisebbek (n-tél fuggetle-
niil). Fixaljunk egy ilyen ¢ > 0-t, és legyen most ng olyan, hogy |Qx, r(6) — Qvi(d)| < &/3
teljesiiljon minden n > ngy esetén. Ekkor

|[fx. (k) = fr (k)] = |Qx, £(0) — Qyx(0)]

< @Qx,.x(0) = Qx, x(0)] + [@x,.1(0) — Qv (9)| + |Qyr(6) — Qyve(0)] < 3- % =e.

Mivel € tetszéleges volt, fx, (k) — fy (k) teljesiil, ha n — oo, és ezzel az allitast belattuk. [

Gyakorlatok, feladatok

2.5.2. Feladat. Legyen X egy nemnegativ egész értéki valoszintiségi véltozo, és legyen
g = P(X > k) minden k& € N esetén. Mutassuk meg, hogy a {qx}ren sorozathoz tartozo
Q(z) generatorfiiggvény konvergal a (— 1 1) intervallumon. Mutassuk meg tovabbé, hogy

minden z € (—1;1) esetén Q(z) = IPX

ahol Py (z) az X valtozo generatorfiiggvénye.

2.5.3. Feladat. Egy urnaban N darab paronként kiilonbo6zé szint goly6 van. Visszatevéssel
htizunk véletlenszertien az urnabol egészen addig, amig a kihizott golydk kozt méar r kiilon-
b6z6 szini szerepel (0 < r < N). Legyen X, a huzéasok szama.
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a) Irjuk fel X,-t fiiggetlen geometriai eloszlast valtozok Osszegeként, és hatarozzuk meg az
X, varhato értékét, szorasnégyzetét és generatorfiiggvényét.

b) Mutassuk meg, hogy

P(szkﬂ):r;[

érvényes minden 1 < k és 1 <r < N esetén. Hatarozzuk meg ismét az X, generatorfiiggveé-
nyét ennek az Osszefiiggésnek a segitésével.

2.5.4. Feladat. (M) Tekintsiik a 2.1.9. feladat masodik példajat, azaz dobéljunk egy pénz-
érmét addig, amig egymas utan 3 egyforma eredményt nem kapunk. Adjuk meg a dobésok
szaméanak generatorfiiggvényét, és szamoljuk ki a segitségével a dobasok szaménak varhato
értékét és szorasnégyzetét.

2.6. Nevezetes diszkrét eloszlasok

Az aldbbiakban tovabbi, eddig nem targyalt nevezetes eloszlasokkal foglalkozunk. Fontos-
saga miatt a sort a Poisson-eloszlassal kezdjiik, amely a gyakorlat szempontjabol is kiemelt
szereppel bir, hiszen szdmos szituacidoban jol hasznalhaté6 modellt ad. Ennek egyik oka az,
hogy tobb més eloszlas hatareloszlasaként éppen a Poisson-eloszlast kapjuk, amire példakat
is fogunk latni a szakasz soran. A Poisson-eloszlas mellett pedig megismerkediink a negativ
binomialis eloszléssal is.

2.6.1. Poisson-eloszlas

A Poisson-eloszlas gyakran jo modellt ad, ha nagyon sok egymastol ("tobbé-kevésbé") fiig-
getlen, kis valoszintségi esemény esetén azt vizsgaljuk, hogy ezekbdl hany darab kovetkezett
be. Ilyen példék lehetnek a kévetkezdk:

e cgy biztositohoz bejelentett karesetek szama egy év alatt: ebben az esetben rengeteg
iigyfele lehet a biztositonak, melyek mindegyike lényegében a tobbitdl fiiggetleniil, kis
valoszintiséggel jelent be karesetet;

e nyomtatasi hibdk szdma egy kényvben, ahol nagyon sok karakter talalhato, és ezeket
egymastol fiiggetleniil kis eséllyel nyomtatjak rosszul;

e hozzaférések szama egy szerver esetén egy adott idGszak alatt: rengeteg felhasznéld
van, akik altalaban (lényegében) fliggetleniil, kis valoszintiséggel szeretnének hozzaférni
adatokhoz.

A fenti megfogalmazas persze tobb ponton sem preciz, nem vilagos, hogy mit értiink
"nagyon sok" esemény ill. "kis" valoszintiség alatt, és a kovetkez6 példa mutatja, hogy ezzel
ovatosnak kell lenniink. Talélkoztunk mar korabban is olyan szituacioval, amikor n fiiggetlen
eseménybdl a bekovetkezSk szamat vizsgaltuk, nevezetesen a binomialis eloszlasnal, ahol
egy kisérletsorozatrol beszéltiink, és egy konkrét p valoszintiségi esemény bekovetkezéseinek
szaméat tekintettiik. Barmilyen kicsi is a p valdszintiség, amennyiben pozitiv, Ggy az eloszlas
np varhato értéke végtelenhez tart, ha n — oo, tehéat az atlagosan bekovetkezd sikerek szama
az n-nel egyiitt minden hataron tul nd.
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Nem varhatjuk tehat, hogy ezt a szituaciot egyetlen konkrét eloszlas leirja nagy n ese-
tén. A fenti helyzet elkeriilése érdekében megvalaszthatjuk a p értékét az n fliggvényében,
azonban itt is vigyazni kell, hiszen ha tul kis p-ket valasztunk, akkor eléfordulhat, hogy az
np varhato érték 0-hoz tart, ami hatéreloszlasként azt a trividlis eloszlast adné, amelynél 1
valoszintiséggel 0 a bekovetkezett események szama.

Van viszont egy koztes eset, amikor egyméshoz viszonyitva n nagy, p kicsi, de az np
szorzat se nem Kkicsi, se nem nagy. Egészen pontosan az n szamhoz tugy valasztjuk a p,
valoszintiséget, hogy a A\, = np, szorzat egy pozitiv A szadmhoz konvergaljon, ha n — oo.
Ilyenkor az n és p, paraméterekkel adott binomiélis eloszlas jol kozelithet6 egy meghatarozott
eloszlassal, amelyhez valojaban eloszlasban konvergél (lasd a 2.5.8. definiciot). Egy gyakori
valasztas a p, = A/n valoszintiség valamely pozitiv A esetén, hiszen ilyenkor az np, = A
sorozat konstans (és igy konvergens).

2.6.1. Tétel. Legyen p, € [0;1] egy olyan sorozat, amelyere np, — X € (0;00), ha n — oo.
Legyen tovabbd S, ~ Bin(n;p,) egy binomidlis eloszldsi valdszintiségi vdltozd n és p, para-
méterekkel, ekkor

k
(2.27) lim P(S, = k) = e

teljesiil minden k € N esetén. Specidlisan, a fenti egyenldség teljesil p, = A/n esetén, ahol
A >0 egy (fix) pozitiv valds szam.

Elgszor is vegyiik észre, hogy a (2.27) egyenlet jobb oldalan szerepls értékek egy valoszi-

niiségeloszlast adnak meg. Valoban, ha f(k) = e_)"]\c—lf minden k € N-re, akkor
. N A A A
Zf(k:):Ze_ EZG_ Zgze_ et =1,
k=0 k=0 k=0

ahol felhasznaltuk az e* sorfejtését, tehat a 2.1.19. allitas utani masodik bekezdésben tett
megjegyzés szerint f(k) egy valoszintiségi valtozo sulyfiiggvénye, amelynek értékei a nemne-
gativ egész szamok.

2.6.2. Definicié. Legyen X egy olyan valoszintiségi valtozo, melyre ran X = N, tovabba

minden k£ € N esetén fx(k) = P(X = k) = e*)"\k—f valamely A > 0 szamra. Ekkor azt

mondjuk, hogy X Poisson-eloszldsi A paraméterrel, ennek jelolése X ~ Pois(A).

A fenti és a 2.5.8. definicié alapjan tehat tgy fogalmazhatunk, hogy a 2.6.1. tételben
szerepld S, valtozok eloszlasban konvergalnak egy X ~ Pois(\) Poisson-eloszlast véaltozohoz

(emlékeztetiink ennek jellésére: S, NS ).

A 2.6.1. tétel bizonyitasa. Legyen k € N, a binomialis eloszlas sulyfiiggvényének értéke

P(S, = k) = (Z) Pl (L—pp)" = n<n_1)"é!<n_k+1) P (1= pu)" "

nn—1)...(n—k+1) (np,)* ( N e

. 1= _> (1—np,
nk k! n (1=pn)

A fenti szorzatban az elsd tort két 1 fGegyiitthatos k-adfokd polinom hényadosa, amely igy

1-hez tart, ha n — oo (barmely fix k-ra). Mivel tovabba np, — X, igy (np,)*/k! — \F/k!,

ha n — oo.
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Az utolso tényezs hatarértékéhez vegyiik észre, hogy p, = np,/n, és az utobbi tort
szamlaloja korlatos (mert konvergens), igy tehat m-nel a végtelenbe tartva p, — 0, és igy
1—p)F—=1"F=1

Hatra van még a harmadik tényez6 hatarértékének meghatarozasa. Ha ott np, helyére
ennek hatarértékét, azaz A-t irnank, akkor ez egy nevezetes sorozat volna e™* hatérértékkel.
Mivel np, nagy n esetén tetszélegesen kozel van A-hoz, igy az itt szereplé sorozatnak is ez
lesz a hatéarértéke, ami a fentiekkel egyiitt éppen az allitast adja.

Mindez precizen a kovetkezGképp lathatod: legyen € > 0 tetszSleges. Legyen tovabba n
olyan nagy, hogy p, < 1, % <1, [N —np,| <e/2 és végiil

(2.28) ‘ (1 - %)n —e?

teljesiiljenek. Ekkor a haromszog-egyenlGtlenség miatt

-2y <02 - (- 2) o 1) ]

A jobb oldalon a mésodik tag az n valasztasa miatt legfeljebb €/2, tovabba

<

DO | ™

e Ry (R R

=m{(1—pn)"_1+(1—pn)"_2 (1—%)+---+(1—§)n_1}S%-wl:g,

n n n

tehat a (2.28) egyenlStlenség bal oldala legfeljebb e, és igy az allitast belattuk. O

A fenti tételt pl. a p, = A/n valoszintiségekkel alkalmazva legalabb szemléletesen vilagos,
hogy mivel a binomialis eloszlasu S,, valtozok atlagos értéke az np, = A konstans, és az
eloszlasuk a A paramétert Poisson-eloszlashoz tart, igy ez utébbi eloszlas varhato értéke is A
kell legyen. Mindezt persze preciz szamolassal is alatamaszthatjuk: ha X ~ Pois()), akkor

EX) =Y ket X m oy e e
()_Z et = Z = Z i
k=0 k=0 k=1

A.e_Aiﬁ:A.e_Ai)\_k:A.e_A.e)‘:A
—~ (k—1) k! '

A szérasnégyzetre is elmondhato az el6bbi szemléletes érvelés: az S,, valoszintiségi valtozok
szorasnégyzete np, (1 — p,) = A(1 — A/n) — A, ha n — 0o, és nagy n-re ez a szorasnégyzet
kozel kell legyen a Poisson-eloszlas szorasnégyzetéhez, tehat ha X ~ Pois(\), akkor

D*(X) = A

kell teljesiiljon. Ez az allitas megint csak igazolhatod a varhatd érték esetében imént latott
preciz levezetéshez hasonloan, ezt a szamolast azonban az olvasora bizzuk.
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2.6.1. Feladat. Legyen X ~ Pois()\), szdmoljuk ki az E(X?) varhato értéket, és ennek
segitségével mutassuk meg, hogy D?(X) = \.

Megjegyezziik, hogy a fenti szemléletes érveléseinkrsl megmutathato, hogy valojaban azok
teljesen korrekt matematikai levezetések. Ennek igazolasat (hangstlyozottan nehéz) feladat-
ként tiizziik ki, melynek a(z inkabb csak a teljesség kedvéért) megadott mintamegoldasaban
a korabbiaknal nagyobb analitikus eszkoztarat hasznalunk.

2.6.2. Feladat.* (M) Mutassuk meg, hogy ha X, 1y, az E(X,) varhato értékek és
D?(X,,) szorasnégyzetek végesek és e két szdmsorozat konvergens, akkor az Y varhato értéke
és szorasnégyzete is véges, és E(X,,) — E(Y) ill. D*(X,,) — D*(Y), ha n — co.

2.6.3. Példa. Tegytlik fel, hogy egy el6adason 100 ember vesz részt. Mi a valoszintisége, hogy
koziiliik aznap legalabb egy személynek sziiletésnapja van?

Ugy tekintjiik, hogy az el6adésra egyméstol fiiggetleniil érkeztek a résztvevék (példaul sen-
ki nem hozta magaval az ikertestvérét), illetve most az egyszertség kedvéért azt is feltessziik,
hogy egy véletlenszeriien valasztott embernek azonos valoszintiséggel esik a sziiletésnapja az
év 365 napjanak barmelyikére.

Ekkor tehat a szituacio egy 100 fiiggetlen kisérletbdl allo kisérletsorozatként foghato fel:
100-szor kivalasztunk véletlenszerten és egymastol fliggetleniil egy-egy embert, és megvizsgal-
juk, hogy bekovetkezik-e az a p = = valészintiségii esemény, hogy az illetének az adott napon

van a sziiletésnapja. A kisérletsor?)(i;at soran a "sikerek" S szama egy Bin(100; %) eloszlast
valtozo, amelynek értéke tehét azon emberek szama, akiknek az adott napon sziiletésnapja
van.

A kérdés ekkor a P(S > 0) valoszintiség, amit persze konnyedén kiszamolhatunk attérve

az esemény komplementerére:

364

P(S>0):1—P(S:0):1—<%

100
) ~ 0,2399.

Nézziik meg, mit ad erre a Poisson-eloszlassal valo kozelités. A 2.6.1. tételben az np,
szorzatok sorozat kozelitett a hatéareloszlas paraméteréhez, és bar most nem eloszlasok egy
sorozatarol beszéliink, logikus valasztas magat a 100 - ?,é—5 = % szorzatot valasztani a kozelitd
eloszlas paraméterének. Ezekben az esetekben altaldban is ezzel a vélasztassal fogunk élni,
vagyis egy Bin(n;p) eloszlast egy A = np paramétert Poisson-eloszlassal fogunk kozeliteni.

Legyen tehat X ~ Pois(2), ekkor a fenti valoszintségre a

_ ()" _
PX>0)=1-P(X=0)=1—c¢ 20/73.70%:1—6 20/73 10,2396

kozelitést adjuk. Lathato, hogy a becslésiink ebben az esetben kifejezetten jo.

Altalaban a 2.6.1. tétel feltételei nem sziikségszertien adottak egy olyan szituacioban, ahol
a Poisson-eloszlassal approximalunk, tehat az alkalmazasokban nem feltétleniil egy eloszlés-
soroztarol beszéliink, hanem egyetlen (pl. binomiélis) eloszlast kozelitiink. Felmeriil ezért a
kérdés, hogy a kozelités soran elkovetett hibara adhato-e valamilyen becslés. Szerencsére van
ilyen eredmény, s6t, a sulyfliiggvényértékek abszolut eltéréseinek dsszegét is becsiilni tudjuk:

2.6.4. Tétel. Legyen S ~ Bin(n;p) binomidlis eloszlasi valdszindségi vdltozd, X\ = np €és
X ~ Pois(\), ekkor
2)2

zn:HP(S:k:)—IP(X:kﬂ <=
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A fenti allitas kovetkezik a 2.6.6. tételbdl, amelyet a szakasz végén be is bizonyitunk. A
fenti példaban mindezek alapjan a

100\? 1 200
2. (=) . — = =~ 00015
(365) 100 3652

fels6 becslést kapjuk a hibara tetszsleges, az S valtozo segitségével kifejezhetd esemény esetén!

Megjegyzés. A jegyzet korabbi szakaszaiban is talalkoztunk mar a Poisson-eloszlassal, még-
pedig az 1.1.25. tétel bizonyitasat kovetd példaban ill. az 1.1.18. feladatban, ahol (lénye-
gében) az {1,...,n} halmaz elemeinek egyenletesen véletlenszertien valasztott permutéacioit,
pontosabban azoknak fixpontjait vizsgaltuk: az itt bizonyitott eredmények tgy fogalmazha-
tok, hogy a fixpontok X,, szama eloszldsban konvergal az 1 paraméterti Poisson-eloszlashoz.
Figyeljiik meg, hogy a binomidlis eloszlasnal latottakhoz hasonléan az X,, valtozok is felir-
hatok indikatorok Osszegeként: ha A; jeloli azt az eseményt, hogy a valasztott permutécio
az 1 szamot fixen hagyja, akkor X, = 14, + --- + 14,. Ezek az események és a hozzajuk
tartozo indikatorok persze nem fiiggetlenek egymastol: pl. ha n — 1 szam fixen marad, akkor
kovetkezésképp a maradék egy elem is. Egy szemléletes érveléssel azonban indokolhaté a

c stz

koziil szamos "majdnem teljesiil", példaul a P(A; N A;) = ﬁ és P(A;)P(A)) = 5 (i #J)
értékek kozel vannak egyméshoz. Ha "viszonylag sok" esemény metszetére vizsgaljuk ezen
egyenleteket, akkor a két oldal mér lényegesen kiilonb6z6. De ezek az esetek a hatareloszlas
szempontjabol mar elhanyagolhatonak bizonyulnak (a benniik szerepls valoszintiségek "elég
kicsik"), igy legaldbbis nem nagyon meglepd, hogy ugyanigy Poisson-eloszlast kapunk ha-
tareloszlasként, mintha az indikatorok fiiggetlenek volnanak. (Mindez persze nagyon tavol
egy preciz bizonyitastol.) A szakasz fiiggelékében tovabbi konvergencidkat bizonyitunk a

permutaciokkal kapcsolatosan.

A Poisson-eloszlas gyakorlati szempontbol is igen 1ényeges, ahogy azt mar a szakasz be-
vezetd példaiban is igyekeztiink érzékeltetni. Egy tipikus alkalmazéasaban példaul egy adott
idGintervallumban bekovetkezé fiiggetlen események szamat vizsgéljuk, ilyen volt a bevezets
els6 és harmadik példaja is, most pedig egy tjabb hasonlé példan szemléltetjiik az eloszlas
hasznalatat.

2.6.5. Példa. Egy varosban egy honap alatt atlagosan 10 tiizeset torténik. Mi a valoszint-
sége, hogy a kovetkez6 héten nem torténik tiizeset?

Egy adott héten a bekovetkez§ tiizeseteket egymastol fiiggetlennek és kis valoszintiségii-
nek tehetjiik fel, igy tehat Poisson-eloszlast hasznélhatunk. A fenti informécié a tiizesetek
atlagos szaméat adja meg, amely tehat 4 hetente 10, azaz hetente 2,5. Ha Poisson-eloszléassal
szeretnénk a heti tiizesetek X szamat modellezni, akkor az atlag itt a varhatod értéknek felel
meg, amely pedig megegyezik az eloszlas paraméterével, tehat egy X ~ Pois(2,5) eloszlasu
valoszintségi valtozot hasznélhatunk.

Az, hogy egy adott héten nem torténik tiizeset, éppen az {X = 0} eseménynek felel meg,
ennek valoszintisége pedig

P(X =0) = e *° ~ 0,0821.

El6fordul, hogy nem az esetek atlagos szdma az az informécié, ami rendelkezésiinkre all.
Tegyiik fel most, hogy egy varosban 4 hétbsl atlagosan egy olyan van, amikor nem torténik
tlizeset, és szamoljuk ki annak a valoszintiségét, hogy a kovetkezd héten ketténél tobbszor
riasztjak tizhoz a tiizoltokat.
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Milyen Y ~ Pois(\) eloszlassal modellezhetnénk ezt a szituaciot? Vegyiik észre, hogy itt
valojaban annak a valoszintiségét irtuk le, hogy egy héten nem torténik baleset, ez ugyanis
a fentiek szerint 1/4, mindez pedig a P(Y = 0) = e = 0,25 egyenletben foglalhat6 ossze.
Ebbd6l mar kifejezhetd az eloszlas paramétere:

A=—1n0,25~ 1,3863,
a keresett valoszintség pedig
PY>2)=1-(PY =0+PY =1)+P(Y =2))

2

A 1,38632
=1—e? —e*AA—e*A? ~1-0,25- <1+1,3863+ ’

> ~ 0,1632.

Sok esetben el6fordul, hogy tébb kiilonb6zs eloszlast kell kezelniink egy példaban. Ma-
radva a legutolso szituacional, hatarozzuk meg, hogy a kovetkezé harom hénapban varhatdéan
hény olyan hét lesz, amikor ketténél t6bb tiizeset torténik.

Vegyiik észre, hogy itt mar nem (csak) a tiizesetek szamoljuk, a kérdés azon hetek szdmdra
vonatkozik az elkovetkezs 12 hétbdl, ahol egy adott esemény (nevezetesen {Y > 2}) beko-
vetkezik. Ez tehat egy binomidlis eloszlasu Z valtozéval modellezhets, melynek paraméterei
n=12¢é p=PY > 2)~ 0,1632. Ennek varhato értéke E(Z) = np =~ 12-0,1632 ~ 1,95,
azaz varhat6an nagyjabol két héten fog el6fordulni ketténél tobb tiizeset.

A Poisson-eloszlas alkalmazasanak jogossagat az utobbi (és mas hasonlo) példaban a ko-
vetkez6 érvelés mutatja. Tegyiik fel, hogy fliggetlen események bekovetkezésének szamét
vizsgaljuk egy egységnyi hossziisagu iddintervallumban. Képzeljiik el, hogy a vizsgélt inter-
vallumot felosztjuk n darab diszjunkt 1/n hossztségu részre. A véletlen események beko-
vetkezésének ideje véges sok pontot ad ezen intervallumban, és olyan szituaciokat tekintiink,
ahol feltehetd, hogy minden részintervallumban ugyanakkora p,, valoszintiséggel kovetkezik be
legaldbb egy esemény, tovabba az, hogy egy adott részintervallumban bekovetkezik-e legalabb
egy esemény, fiiggetlen minden mas intervallumtol.

Ha azt vizsgaljuk, hogy az egyes intervallumok foglaltak vagy iiresek-e (vagyis hogy
bekovetkezik-e ott legalabb egy esemény vagy sem), akkor egy n kisérletbsl allo fiiggetlen
kisérletsorozatot kapunk, és a foglalt szakaszok szama egy X,, ~ Bin(n;p,) eloszlastu valtozo.
Az {X,, = 0} esemény azt jelenti minden n esetén, hogy egyetlen vizsgalt esemény sem kévet-
kezett be. Ennek valoszintsége py = (1 — p,)", és ez persze minden n esetén egy pozitiv(nak
feltételezett) konstans (ebbdl valojaban p, = 1 — /po).

Ha finomitjuk a modellt, tehat n-nel tartunk a végtelenbe, akkor (1 — p,)" konvergens
(mert konstans), de az In(1 — x) hatvanysorat hasznalva

> pk o pk—l
Inpo = In(1 — p)" = nln(l — p,) = —”Z ?n = —np, 2
k=1 k=1

Mivel p,, — 0, ha n — oo, igy az utolsé Osszeg hatarértéke 1, azaz np, — A valamely A > 0
szamra.

Feltéve azt is, hogy kiilonéallo pontokkal dolgozunk, ezek elég nagy n esetén kiilénbozd
intervallumba keriilnek, és ekkor X, értéke mar a pontok szamaval egyezik meg, tehat ha-
tareloszlasban a pontok szamanak eloszlasat kapjuk, ez pedig a 2.6.1. tétel szerint a Pois(\)
eloszlas.

Megjegyezziik, hogy olyan esetek is el6fordulnak, amikor nem tehet§ fel, hogy a pontjaink
kiilonbo6zsk, ekkor az tn. Osszetett Poisson-eloszlassal dolgozhatunk, melyrél bévebben pl.
az |1] konyvben olvashatunk.
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A Poisson-approximacio hibaja (kiegészitsé anyag)
A szakasz hatraléve részében belatjuk a kovetkezé allitéast:

2.6.6. Tétel. Legyenek Ay, ..., A, C Q egyiittesen fiiggetlen események, melyekre P(A;) = p;
teljesil minden 1 < i < n esetén, és legyenek 14, a hozzdjuk tartozo indikdtorvdltozok.
Legyenek tovabba S = 14, +---+ 14, €S A\ =p1+ -+ pn, ekkor

2.29 P(S=k)—e =] <2 .
(2:20) > [ps = -y <220

Vegyiik észre, hogy a fenti allitds a p; =

S| >

(1 < i < n) valasztassal éppen a 2.6.4. tétel
allitasat adja.

A fenti tétel bizonyitasa el6tt némi technikai el6késziiletre lesz sziikségiink. Szamoljuk ki
elGszor az eloszlas generatorfiiggvényét:

o0 )\k 00 )\ k
PE)=Y et = ety B o2 e,
k=0 ' k=0

ismét csak az exponencidlis fiiggvény sorfejtését hasznalva. Megjegyezziik, hogy ennek segit-
ségével a Poisson-eloszlés varhato értéke és szorasnégyzete méar konnyen szamolhatd a 2.5.3.
koévetkezmény alapjan:

E(X)=P/(1)=X- 070 = ),

illetve
D?(X) = P"(1)+ P'(1) — P?(1) = X2 . A0 L X — N2 = ).

A generatorfiiggvény egyszert alakjabol fakadoan a 2.5.6. tétel alapjan konnyen adodik
a kovetkezd

2.6.7. Tétel. Legyenek X1 ~ Pois(\1),..., X, ~ Pois(\,) figgetlen valdsziniségi valtozok,
ekkor Xy + -+ 4+ X, ~ Pois(A + -+ \,).

Bizonyitds. A 2.5.6. tétel szerint az Osszeg generatorfiiggvénye

n n

Py yoax,(2) = H Px,(z) = H M = e(/\1+m+/\n)(2_1)7

=1 =1

ez pedig éppen a \; + --- + A, paramétert Poisson-eloszlas generatorfiiggvénye, és mivel a
generatorfiiggvény egyértelmiien meghatarozza az eloszlast, igy a tételt belattuk. [

A 2.6.6. Tétel bizonyitisa. El6szor is vegyiik észre, hogy a (2.29) egyenlétlenség bal oldala
csak a p; szamoktol, ill. az S valtozo eloszlasatol fiige. Mivel az A; események egyiittesen
fiiggetlenek, igy az 14, indikatorvaltozok is (2.2.8. allitas), igy tehat az Gsszegiik eloszlasa
csak az egyes valtozok eloszlasdnak fiiggvénye (ahogy az pl. a (2.14) formula alapjan is
latszik). Elegendd tehat az allitast tetszoleges fiiggetlen indikatorvaltozok esetén igazolni,
amelyeknek szama és eloszlasa megegyezik az 1,4, valtozok eloszlaséaval.

A bizonyitas alapgondolata az, hogy magukat az egyes indikatorvaltozokat kiilon-kiilon is
egy-egy Poisson-eloszlast valtozoval kozelitjiik tgy, hogy az egyes parok kis valoszintiséggel
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vegyenek fel kiilonboz6 értéket. Ezeket a valtozokat ugyanazon valdszintségi mezén kell defi-
nialnunk, elGszor tehat ezt a mezdét kell megkonstrualnunk. Az indikatorok fiiggetlenségének
eléréséhez valoszintiségi mezdk szorzatat fogjuk tekinteni (lasd a 2.1. szakasz végét).

Legyen el6szor ; = {0/,0”,1,2,...} minden 1 < i < n esetén, és definialjuk a P; valoszi-
niiségi mértéket az ); részhalmazain (azaz eseményein) a

k
P;(0)=1—p;; P(0")=eP —(1—p;); Pi(k)= e_p"% (k=1,2,...)

egyenldségek segitségével. Vegyiik észre, hogy az 1.1.23. allitas alapjan ezek val6ban megad-
nak egy valoszintiségi mértéket az €2; eseményein, ugyanis

Pi(0) + Pi(0") + Y Pulk) = Y et =1,
k=1 k=0 '

ahol felhasznaljuk azt is, hogy e > 1 — p; teljesiil minden p; > 0 esetén. (Ez utobbi
egyenlStlenség igazolasédhoz tekintsiik az f(zr) = e és g(x) = 1 — x fliggvényeket, ekkor
elegendd latni, hogy f(0) > ¢(0), ill. hogy a derivaltakra f'(x) = —e™* > —1 = ¢'(x) fennall
minden xz > 0 esetén.)

Ezek utan tekintsiik az 2 := 0y x - -+ x ,, eseményteret a P :=P; ® - ® P, szorzatmér-
tékkel, amelyre minden (aq,...,a,) € € esetén

n

P((as, ... an)) = [ [ Pilas)

i=1

teljestil, és definialjuk ezen a kovetkezd valoszintiségi valtozokat. Legyen
B; ={(ay,...,a,) € Q: a; #£0'},
és tekintsiik az 1p, indikatorvaltozokat. Ekkor
P(lp, =1) =P({(ar,...,an) € Q: a; #0}) =P;(Q\{0'}) =1 = P;(0') =1 — (1 — p;) = ps,

tehat az 14, és 1p, valtozok eloszldsa megegyezik, tovabba mivel kiilonbozé i-kre az 1p,
valtozok értéke az elemi eseményeknek kiilonb6z6 koordinataitol fligg, igy konnyen lathatéan
ezek az indikatorvaltozok egyiittesen fiiggetlenek (lasd a 2.1. szakasz végét).

Definialjuk tovabba az Y; valtozokat a kdvetkezSképp:

o a;, haai€{1727"‘}7
Yi((ar, ..., an)) = { 0 kiilénben.

P(KZO) :P<(a17"'7an) €Q: ai:()/ vagy aizo,/):1_pi+€_pi_(1_pi):e_pia

k
és hasonloképp minden k > 1 esetén P(Y; = k) = e‘pip—" teljestil, azaz Y; ~ Pois(p;) minden
1 < i < n esetén. Tovabba, mivel kiilonb6zs i-kre az Y; valtozok értéke az elemi események
kiilonb6z6 koordinataitol fiigg, igy konnyen lathatdan ezen valtozok is egytittesen fliggetlenek,
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ezért a 2.6.7. tétel szerint YV :=Y, 4+ --- 4+ Y, ~ Pois(p1 + - - - + pn) teljesiil. Tovabba annak
a valoszintisége, hogy az 1p, és Y; valtozok kiilonbozs értéket vesznek fel éppen

P(lp, #Yi) =1-P(1p, =0,Y; =0) = P(lp, =1,Y; =1)
(2.30) =1-P(0)—Pi(1) =1~ (1 —p;) — e Pip; = pi(1 — e P) < p?

ismét felhasznalva az e™? > 1 — p; egyenlGtlenséget.
Legyen S" = 1p, +--- 4+ 1p,, és vegyiik észre, hogy az allitas igazolasdhoz a

Y P =k) —PY = k)

Osszeget kell becsiilniink. ElGszor bontsuk szét a tagokban szerepld valdszintségeket:

P(S' = k) —P(Y = k)
B +P(S' =k Y £k) — [P(S =k Y =k) +P(S' #k,Y = k)]
—P(S' = kY £k) —P(S £k Y =k),

igy tehat e kiilonbségek abszolit értékét az egyes valosziniiségek Osszegével feliilrsl becsiilve
Z IP(S"=k)—P(Y =k)| < Z[IP(S’ =kY £k +PS" #EkY =k)]=2P(5" #Y).
k=1 k=1

Ha S" # Y, akkor nem teljesiilhet az 1, = Y; egyenl6ségek mindegyike, azaz

{"#Y}C{lp, #Yi}U- - U{lp, # Yo},

és igy az 1.1.20. allitas, tovabba az 1.1.14. feladatban szerepld els6 egyenlStlenség (a mérték
szubadditivitésa), valamint (2.30) miatt

P(S'#£Y) <> Plp, #Y;) <Y 1},
i=1 i=1
ezzel pedig az allitast belattuk. ]

Fiiggelék: permutaciok ciklusfelbontasa

Térjiink most vissza az 1.1.18. feladat példajahoz: egy osztalyban kisorsoljak, hogy ki
kit ajandékoz meg Mikulas napjan, n didk felirja a nevét egy cetlire, amit bedobnak egy
kalapba, majd minden didk véletlenszertien kihizza a megajandékozandd osztalytarsat. A
fenti feladatban azon didkok szamat vizsgaltuk, akik sajat magukat huaztak.

Hasonloképp feltehetjiik a kérdést, hogy hény olyan paros lesz, amiknek a tagjai egymaést
huzzak ki. Vagy még altalanosabban, vizsgalhatjuk azon csoportokat, akik egymas kozott
huznak, de nem oszlanak kisebb ilyen csoportokra. Tegyiik fel, hogy egy ilyen csoportban
k > 1 didk van, és valasszuk ki egyikiiket, akit a;-gyel jeloliink, legyen tovabba a, az altala
hazott didk. Ha most k& > 2 is teljesiil, akkor as nem huzhatja a;-et (mert akkor ketten egy
kisebb részcsoportot alkotnanak, akik egymés kozt huznak), jeloljiik tehat as-mal az altala
hizott didkot. Igy folytatva a sort, legyen a,,1 az a didk, akit a; huzott.

Mivel véges sok didk van, el6bb-utébb az a; csiicsok kozt lesz ismétlgdés. Megmutatjuk,
hogy az elsé ismétléds didk aq lesz. Mindezt abrazolhatjuk egy irdnyitott graf segitségével,
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ahol a didkok a csticsok, és (a;, a;) egy €l, ha az a; didk a;-t hiizza. Mi eleve gy valasztjuk
a jelolést, hogy a vizsgalt csoportban — ami egyben a graf egy (iranyitatlan) komponense —
az élek (a;, a;11) alakuak egészen addig, amig az ismétlddés meg nem torténik. Most éppen
azt fogjuk megmutatni, hogy ez a komponens val6jaban egy iranyitott kor, tehat irdnyitott
értelemben is egy komponense a grafnak.

Mivel mindenki pontosan egy cédulat hiz, és ezek persze kiilonbozsk, igy mindenkit
kihtiznak, és mindenkit pontosan egyvalaki hiz ki, igy ebben a grafban minden cstcs ki- és
befoka 1. Tehat az ismétl6ds cstcs j indexe nem lehet 1-nél nagyobb, hiszen akkor a;-nek
a befoka 1-nél nagyobb volna (lasd az alabbi abrat). Tehat az egész graf irdnyitott korok
diszjunkt unioja.

@

Az els6 ismétl6dd csuces indexe nem lehet 1-nél nagyobb

A most kapott eredményeket absztraktan is megfogalmazzuk. Az n didk neveinek egymas
kozti kihuzasat megfeleltethetjiik egy hozzéarendelésnek: az [n] := {1,...,n} halmaz eleme-
ihez rendeljiik a halmaz egy mésik elemét Ggy, hogy minden elemet pontosan egy elemhez
rendeliink hozza. Azaz minden htizas megfeleltethets az [n] halmaz egy 6nmagéara térténd
bijektiv leképezésének, amelyeket az [n] halmaz permutdcidinak neveziink. Altalaban, egy X
halmaz onmagéra torténd bijektiv leképezéseit az X halmaz permutacidinak nevezziik, ezek
Osszességét Sx-el jeloljik, az X = [n| halmaz esetén pedig hagyomanyosan az .S, jelolést
hasznéljuk.

Bar a tovabbiakban nem lesz ra sziikségiink, mégis érdemes megemliteni a permutéaci-
ok egy fontos tulajdonsagat, mégpedig, hogy ha két ilyen bijektiv leképezést egymés utéan
alkalmazunk (komponalunk), szintén az alaphalmaz egy énmagara valo bijektiv leképezését
kapjuk. Masképp szoélva a permutaciok Sx halmaza zdrt a kompozicio miveletére nézve:
f,g € Sx esetén fog e Sy, ahol minden x € X esetén (f o g)(x) = f(g(x)).

A fiiggvénykompozicié tehat egy mdvelet a permutaciok halmazan, azaz barmely két
permutacidhoz egy harmadikat rendel. Ennek a mtiveletnek van néhany fontos tulajdonsaga,
amely emlékeztet a megszokott aritmetikai mtveletek tulajdonsagaira (az alabbi irasmodot
hasznalva leginkabb a szorzaséra). ElGszor is, a kompozicié asszociativ, azaz f,g,h € Sx
esetén (fog)oh = fo(goh). Valoban, minden = € X esetén

((fog)oh)(z) = (fog)(h(x)) = f(g(h(x))) = [((goh)(x)) = (folgoh))(z),

igy a két leképezés egyenld egymassal. Van tovabbé egy permutacid, nevezetesen az idx
identitas (ez minden x € X-hez 6nmagét rendeli), amellyel a permutéciokat komponalva
azok nem valtoznak: minden f € Sx esetén

foidX:idXof:f.

A fenti egyenlet a szokéasos aritmetikai mtiveleteknél az 1-gyel val6 szorzasnak a megfelelGje.
Végiil, mivel a permutaciok bijekciok, ezért létezik az inverzfiiggvényiik, amely a komponéa-
lasra nézve is inverz a kovetkezd értelemben: minden f € Sy esetén van olyan f~! € Sy,
amelyre

foft=f"1of=1idy.
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A fenti egyenlet a szamok szorzasédnal a reciprokkal valo szorzasnak felel meg. Fontos kii-
16nbség azonban az aritmetikai miveletekhez képest, hogy a kompozicio mivelete | X| > 2
esetén nem kommutativ (mutassunk erre egy példat).

Az el6z6 bekezdésben foglaltakat tomoren gy fogalmazzuk meg, hogy az Sy halmaz a
kompozici6 miiveletével egyiitt egy tn. csoportot alkot, amely egy alapvetd algebrai struk-
tura. Bar ennek absztrakt definiciojat és kiilonféle tulajdonsagait a tovabbiakban nem rész-
letezziik (ezekrdl az érdekldds olvaso részletesen olvashat pl. a [4] kényvben), itt most mégis
rogzitjiik a szokasos elnevezéseket:

2.6.8. Definici6. Az Sx halmazt a kompozicié miveletével egyiitt az X-hez tartozd szim-
metrikus csoportnak nevezzilkk. Ha X = [n], akkor az S,, csoportot n-edrendd szimmetrikus
csoportnak nevezziik.

A fiiggelék elején latottak szerint egy tetszéleges f € S, permutacio esetén definidlhatjuk
azt a G iranyitott grafot, amelynek cstcsai az [n| halmaz elemei, és (7, j) pontosan akkor
éle Gy-nek, ha j = f(i). A fentiek szerint a Gy graf minden f € S,-re diszjunkt iranyitott
korok unidja. A permutaciok egy fontos specidlis tipusaihoz tartoznak azok, amelyekre ez a
graf egyetlen iranyitott kor kivételével csak hurokéleket (1 hosszu koroket) tartalmaz:

2.6.9. Definici6. Az f € S, permutéaciot egy k hosszu ciklusnak nevezziik, ha vannak olyan
ai,...,a; € [n] elemek, amelyre 1 < i < k esetén f(a;) = a;41, tovabba f(ax) = a1, valamint
minden ezektsl kiulénbozs b € [n] elemre f(b) = b teljestil. A fent leirt ciklust (a;...ay)
jeloli. Ha k = 2, akkor a ciklust cserének is nevezziik, k = 1 esetén f az identitéas.

Vegyiik észre, hogy az utobbi jeldlés k& > 1 esetén nem egyértelmt, hiszen

(a1...a) = (ag...apaq) =+ = (agay ... ax_1)

mindig teljesiil (mindegy, hogy az irdnyitott kor mely cstcsabol indulva jarjuk azt korbe).
Vilagos tovabbé, hogy ha az (a; ...ag) ill. (by...b;) ciklusokban az {ay,...,ar} és {b,... b}
halmazok diszjunktak (az ilyen ciklusokat diszjunkt ciklusoknak nevezziik), akkor a két per-
mutacioé egymassal felcserélhetd:

(al...ak)o(bl...bl):(bl...bl)o(al...ak).

Valoban, mindegy, hogy el6szor melyik leképezést hajtjuk végre, mert a téle diszjunkt masik
halmaz elemeit mindig helyben hagyjuk.

Ha f két, 1-nél hosszabb diszjunkt ciklus kompozicioja, akkor konnyen lathato, hogy a
hozza tartozo Gy graf két diszjunkt, legalabb 2 hosszu iranyitott kér unioja (agy értve, hogy
a korokre nem illeszkedd tobbi csticsbol egy hurokél indul ki). Analog allitas érvényes m
nyilvan megfordithato: lattuk, hogy a Gy graf minden f € S, esetén diszjunkt kordk unioja,
igy tehat felirhaté diszjunkt ciklusok kompozicidjaként, a korok csucsait véve be ezekbe a
megfelel§ sorrendben. Ez a felbontéas rdaadasul (ha az 1 hosszu ciklusokat is hozzavessziik)
a ciklusok sorrendjétdl eltekintve egyértelmt, hiszen a G graf kolcsonosen egyértelmien
meghatarozza f-et és a ciklusfelbontast is. Bebizonyitottuk tehéat a kovetkezét:

2.6.10. Tétel. Minden f € S, a sorrendtdl eltekintve egyértelmien irhato paronként disz-
gunkt ciklusok szorzataként (kompozicidjaként) vigy, hogy [n] minden eleme szerepel egy cik-
lusban.
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Az alabbi dbra azon f € S; permutaciohoz tartozé Gy grafot abrazolja, amelyre f(1) =7,
f(2)=4, f(3)=3, f(4) =6, f(5) =2, f(6) =5és f(7) = 1. A permutacio ciklusfelbontésa

ILOX

Az aldbbiakban a ciklusfelbontésokban szerepld adott hosszuségu ciklusok dtlagos szamat
vizsgaljuk. Bar az 1 hosszu ciklusokat az algebrai érvelésekben altalaban elhagyjuk (hiszen
ezek minden esetben az identitas leképezést adjék), szamunkra azonban ezek is lényegesek
lesznek, hiszen a ciklusfelbontédsban éppen ezek reprezentaljak a permutaciok fixpontjait, azaz
a fixpontok szama éppen az 1 hosszua ciklusok szama, ezt az esetet pedig a tovabbi vizsgalatok
soran nem szeretnénk kizarni.

A k hosszu ciklusok atlagos szamat egy varhato értékként reprezentaljuk: valasszuk ki
egyenletesen véletlenszertien 5, egy elemét, és minden 1 < k < n egész esetén jelolje Xi a k
hosszu ciklusok szamat a valasztott permutécio diszjunkt ciklusfelbontésédban, ekkor az E(X)
varhato értékeket keressiik. Az 1.1.18. feladatban meghataroztuk az X, valtozo eloszlasat,
azonban az eloszlas és a definicié6 hasznélata nem a legegyszertibb modja a varhatd érték
kiszamolasanak. Ehelyett irjuk fel Xi-et indikatorvaltozok Osszegeként: ha A; jeloli azt az

eseményt, hogy az i elemet a permutacio fixen hagyja, akkor X; =14, +---+14,, és
B - B - (=1
E(Xy) = ;E(]IAJ = ;P(Ai) =n-— =1

hiszen egy adott elemet (n — 1)! permutéacié hagy fixen, mert a tébbi n — 1 elemnek egy
tetszGleges egymas kozti bijektiv megfeleltetése ilyen, dsszesen pedig n! permutacié van.

Hasonl6 érvelés adhato nagyobb k-kra is. Ha példaul a cserék varhato értékét szeretnénk
meghatéarozni, akkor minden {7,j} C [n] kételemi halmazra tekinthetjik azon események
indikatorat, hogy a permutécio az i # j elemeket cseréli meg, X, ezen események indikatora-
inak Gsszege. Altalaban minden (ay . .. as) ciklushoz hozzarendeljiik azt az A(ay...ap) €S€MENYL,
hogy a ciklus szerepel a valasztott permutacié felbontasaban, ekkor

Xk: Z ]lA(a1~--ak)‘

(a1...ax)

Ugyanazt az (a;...ax) ciklust k darab szamsorozat is meghatarozza, ezen ciklusok szama

tehat n {
enal —m—
ktn — k)" &

E(Xy)= > E(la, )= > P(A(al..,ak)):k(nfi o (n ;!k:)! _ %

(a1...ax) (a1...ar)
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mert a ciklus elemeitdl kiilonbozs elemeket tetszélegesen permutéalva (n — k)! olyan permu-
taciot kapunk, amiben egy adott ciklus szerepel.

Vegyiik észre tovabba, hogy a valasztott permutacioban szerepld ciklusok Osszes széma
Xy + -+ X, igy a fenti eredményeket és a varhato érték linearitasat hasznéalva belattuk a
kovetkezdt:

2.6.11. Tétel. Az S, elemeinek diszjunkt ciklusfelbontdsdaban szerepld k hosszu ciklusok dtla-
gos szama minden 1 < k <n esetén 1/k, tovabbd a permutdciok ciklusfelbontdsdiban szerepld

osszes ciklus szdma dtlagosan
n

1
ZE =Inn+ v+ o(1),
k=1
ahol v ~ 0,55721 ... az Euler-konstans.

Most fix n mellett meghatarozzuk az X, valtozok eloszlasat. Ehhez tetszéleges 1 < k < n
ésy = (ay .. .ay) ciklus esetén jelolje A, azt az eseményt, hogy ez a ciklus szerepel a valasztott
permutacié diszjunkt ciklusfelbontasban. Az, hogy X, = m érvényes, éppen azt jelenti, hogy
(fix k mellett) ezen események koziil pontosan m darab teljesiil. Alkalmazzuk most az 1.1.17.
feladatot a P(X} = m) valoszintiség kiszamitasara. A feladat a) része szerint

(2.31) = g (mﬂ) Smis

=0

ahol Cj-val jelolve a k hosszt ciklusok halmazat

(2.32) Sy= Y P (ﬂ AW> :

cca, v€C
|C|=¢

A fenti Gsszegben nyilvan csak olyan C' ciklushalmazokhoz tartozik 0-t6l kiilonb6zs valo-
szintiség, amelyek csak paronként diszjunkt ciklusokat tartalmaznak (hiszen nem diszjunkt
ciklusok egyszerre nem szerepelhetnek egy diszjunkt ciklusfelbontasban). Tovabba egy cik-
lusfelbontasban maximum |7 | darab k-ciklus szerepelhet, igy ennél nagyobb f-re S, = 0.
Tehat a (2.31) egyenlSségben egyrészt 0 < m < [ 7] teljesiil (méskiilonben a valészintség 0),
a jobb oldalon 1év6 szummaban pedig az mdexnek elegends (7| — m)-ig futni.

Ha rogzitiink ¢ darab diszjunkt k-ciklust, azaz a (2.32) egyenl@ség jobb oldalan rogzitiink
egy C halmazt, akkor a ciklusokban nem szereplé maradék n — ¢ - k elemet akarhogyan per-
mutalhatjuk, tehat 6sszesen (n—¢-k)! olyan permutécio lesz, amelynek a ciklusfelbontésaban
a C-ben 1év6 ciklusok szerepelnek. Vagyis egy ilyen fix C-re

n—€ k
P(na)-

Meghatarozzuk, hogy hanyféleképp valaszthatunk £ diszjunkt ciklust, azaz hanyféleképp
valaszhatjuk a C' halmazt a (2.32) jobb oldalan, hogy a hozza tartozo valoszintiség 0-t6l kii-
16nb6z6 legyen. A C-ben szereplé ¢ diszjunkt k-ciklust leirhatjuk elemek egy ¢ - k hosszi
sorozataval (az egymést kovets k-as blokkok hatarozzak ekkor meg a ciklusokat), ezekbdl
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pedig darab van. Azonban ilyen moédon egy adott C' halmazt tobbszor is meg-

n!
(n—10-k)!
szamolunk, egyrészt permutalhatjuk az ¢ darab k-as blokkot, méasrészt minden blokkon beliil
(fiiggetlentil a t6bbitsl) még k varians irja le ugyanazt a ciklust (k-szor eltolhatjuk az eleme-

ket, az utolsokat mindig a ciklus elejére irva). Vagyis

g 1 n! (n—0-k)! 1
TR0 (n—( k) n! kG
Mindezt egybevetve
L#]—m . Li7m /
P(X, =m) = —-1)° : = T
(Xk =m) £ (=1) ( m )km+l-(m+z’)! km - m! ZZ; !

Ha most az m és k értékeket fixaljuk, és n-nel tartunk a végtelenbe, akkor a fenti valdszi-

e (1/R)

m
niiség hatarértéke e s belattuk tehat a kovetkezét:
m

2.6.12. Tétel. Ha n tart a végtelenbe, akkor S, elemei kéziil eqyenletesen véletlenszerien
vdalasztva, a vdlasztott permutdcio diszjunkt ciklusfelbontdsdban szerepld k-ciklusok szamdnak
eloszldsa eloszldasban tart az 1/k paraméterid Poisson-eloszldshoz.

Végezetill még egyszer kiszamoljuk az X valtozok varhato értékét, ezuttal a definicio
alapjan, felhasznélva az eloszlasukat. Ha § < k < n, akkor persze X}, annak az eseménynek
az indikatora, hogy a valasztott permutacioé ciklusfelbontasaban van egy k hosszu ciklus,
tehat E(X}) ennek az eseménynek a valoszintsége, azaz 1/k.

Ha k < n/2, akkor

12 plom T 2)om .
1 (=1/k)’ 1 (=1/k)’

E(X;) = . I N S v

)= 2 m ; i =k (m 1) ; i

1 1 k) 1 1 T (—1/k)
1 5L SN

7!

[tt az utolso kifejezésben

(—1/k)
k™ - m) Z 1! )

annak a valoszintisége, hogy S, _ egy elemének diszjunkt ciklusfelbontasaban m darab k-
ciklus szerepel, ezt pedig minden lehetséges m-re Gsszegezve 1-et kapunk, vagyis E(Xy) = 1/k.

Gyakorlatok, feladatok

2.6.3. Gyakorlat. Egy szamitogépes szervizben egy honap htusz munkanapjabol atlagosan
kettén nincsen reklamacio. Poisson-eloszlést feltételezve mennyi annak a valoszintisége, hogy
egy adott napon legalabb harom reklamacio érkezik?

2.6.4. Gyakorlat. Egy egyetemen nagyon sok telefonkésziilék van, amelyek egymastol fiig-
getleniil romlanak el azonos, egyenként kis valdszintiséggel. Az év 365 napjabol atlagosan
10 olyan nap van, hogy egyetlen késziilék sem romlik el. Varhatéan hany telefon romlik el
egy nap? Mennyi azon napok szamanak varhato értéke, amelyeken 2 vagy 2-nél tobb telefon
romlik el?
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2.6.5. Gyakorlat. Egy varosban az utakon 25% az olyan napok arénya, amikor egyetlen
baleset sem torténik. Rengeteg aut6 kozlekedik, nagysagrendileg minden nap ugyanannyi, és
minden aut6é egymastol fliggetlen, egyforma valdszintiséggel okoz balesetet. Mennyi annak a
valoszintisége, hogy a jové héten pontosan 2 napon lesz 1-nél tébb baleset?

2.6.6. Gyakorlat. Egy konyvtarban minden kényvet minden hénapban legfeljebb egy ember
kolesonoz ki, legfeljebb egyszer és csak arra a honapra. A konyvtarba egyre tobb konyvet
hoznak, de a latogatok szama nem novekszik, ezért ahogy telik az id6, egy-egy konyvet egyre
kisebb valoszintiséggel vesz ki valaki egy adott honapban. A megfigyelés kezdetétsl szamitott
k-adik honapban (ahol k > 1 egy egész szam) 3k konyv van a kényvtarban, és mindegyiket
egymaéstol fiiggetleniil 1/k valoszintiséggel veszi ki valaki.

a) Hatarozzuk meg (pontosan) annak a valoszintiségét, hogy a 68. honapban legalabb 3
konyvet vesznek ki a konyvtarbol, és adjuk meg a 68. honap soran kivett konyvek szamanak
szorasat.

b) Kozelitsiik nagy k esetén annak a valoszintiségét alkalmas approximacioval, hogy a k-adik
hénapban legalabb 3 konyvet vesznek ki.

2.6.7. Feladat. Bizonyitsuk be a 2.6.7. Tételt a 2.2.9. allitas segitségével is.

2.6.8. Feladat. (M) Béla minden héten pontosan egy sorsjeggyel jatszik, de minden héten
més sorsjegyet vesz. Az els6 héten, amikor jatszani kezd, olyat, amellyel a nyerés esélye
%, majd minden rakovetkez6 héten olyat, amivel a nyerés esélye az el6z6 heti esélynek a 1%—
szerese. Ha az egyes sorsjegyekkel egymastol fliggetleniil lehet nyerni, akkor adjunk kozelitést
annak valoszintiségére, hogy Béla az els§ 7 héten legalabb egyszer nyer. Adjunk becslést a

kozelités hibajara.

2.6.2. Negativ binomialis eloszlas (kiegészits anyag)

Tekintsiink egy kisérletsorozatot, ahol a kisérleteket egymastol fiiggetleniil végezziik, és
minden esetben egy 0 < p < 1 valészintiségli esemény bekovetkezésére varunk. Lattuk, hogy
ha X jeloli az elsg sikerig elvégzett kisérletek szaméat, akkor X; ~ Geo(p). Legyen most X,
az r-edik sikerig elvégzett kisérletek szama. Mi lesz X, eloszlasa? Nyilvan r > 1 esetén

P(X,=1)= =P(X,=r—1)=0.

Ha k > r egész, akkor X, = k esetén a k-adik kisérlet sikeres kell legyen. A maradék k& — 1
kisérletbdl r — 1 sikeres és igy k—1— (r—1) = k —r sikertelen. A sikeres kisérletek sorszamat
(fj)—féleképp valaszthatjuk, és persze minden egyes véalasztas meghatarozza a sikertelen
kisérletek sorszamét. Ezek egymastol fliggetleniil p ill. 1 — p valoszintséggel kévetkeznek be,
vagyis

kE—1
(2.33) P(X, =k) = ( 1)pr(1 —p)kT.
7” —
Vegyiik észre, hogy az r = 1 esetben a fenti formula (a varakozasoknak megfelelGen) a

geometriai eloszlast adja. Tovabba a binomiélis egytitthato (1.1) definialo formulaja alatt tett
megjegyzéseink értelmében a fenti binomialis egytitthatot 1 < k < r esetén 0-nak definialjuk,
és igy a (2.33) ekkor is érvényben marad.

Az irodalomban bevett szokas, hogy az r-edik sikerig elvégzett kisérletek X, szdma helyett
az r-edik sikerig bekovetkezett kudarcok Y, szamét tekintik. Mivel érvényes az Y, = X, —r
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Osszefiiggés, igy megszlinik az a kényelmetlen helyzet, amit az jelentett, hogy az X, legkisebb
felvett értéke r lehet, és ez némileg egyszertsit bizonyos szamolasokat is. Az Y, valtozok
értékkeészlete minden r € NT esetén a természetes szamok N halmaza, és

E+r—1

P(K:k):P(Xr=k+r):( o

>p’“(1 -

2.6.13. Definicié. Az X valoszintiségi valtozo negativ binomidlis eloszlast r € Nt és p €
(0; 1) paraméterekkel, ha,

(2.34) fx(k) =P(X =Fk) = (k ji; 1)19’"(1 -p)

teljestil minden k£ € N esetén. Jelolése: X ~ NB(r;p).

Bar a fenti gondolatmenet nagyon szemléletes, de a formulak alapjén els6 ranézésre nem
feltétlentil nyilvanvalo, hogy itt valoban egy valoszintiségeloszlast definidltunk. Ezt az alab-
biakban ellendrizni fogjuk. Ennek el6készitéseként elGszor definidljuk az tn. altalanositott
binomialis egyiitthatot a kovetkezSképp: legyen oo € R tetsz6leges valos szém és k € N, ekkor

(Z) _ a(a—l)..]%!(a—k+1).

Az altalanositott binomidlis egyiitthatok (neviiknek megfelelGen) szerepet jatszanak a
binomiélis tétel egy altalanositasdban. Idézziik fel elGszor e tétel allitasat: tetszéleges a,b € R
valos és n € NT pozitiv egész szamokra

w3 (2

k=0

(Emlékeztetiink, hogy definici6 szerint 0° = 1, igy a formula valoéban tetsz6leges a, b szamokra
érvényes.) Ha most k > n egész szamokat is megengediink a szummaban, akkor a binomialis

c stz

hasznalva) 0 értéki tagokat vesziink hozza az eredeti Gsszegiinkhoz, igy az - formélisan leg-
alabbis - egy végtelen Osszeggé valik. Ahhoz persze, hogy értelmes kifejezéseket kapjunk az
Osszegben, az is sziikséges, hogy a b szdm negativ hatvanyai is definidlva legyenek, hiszen
n — k értéke k > n esetén negativ lesz. Ehhez elég, ha b # 0 teljesiil, ekkor azonban a 0"
szammal le is oszthatjuk az egyenletet, és a binomialis tételt végiil az

(1+2)" = g (Z)ﬁ

formaba irhatjuk, ahol x = a/b. Ez az az alak, ami (bizonyos feltételek mellett) altalanosit-
hato tetszdleges valos kitevére:

2.6.14. Tétel (Altalanositott binomiélis tétel). Legyen a € R, ekkor minden z € C, |z| < 1

esetén -
(1+x)* = Z (Z)xk

k=0
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Miel6tt a tételt bizonyitanank, a segitségével ellendrizziik, hogy a (2.34) formula valéban
egy valoszintségeloszlast definial. E formula jobb oldalan allo kifejezéseket 6sszegezve minden
k € N-re a kovetkezd adodik:

(2.35) i (k:izl)pr(l—p)k = :0 (k+]:— 1)(1 - ),

k=0

tovabba a ¢ = 1 — p jeloléssel a fenti tétel szerint

P = (1—q) "= <—T)(_q>k _ —r(—r— 1)...(—7‘—k+1)(_q>k

k k!
k= k=0
“(k—=14+7)...(r+1r (k=147
:E:( ) ( )qk: (l—p)k,
k! k
k=0 k=0

vagyis a (2.35) jobb oldala p"p~" = 1.
A fenti szamolas egy melléktermékeként kapjuk, hogy a (2.34) formula a kovetkezd (gyak-
ran hasznélatos) alakba irhato:

-

el = (3 )0 -t

Az el6z6 formuldban 1év6 binomiélis egytiitthatok fels§ paramétere negativ, innen a "negativ
binomialis" elnevezés. Vegyiik észre, hogy ez utobbi képlet valdojaban tetszéleges pozitiv valos
r esetén egy valoszintségeloszlast definial, hiszen a fenti szdmolas 1ényeges része érvényben
marad (azon részek kivételével, ahol az r a binomiélis egyiitthatok als6 paraméterében sze-
repel). Az r pozitivitasa ahhoz sziikséges, hogy valoban nemnegativ sulyokat kapjunk. Ez
jol latszik példaul a

E+r—1

e = ("1 -

ekvivalens definiciobol (k € N). Eszerint tehat a fenti képlet(ek) segitségével tetszdleges
r € Rt és p € (0;1) paraméterekre definidltuk a negativ binomialis eloszlast (bar annak az
egész értékekhez tartozo szemléletes interpretacioja tetszéleges valos r esetén nem adhato).
Az attekinthetdség kedvéért kiilon kiemeljiik itt ezt az altalanos definiciot:

2.6.15. Definicio. Az X valoszintiségi valtozo negativ binomidlis eloszlasa r € RT, p € (0;1)
paraméterekkel, ha

g&@ﬁz<;>G4Vﬂﬂ—pf=<k+;{vﬂﬂ—pf

teljestil minden k € N esetén. Jelolése: X ~ NB(r;p).

A 2.6.1. tétel bizonyitdisa. Az f(x) = (1+z) fiiggvény holomorf az |z| < 1 egységkoron (a
hatvanyt (példaul) a logaritmus regularis f6aganak segitségével definidlva), igy ott a 0 koriil
hatvanysorba fejthetd:

xk

. fk)
fy =3 20

érvényes |r| < 1 esetén, ahol k € N esetén f*) jelsli az f fiiggvény k-adik (komplex) deri-
valtjat (k = 0 esetén magat az f fiiggvényt). Az f*)(0) érték tehat a(a —1)...(a —k+1),
igy a tétel allitasa kovetkezik. ]
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Az aldbbiakban kiszamoljuk a negativ binomialis eloszlas varhato értékét és szorasnégy-
zetét. Vegylik észre, hogy ez nagyon egyszertien adddik abban az esetben, ha az eloszlas r
paramétere egy pozitiv egész. Ugyanis ekkor a szakasz elején hasznalt jeloléseket hasznalva
elegends az Y, ~ NB(r;p) valtoz6é varhato értékét és szorasnégyzetét meghatérozni. Léat-
tuk tovabba, hogy Y, = X, — r, ahol X, jeloli az r-edik sikerig elvégzet fiiggetlen kisérletek
szamat, tehat E(Y,) = E(X,) — r. Viszont az X, valtozo felirhato

X, =Z14 -+ 2

alakba, ahol Z; jeloli az els6 sikerig elvégzett kisérletek szamét, Zs az elsS sikert kovetSen
a masodik sikerig elvégzett kisérletek szaméat stb. Szemléletesen nyivlanvalo (de precizen
is konnyen belathato), hogy ezek a valtozok egylittesen fiiggetlen p paramétertd geometriai
eloszlasnu valtozok, igy tehat

B(Y,) =r B(Z)—r=——r=r (g=1-p)

p

tovabba

D(¥;) = DA(X) =1 DA(Z) =7 E =

Ezeket a formuladkat most belatjuk egy altalanos r € RT paraméterre is, ehhez pedig

a generatorfliggvényeket hivjuk segitségiil. Legyen tehat X ~ NB(r;p), ahol r € RT és

p € (0;1). Szerencsére az alabbi szamoldsokhoz nagyon hasonlé szamolésokat mar kordbban

is elvégeztiink, igy az altalanositott binomidlis tétel segitségével konnyen zart alakra hozhato
az X valtozo Px(z) generatorfliggvénye: minden z € [0; 1] esetén

Pe) =3 () -prs = S ()= e
. —r _ v
:p<1—(1—p)2) 7(1—(1—]9)2)74

Tovabba

T s

p
(1= (L=p)z)*"

igy (ismét a ¢ = 1 — p jelolést hasznalva) E(X) = Py (1) =r- T,

p
(1= (1=p)z)**

Ple(z) = r(1 - p) P(z) = r(r + 1)(1 - p)?

p
2 vy ooy T+ )¢ rq ¢ rqlg+p) g
Hﬂﬂ—%m+%m—%®——7y—+?—ﬁ——‘ﬁ =rs

Az alabbi feladat egy harmadik médszert mutat ezen paraméterek meghatarozasara.

2.6.9. Feladat. Legyen f,.,(k) egy r, p paramétert negativ binomialis eloszlast valoszintségi
valtozo sulyfiiggvénye (r € R, p € (0;1)). Mutassuk meg, hogy minden k € N* esetén

q
k- frp(k) :T'g'fr-i-l;p(k_l) (g=p—1),
és vezessiik le ebbdl a negativ binomialis eloszlas varhato értékének képletét. Keressiink a

fentihez hasonlé rekurzios formulat, aminek segitségével meghatarozhato az eloszlas szoras-
négyzete.
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A szakasz zarasaként megmutatjuk a negativ binomialis eloszlas és a Poisson-eloszlas
kapcsolatat. Ha egymastol fiiggetleniil kisérleteket végziink addig, amig egy p valoszintiségti
esemény r-szer bekovetkezik, ahol r egy nagy pozitiv egész, tovabba a siker valoszintisége egy
kisérletnél nagy, akkor a sikertelen kisérletek szama voltaképp sok kis valoszintiségi esemény
koziil a bekovetkezok szamat jelenti (persze az, hogy hényszor is probalkozunk valojaban,
szintén a véletlentd] fiigg).

Felmeriil tehat a lehetdség, hogy a Poisson-eloszlassal kozelitsiink, ezek a kis események
azonban nem fiiggetlenek. Jelolje A; azt az eseményt, hogy az i-edik kisérletet még elvé-
gezziik, és az sikertelen lesz. Ekkor, mivel az r-edik kisérletet mindenképp elvégezziik, igy
P(A,) = 1 — p teljesiil, viszont az (r + 1)-edik kisérletet méar nem feltétleniil végezzik el. Az
A,41 esemény azt jelenti, hogy vagy sikeres az els6 r esemény, igy mar nem probalkozunk
tovabb, vagy pedig nem sikeres az els r esemény mindegyike, de az (r + 1)-edik kisérlet az,
tehat

PA)=1-(p'+Q-p)p)=1-@ +p—p ) =1—-p—p +p "

Ugyanakkor A, N A, esetén az r-edik kisérlet sikertelen, ezért az (r + 1)-edik kisérletet még
mindenképp elvégezziik, azaz P(A, N A1) = (1 — p)? # P(A,)P(A11).

Mindettd] fiiggetleniil ha a p paraméter "elég nagy", akkor a Poisson-eloszlas jo kozelitést
ad, és ez konnyen lathato tetszleges valos r paraméter esetén is. Legyen X,, ~ NB(r,;py)
negativ binomialis eloszlast valoszintiségi valtozé minden pozitiv egész n-re, ahol n — oo
esetén r, — 00 €8 T, = (1 — p,) — X valamilyen A € R" szamra. Ekkor az X,

generatorfiiggvénye
- (1 e
pn _ Tn

(1 - an)Tn N (1 _ Tn‘]nz>rn’

Tn

Px,(2) =

és a 2.6.1. tétel bizonyitasdban latott szamoladsokhoz hasonléan ez a fliggvény pontonként
(minden z € [0; 1]-re) tart az e *e** = eX*~1) fiiggvényhez, ami az el6z6 szakaszban latottak
szerint a A paraméteri Poisson-eloszlés generatorfiiggvénye. Tehat a 2.5.9. tétel szerint az X,
valtozok eloszlasban tartanak a A paraméterd Poisson-eloszlashoz. Végezetiil megjegyezziik,
hogy ugyanez az eredmény természetesen hasonld szamolasokkal belathato a stlyfiiggvények
értékeinek vizsgalataval is.
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3. fejezet

Abszolat folytonos valdszintiségi valtozok

A diszkrét valoszintségi valtozok utan ebben a fejezetben egy mésik fontos osztallyal is-
merkediink meg: az abszolit folytonos valoszintiségi valtozokkal. Ezekre egészen természetes
példak adodnak egyszerti geometriai megfontolasok alapjan, amikhez azonban olyan (in. geo-
metriai) valoszintségi mezskre lesz sziikségiink, amelyek mar nem targyalhatok a méasodik fe-
jezetben rogzitett keretek kozott. Igy a fejezet elss szakaszaban az tn. Bertrand-paradoxonon
keresztiil ismerkediink meg a valoszintiségi mez&k egy tijabb csoportjaval, amelyekben a kime-
neteleket geometriai objektumok, azaz az egyenes, a sik ill. a tér pontjai alkotjak. Ezeknek
segitségével olyan valtozokat definidlhatunk, amelyek nem diszkrétek, igy a valoszintiségi val-
tozok fogalmat altalanosabban kell majd megfogalmaznunk. Ezek eloszlasanak leiraséara is 4j
eszkozoket vezetiink be, mégpedig a valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvényét, melyekkel az
eloszlas mellett a valtozok fliggetlenségének fogalma is leirhato.

A legfontosabb példaink azonban olyan valtozok lesznek, amelyeknél a diszrét véaltozok
eloszlasanak lefrasara hasznalt silyfiiggvény fogalmanak létezik egy analogonja, amelyet sii-
riségfliiggvénynek neveznek. Ezeknek a kezeléséhez a differencial- és integralszamités eszkoz-
tarat kell majd mozgoésitanunk. Mindennek segitségével bevezetjiik majd a diszkrét esetben
definialt fontos fogalmak és eloszlésok, azaz a varhato érték, a szoras, ill. az egyenletes és
geometriai eloszlasok folytonos megfelelGjét.

A fejezet mésodik részében az egyik legjelentésebb abszolut folytonos eloszlas, az un.
normélis eloszlas lefrasaval foglalkozunk részletesen. Ezzel kapcsolatban targyaljuk majd a
valoszintiségszamitas legfontosabb tételeinek egyikét is: a centralis hatareloszlas tételét. A
szakasz végén egy maésik jelentGs tétel targyaldsa sem maradhat el: az uin. nagy szamok
torvényének segitségével precizen megfogalmazhatjuk azt, amire a valdszintiség szemléletes
definiciojaban mar épitettiink, nevezetesen, hogy a valoszintiség az a szam, amely koriil a re-
lativ gyakorisagok "ingadoznak". Ezzel zarjuk a valoszintliségszamitas alapjainak felépitését.

3.1. Geometriai val6szintiségi mezsk

Ebben a szakaszban olyan példakat vizsgalunk, melyek Osszekotik a geometria és va-
loszintiségszamitas fogalmait. Amint azt alabb latni fogjuk, ez a toérekvésiink roévid dton
ellentmondésokat sziilhet, legaldabbis ha nem vagyunk elég 6vatosak. A kovetkezs klasszikus
példan demonstraljuk, hogy a precizitast elhanyagolva hogyan vezethet téviutra az intuicio.
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A Bertrand-paradoxon

Tekintsiik a kovetkezs problémat: véletlenszerten kivalasztjuk egy egység sugara kor egy
hurjat, mi a valoészintisége, hogy a hur hosszabb, mint a korbe irhat6 szabalyos haromszog
egy oldala? A paradoxon elnevezést az indokolja, hogy az alabbi harom érvelés kiilonb6z6
végeredményeket ad.

1. megoldas. Valasszuk ki elGszor véletlenszertien a koérvonal egy P pontjat, majd va-
lasszunk ettdl fiiggetleniil egy masik ) pontot is a korvonalon. A két pont meghataroz egy
véletlenszertien valasztott hirt. Ha a kdrbe berajzoljuk azt a szabélyos haromszoget, melynek
egyik csicsa P (és a masik két cstcs is a korvonalon van), akkor kénnyen lathatoan pontosan
akkor lesz a P() hir hosszabb a haromszog oldalanal, ha ) a haromszog P-t6l] kiillonbo6z6 két
csucsa altal meghatarozott révidebb koriven van. Ez P-t6l figgetleniil a korvonal 1/3 része,
igy tehat a keresett valoszintiség 1/3.

3.1. dbra. A jo (piros) és rossz (kék) esetek a paradoxon elsé megoldasaban

2. megoldas. Valasszuk ki véletlenszertien a kor egy sugarat, majd valasszunk azon vé-
letlenszertien egy pontot. E ketts egyértelmtien meghataroz egy hurt, mégpedig azt, ami
meréleges a sugarra, és keresztiilmegy a valasztott ponton. Tekintsiik azt a kérbe irt szaba-
lyos haromszoget, amelynek egyik oldala meréleges a sugarra. Ez az oldal a sugarat konnyen
lathatéan annak felezGpontjaban metszi. A valasztott hir tehét akkor hosszabb a korbe irt
szabalyos haromszog oldaldnal, ha a sugaron véletlenszertien valasztott pont a sugar felezs-
pontja és a kor kozéppontja kozt van. Mindez a sugar valasztasatol fiiggetlentl teljesiil, és
eszerint tehat a hur 1/2 valoszintséggel lesz nagyobb a haromszog oldalanal.

3.2. abra. A jo (piros) és rossz (kék) esetek a paradoxon mésodik megoldasaban

3. megoldas. Valasszunk ki a korlapon egy P pontot véletlenszerien. Ez egyértelmtien
meghataroz egy hirt kovetkez6képp: huzzunk egy sugarat a kor kézéppontjabol a P ponton
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keresztiil, és valasszuk azt a hart, ami merdleges erre a sugarra és atmegy a P ponton. Figyel-
jiik meg, hogy ez a gondolatmenet csak akkor érvényes, ha P és a kor kozéppontja kiillonb6zs.
Azokat a hirokat tehat ilyen médon nem kapjuk meg, amik atmennek a kor koézéppontjan.
Egy kézenfekvs megoldas erre a probléméra, hogy a fent emlitett hirokat egyszerten kizarjuk
a vizsgélat alol, azokat tehat sosem valasztjuk ki. Nem nehéz meggondolni, hogy az el6z6 két
okoskodas ezzel a megszoritassal ugyanolyan végeredményre vezet (ahogy késébb fogalmazni
fogunk: pusztan egy 0 valoszintiségi eseménytdl tekintiink el).

A 2. megoldéasban latott okoskodas azt adja, hogy ha a kor kézéppontja koriil egy 1/2
sugart kort rajzolunk (amely egyben a nagyobb kérbe irt szabalyos haromszogek beirt kore),
akkor pontosan az ezen korlapra es§ P pontok adnak olyan hirt, amely hosszabb a szabalyos

haromszog oldalanal. A keresett valdszintiség tehat a kis és a nagy kor teriiletének aranya,

0,52-7 1
azaz ———— = —.
12.7 4

3.3. abra. A jo (piros) és rossz (kék) esetek a paradoxon harmadik megoldasaban

Melyik megoldéas a jo a fentiek kozil? A valasz valojaban az, hogy mindegyik. A kii-
16nb6z6 végeredmények abbol adédnak, hogy a harom esetben kiilonbozsképp generaljuk a
hurt, azaz valojaban harom teljesen kiilonbo6zé probléméat kezeltiink.

Visszafele haladunk a kiilonb6z6 megoldasok elemzésében. A harmadiknal van a legegy-
szeriibb dolgunk. A hur valasztasa valojaban megegyezik egy pont vélasztésaval a korlapon
(pontosabban a kilyukasztott korlapon, hiszen a kézéppontot nem vélaszthatjuk). A jo ese-
teket az azonos kozéppontu 1/2 sugara kérlap pontjai reprezentéljak, valoszintiségként pedig
e két korlap teriiletének aranyéat tekintjiilk annak megfelel6en, mint mikor egy véges ese-
ménytéren a "jo eset/Osszes eset" képletet alkalmaztuk a klasszikus valészintiségi mérték
definialasanal.

A masodik megoldéasnal két pontot valasztunk, egyet a korvonalon, egyet pedig az altala
meghatarozott sugaron. A masodik pont véilasztasa fiigg az els6tél, de valojaban a vélasz-
tasunk két fiiggetleniil valasztott szammal is leirhat6. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel,
hogy a kor koézéppontja az origd. Ekkor a kérvonalon vélasztott pont megadhato a szoggel,
amit a valasztott pontba htzott sugar és az x tengely egymassal bezar, azaz egy « € [0;27)
intervallumbol valasztott szammal. Ha ezen feliil még valasztunk egy szamot a r € [0; 1] in-
tervallumbol, és ezt mint tavolsdgot felmérjiik a valasztott pontbol az origéba hiizott sugarra,
akkor igy megkapjuk a masodik pontunkat (és egyben a hurt is).

Ahelyett, hogy két szamrol beszélnénk, azt is mondhatjuk, hogy a [0; 27) x [0; 1] téglalapon
valasztunk véletlenszertien egy pontot (a két szam pedig ennek két koordinataja lesz). A jo
esetek azok a szamparok lesznek, ahol a méasodik koordinata a (0,5;1] intervallumban van,
ami épp azt jelenti, hogy a pont a sugaron a felez6pont és a kozéppont kozt van. Azaz
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a jo eseteket éppen a [0;27) x (0,5;1] téglalap irja le. Ennek teriiletét és a nagy téglalap
tertiletével osztva pedig éppen az 1/2 valdszintség adodik.

3.4. abra. A masodik megoldasnél egy téglalap egy pontjat véalasztjuk ki véletlenszertien

Az els6 megoldasnal két pontot véalasztunk a kérvonalon egymastol fiiggetleniil, egyenle-
tesen véletlenszerden. Ismét feltéve, hogy a kor kozéppontja az origd, mindkét pont egyértel-
mitien jellemezhets egy-egy szoggel, amit a valasztott pontokba htizott sugarak és az x tengely
egymaéssal bezarnak, azaz egy-egy [0, 27) intervallumba es6 szammal. Ismét mondhatjuk te-
hat azt, hogy a [0,27) x [0, 27) négyzeten valasztunk véletlenszertien egy pontot (a két szog
pedig ennek két koordinatéja lesz).

Ha az els6 koordinata egy fix a szam, akkor a beirt haromszog oldalanal hosszabb hurok-
hoz a-nal tébb mint 120°-kal, de kevesebb mint 24(0°-kal kell nagyobbnak lennie a masodik
koordinatanak. Azaz egy fix a-ra az {a} X (a + 27/3; 0 + 47 /3) szakasz irja le a jo ese-
teket. Vigyéazni kell azonban, hogy ez a szakasz kinytlhat a négyzetbdl, ezért ezt "2m-vel
maradékosan osztva" kell tekinteniink, azaz - szemléletesen fogalmazva - a kinylo6 szakaszt a
"négyzet aljan" kell folytatni, ahogy az az alabbi abrén lathato. Vagy precizen fogalmazva,
amennyiben a fenti szakasznak van olyan része, aminél a méasodik koordinata legalabb 2,
akkor ezt a részt el kell tolni lefelé 2m-vel.

3.5. abra. A harmadik megoldasnal egy négyzet egy pontjat vilasztjuk ki véletlenszertien

Az abran 1évé négyzet teriilete (2m)? = 4n%. A két piros rész nyilvan azonos teriileti,
elegendd az egyikét kiszamolni, és azt kétszerezni. Ezt megkaphatjuk, ha a fels§ sarok, azaz
47 /3 befogdju derékszogi haromszog teriiletébdl kivonjuk a fehér csiicsok teriiletét (amely
egy 2m/3 befogoju derékszogi haromszog). Tehat piros teriilet:

o (AL (2t 1| _an
3 2 3 2 37

ennek és a négyzet teriiletének aranya pedig a varakozasainknak megfelelGen 1/3.
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A geometriai valészintiségi mez6k definicioja

A fenti harom példaban a kimenetelek harom kiilénb6z6 halmazbol keriiltek ki, tehét
harom kiilénb6z6 eseménytérrdl beszéltiink (holott latszolag ugyanazt a probléméat irtuk le).
Ezek az eseményterek, és igy az események is a sik részhalmazai voltak, a valoszintiséget
pedig az adott esemény és a teljes eseménytér teriileteinek aranyaként definialtuk.

Ezek specidlis esetei az Gan. geometriai valosziniségi mezdknek, melyek altalaban a ko-
vetkez6Sképp irhatok le:

e () (eseménytér): az egyenes/sik/tér véges hosszusagu/teriiletii/térfogati részhalmazai;
e az események az () részhalmazai (valojaban nem mindegyik, lasd a megjegyzést alabb);

o cgy A C Q esemény P(A) valoszintisége az A és Q hosszanak /teriiletének /térfogatanak
aranya.

Megjegyzés. Itt nem tériink ki ra részletesen, de valojaban nem lehet az egyenes/sik /tér egy
tetszbleges részhalmazanak hosszat /tertiletét /térfogatat definialni, azaz az eddigi példainktol
eltérGen nem lehet az €2 egy tetszéleges részhalmaza esemény. Ennek a problémanak a kezelése
a mértékelmélet témakorébe tartozik, amely a valoszintiségszamitas preciz matematikai felépi-
téséhez elengedhetetlen eszkoztar is egyben. Itt azonban a technikai részletektdl eltekintiink,
megelégsziink azzal, hogy a kés6bbiekben altalunk tekintett részhalmazokra ezek a mennyi-
ségek gond nélkiil definidlhatok, azaz ezek mindig események lesznek. Annyit azonban még
megemlitiink, hogy az események halmaza minden esetben zart a szokasos halmazmiiveletek-
re (azaz az a megszamlalhato uniora és metszetre, ill. a kiilonbség- és komplementerképzésre)
nézve. Ezt a késGbbiekben hallgatélagosan gyakran kihasznaljuk majd.

A geometriai valdszintiségi mezdk valojdban nem csak geometriai problémék kezelésénél
segitenek. Rengeteg olyan véletlen mennyiség van, amelynek értékét célszerid egy intervallum
egy elemeként kezelni. Ezek koziil a legegyszertibb eset az, amikor egyenletesen véletlen-
szertien szeretnénk valasztani egy szamot pl. a [0; 1] intervallumbol (fiiggetlentil barmilyen
geometriai problémétol). Bar a valosdgban ezt az intervallumot nem osztjuk korlatlanul kicsi
részekre, a matematika szemszogébdl nézve célszeri az ilyen mennyiségeket a valds szamok
segitségével modellezni, tehat az intervallum egy tetszéleges elemét lehetséges kimenetelnek
fogjuk tekinteni, a valoszintiségi mérték pedig - legalabbis, ha a kimenetelt egyenletesen vé-
letlenszertien valasztjuk - meg fog egyezni a fent definialt geometriai valoszintiséggel.

Magasabb dimenziés eseményterek is egyszertien adédnak, ha példaul fiiggetleniil valasz-
tunk két szamot egy-egy intervallumbol. Ebben az esetben a kimenetelt (ahogy a Bertrand-
paradoxon els6 és masodik megoldéaséban is tortént) az intervallumok Descartes-szorzata altal
leirt téglalapbol valo valasztéssal modellezhetjiik, ahol a két fiiggetleniil valasztott szédmot a
valasztott pont két koordinataja adja. Bar szemléletesen nyilvanvald, hogy a koordinatak
értékei egy ilyen vélasztasnal nem befolyasoljak egymast, de kés6bb a valoszintiségi valtozok
fiiggetlenségének (altaldnos) definicidja utén ez a tény majd ujbol megerdsitést nyer.

Hasonloképp jarhatunk el 3 (vagy tobb) fliggetleniil (de egyenletesen véletlenszertien)
valasztott szam esetén, ekkor az eseménytereink téglatestek (vagy altaldban magasabb di-
menzios téglatestek) lesznek. Ebben a jegyzetben nem tekintiink 3-nél magasabb dimenzids
eseménytereket.

A valasztott szamok viszonyénak jellemzése ilyen esetekben a megfelel§ téglalap vagy
téglatest kiilonbozd részhalmazainak vizsgilatara vezethets vissza. Ezt lényegében mar a
Bertrand-paradoxon lehetséges megoldasainél is lathattuk, az alabbiakban pedig két ujabb
példan illusztraljuk a fent leirtakat.
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3.1.1. Példa. Valasszunk két szamot egyméasol fiiggetleniil és egyenletesen a [0; 1] interval-
lumbol. Mi a valészintisége, hogy az mésodik szam nagyobb az elsénél?

A fentieknek megfelelGen ebben az esetben a két szam vélasztésa megfelel egy P = (z,y)
pont valasztasanak az Q = [0; 1] x [0; 1] egységnégyzetbdl, a valasztott szamok pedig a pont
x és y koordinatéi lesznek. Jeldlje x az els6, y pedig a masodik vélasztott szamot, ekkor a
kérdés a P(x < y) valoszintiség. Az x < y egyenlStlenség altal leirt esemény azon P € )
pontokbdl all, amelyek koordinataira az teljestiil. Vilagos, hogy ezek éppen az x = y egyenes
folé es6 sikrésznek azon pontjai, amik az ) egységnégyzetben is benne vannak, vagyis az
A = (0;0), B = (0;1) ill. C = (1;1) pontok altal meghatérozott haromszég pontjai. A
geometriai valoszintiségi mez&ben ezen esemény valoszintisége az ABC haromszog és az ()
egységnégyzet teriileteinek az aranya, vagyis 1/2.

3.1.2. Példa. Valasszunk (ismét) két szamot egymasol fiiggetlentil és egyenletesen a [0; 1]
intervallumbol. Mi a valoszintisége, hogy a valasztott szamok négyzetosszege 1-nél kisebb?

Ismét az Q = [0;1] x [0; 1] egységnégyzetbdl valasztunk egy P = (z,y) pontot. Vegyiik
észre, hogy az 12 + y? négyzetdsszeg éppen a P pont origétol mért tavolsdganak a négyzete.
Ennek értéke pontosan akkor lesz 1-nél kisebb, ha a gyoke, vagyis a P és az origd tavolsaga
kisebb, mint 1. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy a pont rajta van az origé kozéppontu, 1
sugaru korlapon. Ennek az ) egységnégyzetbe es része egy negyedkor, aminek a teriilete az
egységkor teriiletének negyede, és mivel az egységnégyzet teriilete 1, igy

T'(negyedkor)

P(z®+y° <1) = ()

= T'(negyedkor) = %,

ahol T'(+) a tertiletet jeldli.

Végezetiil még kiemeljiik egy (a korabbi példakhoz mérten) kiilonos tulajdonsagat a geo-
metriai valészintiségi mezdknek. Az egy pontbol allo halmazok hossza/tertilete/térfogata
minden esetben 0, igy ezekben az esetekben P({x}) = 0 teljesiil minden z € Q2 elemi esemény
esetén. Hasonloan, két és harom dimenzidban a(z egy dimenzios) szakaszok teriilete/térfo-
gata és igy ezek valoszintisége is 0, tovabba az analog allitds érvényes harom dimenzidéban a
siklapokra.

Gyakorlatok, feladatok

3.1.1. Gyakorlat. Egy 10 cm oldalhossztsagi négyzetre leejtiink egy 3 cm atmérsji kor ala-
ki pénzdarabot ugy, hogy a pénzdarab kézéppontja benne legyen a négyzetben. Tegyiik fel,
hogy a pénzdarab kozéppontja egyenletes valoszintiséggel eshet akdrhova (azaz egy barmilyen
x cm? teriiletd részbe esés valoszintsége z/100). Mennyi a valoszintisége, hogy a pénzdarab
lefedi a négyzet egy cstuicsat?

3.1.2. Gyakorlat. Vilasztunk egy pontot véletlenszerten az (1;1), (1;—1), (—1;—1) és
(—1;1) pontok altal meghatarozott négyzeten. Legyen A az az esemény, hogy a vélasztott
pont az origd kozépponti, 1 sugart korre esik, tovibba legyen B az az esemény, hogy a
véalasztott pont mindkét koordinataja pozitiv. Dontsiik el, hogy fiiggetlenek-e az A és B
események.

3.1.3. Gyakorlat. Véletlenszertien valasztunk egy pontot a (£10;410) csticspontok altal
meghatéarozott négyzeten. Mekkora az esélye, hogy a (—1;—1), (—=1;7), (5;—1) pontokat
0sszekotd haromszog, ennek origora vett kozéppontos titkorképe, vagy a (+2; +2) pontokat
0sszekotd négyzet koziil legalabb az egyik tartalmazza a pontunkat?
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3.1.4. Gyakorlat. A [0; 1] intervallumon talédlomra kivalasztunk két szamot egymaéastol fiig-
getlenil. Mennyi a valoszintisége, hogy az egyik szam tobb, mint kétszerese a mésiknak?

3.1.5. Gyakorlat. Anita és Balint megbeszélik, hogy talalkoznak. Egyikiik sem tul hata-
rozott vagy preciz ember, ezért csak annyiban allapodnak meg, hogy délel6tt 10 és 11 ora
kozott taldlkoznak egy meghatarozott helyen. Azonban sajnos a tiirelem sem az erdsségiik,
igy az érkezéstél szamitott 20 perc elteltével mindig elunjdk a varakozast, és tovabballnak.
Mennyi a talalkozas valoszintisége, ha mindketten egy véletlenszerd idépontban érkeznek?

3.2. Valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvénye

Az alabbiakban az el6z6 szakaszban definidlt geometriai valoszintiségi mezsk segitségé-
vel konstrualunk véletlen mennyiségeket modellezs valészintiségi valtozokat. Ovatosnak kell
azonban lenniink: ezek a valtozok nem kezelhetGk a masodik fejezetben felépitett eszkoztéar
segitségével. Ennek okai konnyen vilagossa valnak, amint a szakasz legfontosabb példainak
definici6jat megadjuk:

e Vilasszunk egy szamot (pontot) egyenletesen véletlenszertien a [0; 1] intervallumban.
Jelolje a szam értékét Y. Ekkor tehat Q = [0;1], Y pedig az az Q@ — R fiiggvény, ami
az eseménytér minden eleméhez 6nmagat rendeli.

e Vilasszunk egy pontot egyenletesen véletlenszertien a sikon az origd kézépponti egység
sugaru K korlapon. Legyen Z a valasztott pont és az origd tavolsaga. Ekkor tehat
Q= K, Z pedig az az 2 — R fiiggvény, amire (z,y) € Q esetén Z((z,y)) = /2% + y2.

Az 1.1.3. szakasz végén tett megjegyzéseink értelmében a fenti elsé eseménytér, vagyis
a [0;1] intervallum nem megszamlalhatoan végtelen, és mivel az origd kdzépponttu egység-
korlap tartalmazza (lényegében) ezt az intervallumot az x tengely egyenesén, igy e korlap
pontjainak szama sem lehet megszamlalhatéan végtelen. Az ilyen halmazok kezelése ugyan
mar eleve kiviil esik a masodik fejezet eszkoztardnak hatarain, de a 2.1.1. definicié utan tett
megjegyzésben azt is emlitettiik, hogy a fogalmat teljes altalanossdgban definialva valdjaban
nem az eseménytér, hanem a valtoz6 értékkészletének szamossaga hatarozza meg, hogy az
adott valtozo diszkrét-e. Azonban vilagos, hogy ebben az esetben ranY = ran Z = [0; 1], és
igy az Y és Z fiiggvények nem diszkrét valosziniségi vdltozok, mert az értékkészletiik nem
megszamlalhato.

A fenti példak és a diszkrét valtozok kozti lényeges kiilonbséget jol illusztralja a kdvetkezs
probléma. Vegyiik észre, hogy tetszSleges t € [0; 1] esetén az {Y = t} esemény az egy pontbol
allo {t} esemény lesz, ha t ¢ [0;1], akkor pedig a lehetetlen esemény. Ezért tehat (az el6z6
szakasz utolsé bekezdése szerint) P(Y = t) = 0 minden ¢ € R esetén. A Z valtozo esetében
minden ¢ € (0;1] esetén a {Z = t} esemény egy t sugariu korvonal, {Z = 0} az origobdl
allo esemény, mig ¢ ¢ [0;1] esetén {Z = t} = (. Ezen halmazok teriilete azonban 0, igy
P(Z =t) = 0 ebben az esetben is igaz minden t € R-re.

Mivel a fenti események mind 0 valészintiségtiek, igy a valtozok viselkedésérél nem hor-
dozhatnak elegendé informaciot. Latjuk tehéat, hogy a diszkrét valosziniiségi valtozokkal
ellentétben egy altalanos X valtozo esetén az {X = t} események valoszintiségei nem feltét-
leniil irjék le az eloszlast. Ezt a problémat gy kezeljiik, hogy altalanos esetben a P(X < t)
valoszintiségeket fogjuk hasznalni az eloszlds megadéasara. Késébb latni fogjuk, hogy ezek
ismerete elegendd az események valoszintiségeinek meghatarozasahoz.
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Ezen a ponton felmeriil még egy fontos technikai probléma, amire itt roviden kitériink.
Az el6z6 szakaszban a geometriai valoszintiségi mezdk definidlédsa utan tett megjegyzés sze-
rint egy geometriai valoszintségi mez6 esetén nem tekinthetjiik az {2 Osszes részhalmazat
eseménynek. Fel kell tenniink tehat a kérdést, hogy az {X < t} halmazok, tehat Q azon w
elemei, melyekre X (w) < t teljesiil, egyaltalan eseményt alkotnak-e? Vagyis: értelmes-e a
P(X < t) valoszintiségrol beszélni? A fenti példakban ez igy van, hiszen azokra

0, hat<o0
{Y <t} =< [0;t), haO<t<1
[0;1], hat>1,
illetve
0, hat<o0
{Z<t}=1 K;, hat<t<l1
Ky, hat>1,

ahol K; jeloli az origd kozépponti, t sugara korlapot. Mivel ezen halmazoknak létezik a
hossza /teriilete, igy a fenti események valoszintisége definialt:

0, hat <0,

(3.1) Py <) =4 MO, p0cr<t,

[([0;1])
1, hat>1,
ahol [(-) jeloli az intervallum hosszat, illetve
0, hat <0,
2
(32) Pz<t)=q TW) 1T pag<cist,
T(Kl) ™
1, hat>1,

ahol T'(+) a tertiletet jeldli.

Ahhoz, hogy az altalanos esetben is beszélhessiink a P(X < t) valoszintségekrdl, meg fog-
juk kovetelni, hogy ezek értelmesek legyenek. Azaz mostantol kezdve csak olyan X : 2 — R
fliggvényeket neveziink valosziniiségi valtozonak, amikre az {X < ¢t} C () halmaz
egyben esemény is minden egyes t € R esetén, és igy értelmesek a P(X < t) valoszintisé-
gek. Ezekkel a technikai részletekkel azonban a késébbiekben nem fogunk kiilon foglalkozni,
hanem el6rebocsatjuk, hogy minden altalunk (eddig vagy a késébbiekben) tekintett Q2 — R
fliggvény teljesiti ezt a feltételt, és igy valdszintiségi valtoz6. Minden készen all most az

s sz

3.2.1. Definicid. Legyen X : Q — R egy valoszintiségi valtozo, ekkor azt az Fx : R — [0; 1]
fliggvényt, melyet az

Fx(t) = P(X < t)

formula definial minden ¢ € R-re, az X valoészintiségi valtozo eloszldsfiigguényének nevezziik.

A (3.1) és (3.2) formulék tehat az Y és Z valoszintségi valtozok eloszlasfiiggvényét adjak
meg, ezek grafikonja lathato az alabbi abrakon.
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Fy(t)

05—

05—

05 1 15

Fz(t)
I

05

3.6. abra. Az Y és

05 1 15

Z valtozok eloszléasfiiggvényei
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Legyen most V' egy kockadobas eredménye, ekkor

P(V <t) = > P(V = k).

1<k<min{¢,7} egész

A fenti 6sszeg minden ¢ < 1-re egy lires Osszeg, azaz definici6 szerint 0, majd ¢ € (1;2] esetén
egy 1 tagu Osszeget kapunk, melynek értéke P(V = 1) = %. Ha 2 < t < 3, akkor méar a

PV=1)+PV=2)= % osszeget kapjuk, és konnyen lathatéan az eredmény mindig é—dal
né, amint ¢ atugorja a kovetkezs egész szdmot. Ez igy meg egészen 6-ig, ¢ > 6 esetén méar
mindig 1-et kapunk. Mindezt egy formulaval is megadhatjuk:

0, hat <1,
t]—1
Fy(t) = H6 , hal<t<e,
1, hat > 6,

ahol [t] jeloli a t fels6 egészrészét, azaz a legkisebb egészt, melynek értéke legalabb ¢. A
formulanél azonban sokkal beszédesebb a V' eloszlasfiiggvényének grafikonja:

Fy(t)

I
4+ mil
3 =
2 -

1
e
—
= —
[
—
0 il
i —
2 —
& —
1 1 1 | 1 | 1 | 1

2 1 0 1 2 3 4 5 1 7 8

3.7. abra. A V valtozo eloszlasfiiggvénye
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Jol lathato, hogy mig YV és Z eloszlastfiiggvénye folytonos, addig V' eloszlastiiggvényére
ez nem igaz. Megjegyezziik, hogy diszkrét valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvénye sosem
folytonos.

Vannak azonban olyan tulajdonsagok, amik mindhérom fiiggvény esetén teljesiilnek. Ta-
lan a legszembedtlgbbek egyike, hogy ezek a fiiggvények (nem szigortan) monoton novek.
Ez konnyen lathatéan barmely X valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényére igaz. Ha ugyanis
s,t € R és s < t, akkor minden olyan w € Q-ra, melyre X (w) < s teljesiil, arra egyben
X(w) < tisigaz, azaz {X < s} C {X < t}. Ezért ekkor

Fx(s) =P(X <s) <P(X <t)=Fx(t)

is teljestil az 1.1.20. allitas (iv) pontja szerint.
Nem ez az egyetlen kozos jellemzGje az eloszlasfliiggvényeknek, a kivetkezs tétel pontosan
karakterizalja, hogy mely fiiggvények allnak el6 ilyen modon.

3.2.2. Tétel. Egy F' : R — [0;1] fiiggvény pontosan akkor dll eld egy valdsziniiségi vdltozo
eloszldsfigguényeként, ha a kovetkezd hdrom tulajdonsdg teljesiil rd:

1. F (nem feltétleniil szigorian) monoton novd,
2. F balrol folytonos, azaz minden t € R-re az F baloldali hatdrértéke t-ben F(t),
3. limy o F(t) =1 éslimy,_, F'(t) = 0.

A tétel kimondésa el6tt éppen azt lattuk be, hogy ha F' egy eloszlasfiiggvény, akkor az
elsé tulajdonsag teljesiil ra. A tétel tobbi allitasat nem bizonyitjuk, de konnyen ellendrizhetd,
hogy a fenti példékra valoban teljesiil mindharom tulajdonsag.

Az eloszlasfiiggvény értéke egy esemény valdszintiségeként van definialva, de segitségével
méas események valoszintiségei is kifejezhetdk:

3.2.3. Allitas. Legyen X eqy valdszintségi vdltozd, s,t € R, s < t, ekkor
Fx(t)— Fx(s) =P(s < X < t).
Bizonyitas. Az allitas igazolasdhoz csupan azt kell meggondolni, hogy
{X<t}={X<stU{s< X <t}

egy diszjunkt felbontas, azaz a jobb oldalon egymaést kizaré események unidja all. Ezért a
valoszintiségi mérték additivitasa miatt

PX <t)=P(X <s)+P(s< X <t)

az allités. 0

Az eloszlasfiiggvényt azért vezettiik be, mert egyes valoszintségi valtozoknal a P(X =
t) valoszintiségek nem voltak elégségesek az eloszlas jellemzésére. A diszkrét valoszintségi
valtozoknél azonban ez nem igy volt, ott a fenti valoszintségek barmely, a valtozo értékeinek
segitségével kifejezhetd esemény valoszintiségének kiszamolasahoz elegendék voltak. Vajon
tartalmaz-e az eloszlasfiiggvény a diszkrét esetben elegendd informaciot ehhez? A valasz
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természetesen az, hogy igen, hiszen maguk a P(X = t) valoszintiségek is kifejezhetSk a
segitségével:
PX=t)=P(X <t)—-P(X <t)= hgoFX(s) — Fx(t),
5—

ahol a jobb oldalon az elsé tagban jobb oldali hatarértéket vesziink. Ezt a formulat nem
bizonyitjuk, és a diszkrét esetben a gyakorlatban tovabbra is elsGsorban a P(X = t) valoszi-
niiségeket hasznaljuk az eloszlas megadéasahoz.

Egyiittes eloszlas és fiiggetlenség

Az alabbiakban nagyon roviden és vazlatosan targyaljuk, hogy hogyan vizsgalhato egy-
szerre tobb valészintiségi valtozo viszonya. Ahogy a diszkrét esetben a sulyfiiggvény tobbval-
tozos altalanositasa kézenfekvé modon irta le tobb valoszintségi valtozd egyiittes eloszlasat,
gy az altaldnos esetben analdog modon kaphatjuk meg azt az eloszlasfiiggvény altalanositasa-
val. Azaz, ha X = (X1,..., X,,) egy valoszintiségi vektorvaltozo, vagyis Xi,..., X, : Q@ - R
azonos valészintiségi mezdén értelmezett tetszéleges valoszintiségi valtozok, akkor az egyiittes
eloszldsfiigguényiiket az

Fi(tlw--’tn) :P<X1 <t1,...,Xn <tn)

formula definidlja. Hasonléan az egy valtozos esethez, az egyiittes eloszlésfiiggvény meg-
adasa elegend6 ahhoz, hogy minden, az Xi,..., X, valtozok segitségével leirhatd esemény
valoszintiségét meghatarozzuk, tehat azt mondjuk, hogy az eloszlasfiiggvény leirja a valtozok
egylittes eloszlasat.

Fontos specialis eset az, amikor a valtozok viselkedése nincs hatassal egymasra, azaz a
valtozok fiiggetlenek egyméstol. A fiiggetlenséget azonban altalaban nem tudjuk megadni a
sulyfiiggvény segitségével, de szerencsére az eloszlasfiiggvény erre a célra is jol hasznalhato:

3.2.4. Definicié. Az X, Y : Q — R ugyanazon valésziniiségi mezén értelmezett valoszint-
ségi valtozokat figgetlennek nevezziik, ha minden s,t € R esetén az {X < s} és {Y < ¢}
események fliggetlenek, azaz ha

Fxy(s,t) =P(X <sésY <t)=P(X <s)P(Y <t)=Fx(s)Fy(t)
teljestil.

Természetesen felmeriil a kérdés, hogy a fenti definici6 ugyanazt a fogalmat adja-e a
diszkrét esetben, mint amit a 2.2.4. definicioban kaptunk. Szerencsére belathato, hogy ez
igy van, tehat két diszkrét véaltozo pontosan akkor fiiggetlen a 2.2.4. definicié értelmében,
ha az utobbi definici6 értelmében azok. Vagyis az 4j fiiggetlenségfogalom a korabbinak az
altalanositésa.

3.2.5. Példa. Az el6z6 szakaszban megelGlegeztiik azt a tényt, hogy egy téglalapon egyen-
letesen véletlenszertien valasztott pont koordinatéi egymastol fliggetlenek. Ezt most be is
latjuk, azaz megmutatjuk, hogy a fenti definicibban megadott tulajdonsag teljesiil.

Legyen Q = [a;b] X [c;d], és valasszunk ezen a téglalapon véletlenszertien egy pontot.
Jelolje tovabba X a pont elss, mig Y a pont masodik koordinatajat, ekkor X : Q — [a;b] és
Y : Q — [¢; d] valosziniiségi valtozok, és minden s € [a;b] és t € [c; d] esetén

~ T(la;s] x [e;d])  (s—a)d—c) s—a
PX <)==  ~G—ad-o b-a

~ T(la;b] x [e;t])  (b—a)(t—c) t—c
PY<D=""70)  ~G-ad=0 d=c

129



tovabba

T([a;s] x [eit]) _ (s =a)(t =¢)
P(X <s,Y <t)= () S h—ad—c)

ahol T'(+) jeloli a tertiletet. Eszerint minden s € [a;b] és t € [c;d] esetén P(X < s,Y < t) =
P(X < s)P(Y < t) teljesiil.

Ha s < a vagy t < ¢, akkor konnyen lathatoan az el6bbi egyenlet mindkét oldala 0 lesz,
ha pedig s > b és t > d akkor a fenti valészintiségek értéke 1, igy az egyenlet ekkor is teljestil.
Ha s € [a;b] és t > d, akkor

T([a; s] x [c;d])
()

P(X <s,Y <t) = =P(X <s5)=P(X <s)-1=P(X <s)P(Y <1t),

a maradék egy eset pedig, tehat amikor s > b és t € [¢;d], ugyanigy kezelhets. Ezzel tehat
az allitast belattuk.

Végezetiil definidljuk tobb valtozo fiiggetlenségét az altaldnos esetben is:

3.2.6. Definicio. Az Xi,..., X, : 2 — R ugyanazon valészintiségi mezén értelmezett valo-
szintiségi valtozokat pdronként/eqgyiittesen fiiggetlennek nevezziik, ha minden t,,...,t, € R

esetén az {X1 < t1},...,{X, < t,} események paronként/egyiittesen fiiggetlenek.

Gyakorlatok, feladatok

3.2.1. Gyakorlat. Valasszunk egy pontot véletlenszerten az (1;0), (0;1) és (—1;0) cstcsok
altal meghatarozott egyenld szart haromszog belsejében, és jelolje X a valasztott pont és az
x tengely tavolsagat.

a) Adjuk meg X eloszlasfiiggvényét.
b) Szamoljuk ki a {0,25 < X < 0,5} esemény valoszintiségét.

3.2.2. Feladat. A [0; 1] intervallumon véletlenszertien kivalasztunk két szamot. Legyen X a
két szam tavolsaga. Adjuk meg az X eloszlastiiggvényét.

3.2.3. Feladat. (M) Véletlenszeriien valasztunk két szamot a [—1; 1] intervallumbol. Legyen
X a két szam Osszege. Mi a valoszinilsége annak, hogy X pozitiv? Hatarozzuk meg X
eloszlasfiiggvényét.

3.2.4. Feladat. Az egységnégyzeten talalomra kivalasztunk egy P pontot. Jelolje X a P-hez
legkozelebbi oldal és a P pont tavolsagat. Hatarozzuk meg X eloszlasfiiggvényét.

3.2.5. Gyakorlat. Jelolje X az 6t6s lotton kihtizott 6t szam koziil a legkisebbet. Adjuk meg
X eloszlastiiggvényének értékét a 4 ill. 25 helyeken. Folytonos-e ez az eloszlasfiiggvény?

3.2.6. Gyakorlat. Legyen X egy kockadobés eredménye. Hatarozzuk meg az Y = (X — 3)2
eloszlasfiiggvényét.

3.2.7. Gyakorlat. Eloszlasfiiggvények-e az alabbi hozzarendelési szabalyi R — R fliggvé-
nyek?
0 (o) = {

1 hat >0,

1—e™ hat>0,
0 egyébkent. { (a€R)

0 egyébként.

2

c) Fit)=1—¢" d) F(t) = %arctg (t) + %
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3.3. Abszolut folytonos valtozok

Ebben a szakaszban a valoszintiségi valtozok egy specialis osztalyaval ismerkediink meg,
mégpedig olyan valtozokkal, amelyek esetében létezik a diszrét valtozoknal definialt sulyfiigg-
vény egy "folytonos" analogonja. Az el6z6 fejezet példainak nagy része is ilyen, ezek koriil egy
konkrét valtozot elemezve fogunk eljutni az an. strtségfiiggvény ill. az abszolut folytonos
valoszintségi valtozok fogalmahoz. Ezek utéan a diszkrét esetben mar latott varhato érték és
szorés fogalmait definidljuk az abszolut folytonos valtozok esetén is, majd néhény nevezetes
eloszlas elemzése kovetkezik.

3.3.1. A strtiségfiiggvény fogalma

Tekintsiik a kévetkezs, az el6z8 szakaszbol mar ismert valoszintségi valtozot: valasszunk
egy pontot véletlenszertien a sikon az origd kézépponti egység sugara korlapon, és legyen Z
a valasztott pont tavolsaga az origotol. ElGszor is emlékeztetiink, hogy

0, hat <0,
(3.3) F;(t)=P(Z <t)=< t*, haO0<t<1,
1, hat>1.

Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy ennek segitségével felirhatok mas események valdszintiségei
is, példaul ha s,t € R, s < t, akkor P(s < Z < t) = Fy(t) — Fz(s). Tovabba, mivel
P(Z = s) = 0 minden s € R esetén, valamint

{s<Z<t}={Z=stU{s< Z <t}
egy diszjunkt felbontés (azaz a jobb oldalon egymast kizaré események unioja all), igy
Ps<Z<t)=P(s<Z<t)—P(Z=35)=P(s<Z<t)=Fzt)— Fz(s)

is érvényes, tehat ebben az esetben mindegy, hogy az intervallum végpontjat a fenti esemény-
ben szamitasba vessziik vagy sem. Hasonl6 érveléssel adodik ugyanez a masik végpontra,
tehat az [s;t], [s;t), (s;t] és (s;t) intervallumokba ugyanolyan eséllyel esik a Z véltozo.
Ez érvényes minden olyan valészintiségi valtozora, ami az adott intervallum végpontjainak
értékét 0 valoszintséggel veszi fel. Latni fogjuk, hogy az aldbb definialt abszolut folytonos
valoszintiségi valtozoknél ez igy lesz.

Habéar P(Z = t) = 0 érvényes minden ¢ € R esetén, mégis van arrdl informéacionk, hogy Z
milyen eséllyel lesz kdzel t-hez, példaul annak egy kis £ > 0 sugart kornyezetében. A fentiek
szerint ugyanis

P(t—€< Z<t+€> :Fz(t—i-éT)—Fz(t—éf).

Ez az érték persze kis e-ra kicsi lesz, hiszen F; folytonossaga miatt a fenti kiilonbség mindkét
tagja Fz(t)-hez, kiilonbségiik pedig igy 0-hoz tart, ahogy e tart 0-hoz. Mindez 6sszhangban
van azzal az altalunk nem bizonyitott, de szemléletes ténnyel, hogy a P(t —e < Z <t +¢)
valoszintiség P(Z = t) = 0-hoz tart, ahogy a t koriili intervallum hossza 0-hoz tart.

A fenti val6szintiség azonban mar sokkal informativabb, ha az intervallum hosszat is figye-
lembe vessziik, pontosabban, ha a valészintiség és az intervallum hosszanak aranyat tekintjiik,
azaz a

Pt —e<Z <t+e) Fz(t+e)—Fz(t—e¢)
2 B 2
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kifejezést. Ha ¢ — 0, akkor ennek hatarértékét - amennyiben létezik - tekinthetjiik egyfajta
stulynak, ami meghatérozza, hogy milyen valoszintiséggel esik Z a t kozelébe. Hamarosan
latni fogjuk, hogy ez valéban egy jo kép.

A hatarérték meghatarozasahoz figyeljik meg, hogy

Fz(t+€) —Fz(t—€) _ Fz(t+€) —Fz(t)—FFz(t) —Fz(t—€)
2e 2e

1 Fy(t4e) = Fu(t) 1 Fy(t—e)— Fy(t)
T2 (t+e)—t 2 (t—e)—t

ez pedig éppen az F eloszlasfiiggvény t-beli derivaltjahoz tart, ha e tart 0-hoz - legaldbbis
amennyiben a derivalt 1étezik. Az Fz(t)-re adott (3.3) formula alapjan konnyen lathato, hogy
Fy derivalhaté minden t # 0,1 esetén, hiszen itt vagy egy konstanssal, vagy egy polinom-
fiiggvénnyel egyezik meg. Az is konnyen lathato, hogy a 0 pontban a jobb- és baloldali
derivaltak léteznek, és mindketts O-val egyenls, igy a derivalt létezik a ¢ = 0 pontban is.
Nem ez a helyzet viszont a t = 1 pontban, hiszen, habar a bal és jobb oldali derivaltak
léteznek, azok nem egyeznek meg:

Fy(t) — Fy(1 t?—1
im Z() Z():lim = lim t+4+1=2,
t—1-0 t—1 t—1-0 t — 1 t—1—0
de F(t F(1 1-1
i 20 = (D) =0
t—1+0 t—1 t—14+0 ¢t — 1

Definialjuk az f(t) figgvényt a kovetkezképp: legyen f7(t) = F7,(t), hat # 1, és legyen

2t, hal0<t<1
(3:4) J2() = { 0 killénben,

Ezt a fliggvényt a késébbi definiciok alapjan a Z sidriségfiggvényének fogjuk hivni. A
Newton—Leibniz-formula szerint ekkor

(3.5) Pls < Z < t) = Fy(t) / Fly

érvényes minden olyan s,t € R, s < ¢ szampéarra, ahol az F fiiggvény derivalhato az (s;t)
intervallumon és folytonos az [s;t] zart intervallumon, vagyis ez igaz minden s < t < 1 és
1 < s < tesetén. Azonban ha s < 1 < t, akkor kettébonthatjuk az (s;t) intervallumot, és
tagonként alkalmazva a Newton-Leibniz-formulat lathatjuk, hogy (3.5) ekkor is teljesiil:

/fz dy—/fz dy+/fz

= Fz(1) = Fz(s) + F(t) — Fz(1) = Fz(t) — Fz(s).

Ebbdl valoban latszik, amit mar korabban emlitettiink: ha f folytonos ¢t-ben, és € > 0 kicsi,
akkor

P(t—5<Z<t+s)—FZ(tJrs)—Fz(t—a)—/j Efz(y)dy%%'fz(t),
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vagyis fz(t)-re valoban tekinthetiink egyfajta stlyként, ami leirja, hogy milyen valoszintiség-
gel esik a Z értéke a t egy kis kornyezetébe. Ebbdl a szempontboél f a diszkrét valtozoknél
latott sulyfiiggvény analogonjanak tekinthets, amely konkrétan a P(X = t) valoszintséget
irta le.

Miel6tt ratérnénk az abszolut folytonossag altaldnos definicidjara, még egy formulat iga-
zolunk a Z valtozora. Az f, strtségfiiggvényt az F eloszlasfiiggvénybdl derivalassal kaptuk,
a Newton—Leibniz-formula pedig ennek a folyamatnak a megforditasat adja. Ha most a (3.5)
formulaban s-sel tartunk a minusz végtelenhez, akkor Fz(s) 0-hoz tart (pontosabban mar
minden s < 0 esetén 0), igy az integralas segitségével ténylegesen visszakapjuk az eloszlés-
fliggvény értékét a stirtiségfiiggvénybdl:

Fa(t) = / " ) dy.

Ez az a formula, aminek segitségével az abszolut folytonos valdszintiségi valtozokat definidljuk:

3.3.1. Definicié. Az X valoszintiségi valtozot abszolut folytonosnak nevezziik, ha létezik
olyan fx : R — [0; 00) nemnegativ fiiggény, amelyre az ffooo fx(y) dy Riemann-integral léte-
zik, és minden t € R esetén

Fy(t) = / Fx(y)dy.

ahol Fx az X eloszlasfiiggvénye. Ekkor az fx fliggvényt az X valtozo siridségfigguényének
nevezzik.

Megjegyzés. Ezen a kurzuson a késébbiekben az abszolut folytonos valtozokra gyakran csak
folytonos valoszintiségi valtozokként hivatkozunk, és az abszolut jelz6t elhagyjuk. Az iroda-
lomban azonban folytonos valoszintiségi valtozé alatt olyan véltozot értenek, amelyeknek az
eloszlasfiiggvénye folytonos. Mivel az abszolat folytonos valdszintiségi valtozok eloszlasfiigg-
vénye egy strtségfliiggvény integralfiiggvényeként all els, igy folytonos. Tehat az abszolut
folytonos valoszintiségi valtozok a fenti értelemben folytonosak, azonban altaldban ez fordit-
va nem igaz. Mivel mi a tovabbiakban kizarélag abszolit folytonos valtozokkal foglalkozunk,
a két elnevezést szinonimaként hasznaljuk.

Vegyiik észre, hogy a fenti definicioban 1év6 fx strtségfiiggvény nem egyértelmtd. Ha
példaul véges sok ponton megvaltoztatjuk az értékét, akkor ez a valtoztatas az fx integraljat
nem valtoztatja meg, igy a fenti definial6 tulajdonsag tovabbra is érvényben marad, tehat az
igy kapott fliggvény szintén strtségfiiggvény lesz.

A fentiek szerint az Z valtozo (abszolut) folytonos (ehhez persze még ellendrizni kell, hogy
fz integralhato a teljes valos egyenesen, de mivel t ¢ (0; 1) esetén f(t) = 0, ez nyilvanvaléan
teljesiil). A Z valtozo példajan illusztralt modszer altalaban is alkalmazhato a folytonossag
igazolasara:

3.3.2. Tétel. Legyen X olyan valdsziniségi vdltozo, amelynek Fx eloszlasfiigguénye folytonos
€s véges sok pont kivételével mindenhol derivdlhato. Ekkor az X wvaldosziniségi valtozo abszolit
folytonos, €s az

Falt) = { F5(t), ahol a derivdlt létezik,
X 0 kiildnben

fiigguény striségfigguénye X -nek.
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A Z valtozora alkalmazott gondolatmenet kis moédositéasokkal tulajdonképpen a fenti tétel
bizonyitasat az altalanos esetben is megadja, de ezt itt nem részletezziik. Viszont néhany
tovabbi, a konkrét példéval kapcsolatban latott allitdst kimondunk az &ltaldnos esetben is.

3.3.3. Allitas. Legyen X eqy folytonos valdszintségi vdltozd, amelynek striségfigguénye fx.
Ekkor tetszdleges s,t € R, s <1 esetén

t
Pe<X<t)= [ fulv)dy
Bizonyitds. Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy
P(s < X <t)=Fx(t) — Fx(s).

Mivel X folytonos valésziniiségi valtozo, igy az eloszlasfliggvényének értékei felirhatok a
stirtiségfiiggvény segitségével:

Pty - B = [ rwan [ = [ i

ahol felhasznéltuk az integral hatarokra vonatkozo additivitasat. [

Megjegyezziik, hogy altalaban is igaz minden X folytonos valdszintiségi valtozora, hogy
tetszbleges ¢t € R esetén P(X = t) = 0, és igy a fenti allitasban szereplé eseményben mindkét
egyenlGtlenségnél elhagyhatjuk vagy megengedhetjiik az egyenlGséget, tehat

Ps<X<t)=P(s<X<t)=Ps<X<t)=P(s <X <t),

és ezeket a fenti integral segitségével irhatjuk fel. Tovabba a fenti allitdsban megengedhetjiik
az s = —o00 és t = oo értéket is, ekkor a fenti egyenlStlenségek tgy értenddk, hogy X-re
nem szabunk als6 ill. felsé korlatot, az integrélasnal pedig a megfelel6 improprius integralt
tekintjiik.

Ahhoz hasonléan, ahogy az eloszlasfiiggvények esetén tortént, a stirtiségfiiggvényeket is
karakterizalhatjuk:

3.3.4. Tétel. Egy f : R — [0; 00) nemnegativ fiigguény pontosan akkor siriségfiggvénye egy
X folytonos valdsziniségi valtozonak, ha Riemann-integrdlhato a valds eqyenesen, €s

/Z ) dy=1.

Az vilagos, hogy ha f egy X valtozo strtiségfiiggvénye, akkor a fenti egyenletnek teljesiilnie
kell, hiszen

*° t

az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai alapjan. A tétel masik irdnyat nem bizonyitjuk.

A stirtségfiiggvény és a diszkrét valtozok sulyfiiggvénye kozotti analogia a fenti tétel alli-
tasaban is tetten érhetd, ha Gsszevetjik azt a silyfiiggvény (2.6) karakterizaciojaval. Ebben
az esetben és a késGbbiekben is gyakran el6fordul, hogy a diszkrét ill. abszolut folytonos
valtozokra vonatkozo egymésnak megfelel§ allitdsok vagy definiciok formalisan csak abban
kiilénboznek, hogy egy (esetleg végtelen) Osszeget egy valos intervallumon vett integralra
cseréliink (persze az el6bbi esetben a sulyfiiggvény, mig utobbi esetben a strtségfiiggvény
szerepel a formulakban). Ez is azt tiikkrozi, hogy az integralas valojaban az Gsszeadasnak
egyfajta megfelelGje. A valos szamok "tul sokan vannak" ahhoz, hogy Gssze tudjuk adni
mindegyikiiket, de az integral végeredményben ezt teszi lehetévé, Gsszeg helyett egy gorbe
alatti teriiletet adva.
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0.8 =

0l P(s<X<t) -

02 -

3.8. abra. A siirtiségfiiggvény egy részének gorbe alatti teriilete egy valdszintiséget fejez ki

3.3.2. Varhato érték és szoras

A diszkrét valoszintiségi valtozok esetén a varhato érték a valtozd altal felvett értékek
valoszintiségekkel, azaz a sulyfiiggvény értékeivel silyozott Gsszege volt. A folytonos esetben
ilyen 0sszeg nem irhato fel, azonban a silyfliggvény szerepét most is a stirtiségfiiggvény veszi
at. Tovabba, ahogy az el6z6 szakasz végén azt méar el6rebocsatottuk, Gsszeg helyett itt is
integralast alkalmazunk:

3.3.5. Definicid. Legyen X abszolut folytonos valészintiségi valtozo, aminek strtségfiiggve-
nye fx. Ekkor X wdrhato értéke

E(X) = / () dt.

amennyiben a fenti integral abszolat konvergens, azaz az

/ oy

integral véges.

Megjegyezziik, hogy ha egy improprius integrél abszolut konvergens, akkor konvergens is,
igy a definicioban szerepls feltétel teljesiilésekor a varhato érték is véges.
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3.3.6. Példa. Szamoljuk ki az el6z6 szakaszban szerepls Z valoszintségi valtozo varhato
értekét. Az f, strtségfiiggvény értékét a (3.4) formula adja meg. Ebbdl latszik, hogy a (0; 1)
intervallumon kiviil ez a fliggvény 0, igy a varhato érték kiszamitasanal valojaban csak ezen
a véges intervallumon kell integralnunk (és igy persze abszolut konvergens lesz az integral).
A fenti definicioba behelyettesitve, majd a Newton—Leibniz-formuléat alkalmazva:

E(Z):/_Ootfz(t)dt:/ol2t2dt: {2;] zg.

0
Ahogy a diszkrét esetben, a varhato érték linearitasa a folytonos esetben is érvényes:

3.3.7. Tétel. Legyenek X,Y : Q — R ugyanazon valdsziniségi mezdn értelmezett abszolit
folytonos valdsziniségi valtozok, melyekre E(X) és E(Y') véges. Legyen tovdbbd ¢ € R egy
tetszdleges valos szdm, ekkor

E(X +Y)=E(X)+E®Y), E(cX)=c-E(X).

Az tételben szerepld egyenlGségek tgy értenddk, hogy amennyiben az X ill. Y varhato
értéke véges, akkor az egyenl@ségek mindkét oldala véges, és azok megegyeznek. Megjegyez-
ziik, hogy a varhato érték tetszdleges - azaz nem csak diszkrét vagy folytonos - esetben is
definialhato (lasd pl. a 4.3. szakaszt a [0 jegyzetben), és a linearitas altalaban is érvényes,
ha az X és Y varhato értéke véges. Ezt tehat akar olyan esetekben is alkalmazhatjuk, mikor
az egyik valtozo folytonos, a mésik pedig diszkrét.

A folytonos esetben a szérast ugyanigy fogjuk definialni a varhato érték segitségével,
ahogy az a diszkrét esetben is tortént. Ehhez most is sziikségiink lesz az X? valtozoé véarha-
to értékére, ezt pedig a transzformalt varhato értékére vonatkozo, a diszkrét esettel analog
allitas segitségével szamolhatjuk ki:

3.3.8. Tétel (Transzformalt varhato értéke a folytonos esetben). Legyen X egy folytonos
valoszintségi vdltozo fx striségfigguénnyel, g : R — R pedig eqy olyan fiigguény, melyre
g9(X) szintén valdszintségi valtozo. Ha az E(g(X)) vdrhato érték véges, akkor

Blo(x) = [ glt)sx(tde.

A tételt nem bizonyitjuk, viszont azt megjegyezziik, hogy itt az g(X) valtozorél nem
tessziik fel, hogy folytonos, a tétel teljesen altalanosan érvényes, amennyiben ez egy valoszi-
niiségi valtozo, azaz {g(X) < t} halmaz egyben esemény is. Ez az Osszes altalunk tekintett
esetben teljesiilni fog, igy ezen technikai részletekkel a jovében nem foglalkozunk.

Ahogy mar emlitettiik, a legfontosabb példank a tétel alkalmazasara az X2 valtozo varhato

értéke lesz, ahol tehat a g(t) = t? valasztassal éliink. Eppen ezért ebben a specialis esetben
kiilon felirjuk a tétel allitasat: ha X egy folytonos valoszintségi valtozo, amelyre E(X?) véges,
akkor
(3.6) E(X?) = / 2 (1) dt.
3.3.9. Példa. Az el6z6 példa folytatasaként kiszamoljuk az el6z6 szakaszban tekintett Z
valoszintiségi valtozo négyzetének a varhato értékét. Emlékeztetiink, hogy az f strtiség-
fiiggvény értéekét a (3.4) formula adja meg, amely a (0; 1) intervallumon kiviil 0, igy az el6z6
formulaba behelyettesitve csak ezen a véges intervallumon kell integralnunk:

IE:(Z2)—/Oo t2fz(t)dt—/ol2t3dt— E} —%.

—00 0
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Ahogy mar emlitettiik, a szorasnégyzetet és a szorast a diszkrét esethez hasonléan defini-
alhatjuk a folytonos valtozokra, s6t, valojaban teljesen altalanos valtozokra is a varhato érték
segitségével. Mivel a szorasra vonatkozé allitasok igazolasanél csak a varhato érték tulajdon-
sagait hasznaltuk, amelyek pedig a folytonos esetben ill. teljesen altalanosan is érvényesek,
igy a szoras tulajdonsagai itt is érvényben maradnak. Ezek igazolasa lényegében szorol szora
megegyezik a diszkrét esetben latottakkal, ezért a bizonyitasok részletezését mell6zziik, és
megelégsziink a definicié és a f6bb allitasok Osszefoglalasaval.

3.3.10. Definici6. Legyen X egy valoszintiségi valtozo, melynek véges a varhato értéke. Ha
az E((X —E(X))?) varhato értek is véges, akkor ezt az X szdrdsnégyzetének (vagy variancid-
janak) nevezziik, és D?(X)-el jeloljiik. A szorasnégyzet nemnegativ gyokét az X szordsdinak
nevezziik és D(X)-el jeloljiik.

A szorésnégyzet altaldban is egy nemmnegativ valoszintségi valtozd varhato értékeke, és
igy nemnegativ, valamint minden ¢ € R esetén érvényesek a

DX +¢)=D(X), D(cX) = |¢| D(X)

transzforméacios szabalyok. Ezek tugy értenddk, hogy ha a szoéras véges, akkor a formulak
mindkét oldala is, és azok egyenlSk. A szorasnégyzet esetén az ezekkel ekvivalens formulak

D*(X + ¢) = D*(X) ill. D?*(cX) = *D?*(X). Tovabba egy X egy valoszintiségi valtozonak
pontosan akkor véges a szorasnégyzete, ha E(X?) véges, és ekkor

D*(X) = E(X?) — E(X)?
is érvényes. A tovabbiakban ezt a formulat hasznaljuk a szoras(négyzet) meghatarozasara.

3.3.11. Példa. Tekintsiik ismét az el6z6 szakasz Z valtozojat. Az el6z6 két példaban meg-
hataroztuk az E(Z) ill. az E(Z?) varhato értékeket, igy tehat az utobbi formulat alkalmazva

DY(2) = B(2) - E(2) = 5 - (%) —i-s== D(Z):g—\lﬁz\g

Végezetiil ratériink a fiiggetlenség és a szoérasnégyzet kapcsolatara. Altalaban is igaz,
hogy ha X és Y fliggetlen valoszintiségi valtozok, tovabba E(X), E(Y) véges, akkor E(XY)
is véges, és fennall az E(XY) = E(X)E(Y) egyenldség. Ebbdl a diszkrét esetben latottakhoz
hasonldan kovetkezik, hogy az X és'Y véges szordasi és fiiggetlen valoszintiségi valtozok esetén

D*(X +Y) =D*(X) +D*(Y)

érvényes. Természetesen most is igaz az analog allitas n valtozo esetén, azaz ha X,..., X,
paronként fiiggetlen valoszintiségi valtozok, melyek szoérasa véges, akkor

DX(X) + -+ X,) = D*(Xy) + - - - + D?(X,,).

Gyakorlatok, feladatok

3.3.1. Gyakorlat. Valasszunk egy pontot véletlenszertien az (1;0), (0;1) és (—1;0) cstcsok
altal meghatarozott egyenld szart haromszog belsejében, és jelolje X a valasztott pont és az
x tengely tavolsagat. Adjuk meg az X valtozo strtségfliiggvényét, varhato értékét és szorasat.
(Lasd a 3.2.1. gyakorlatot.)
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3.3.2. Gyakorlat. (M) Véletlenszertien valasztunk két szamot egyméastol fiiggetleniil a [—1; 1]
intervallumbol. Legyen X a két szam Osszege. Hatérozzuk meg X strtiségfiiggvényét, varhato
értéekét és szorasat. (Lasd a 3.2.3. feladatot.)

3.3.3. Gyakorlat. Az X folytonos valoszintiségi valtozo strtiségfiiggvénye:

Felt) = NG hat € (0;1),

0, kiilénben,

ahol a € R egy paraméter. Hatarozzuk meg o értékét és a P (% <X < %) valdszintiséget.

3.3.4. Gyakorlat. Egy benzinkut iizemanyagtartalyat hetente teletoltik. Jeldlje X a heti
fogyasztast (szézezer literekben), melynek strtiségfiiggvénye:

foi it 5(1—t)* hato<t<1,
X 0 egyébként.

Mekkora legyen a tartaly kapacitasa, hogy annak a valdszintisége, hogy a héten kifogy az
lizemanyag, kisebb legyen 0,05-nél? Mekkora az atlagos heti fogyasztas?

3.3.5. Feladat. (M) Véletlenszertien valasztunk egy P pontot a sikon az origd kézéppon-
ta egység sugaru K korén, majd a P-bdsl merdSlegest allitunk egy olyan szabélyos n-szog
oldalegyeneseire (n > 3), amelynek a beirt kore a K kor, legyenek ezeknek talppontjai az ol-
dalegyeneseken My, ..., M,. Hatarozzuk meg az |PM;|*+- - -+ |PM,|? négyzetosszeg varhato
értéket.

3.4. Nevezetes folytonos eloszlasok

Ebben a szakaszban megismerkediink harom fontos folytonos eloszlascsaladdal, és leir-
juk a legalapvetbb tulajdonsigaikat. A legegyszertibb példank az egyenletes eloszlas lesz,
amely a diszkrét egyenletes eloszlasnak (amely esetén minden kimenetel egyforman valoszi-
ni) a folytonos megfelelgje. Valojaban ilyen eloszlassal mar a geometriai valoszintiségi mez6k
targyaldsa soran is taldlkoztunk. Ezutdn megismerkediink a geometriai eloszlas folytonos ana-
logonjaval, az in. exponencialis eloszlassal, amelyre szintén érvényes az 6rokifju tulajdonsag,
amelyet az NT halmaz helyett most az egész [0, 00) intervallumra definialni fogunk. Végezetiil
a valoszintiségszamitas egyik legfontosabb eloszlascsaladjaval, az Gn. normaélis eloszlasokkal
foglalkozunk. FEzek alapvets szerepet jatszanak mind a kdvetkezs szakaszban, mind a valo-
szintiségszamitas egyszerd statisztikai alkalmazasait targyald kovetkezs fejezetben.

Altalaban egy X valoszintségi valtozo eloszlasat az eloszlasfiiggvényével adhatjuk meg.
A 3.2.3. éllitasban lattuk, hogy azon esemény valoszintisége, hogy X értéke egy adott inter-
vallumba esik, ennek segitségével konnyen felirhato, valojaban pedig igaz az is, hogy barmely
"hasonloképp felirt" esemény valoszintisége kiszdmolhato az eloszlésfiiggvény értékeibél. Az-
az: ha ismerjiik az eloszlasfiiggvényt, akkor ismerjiik az eloszlast. Emlékeztetiink arra is,
hogy mig a diszkrét valoszintiségi valtozok esetén a a P(X = t) valoszintiségek megadéasa az
eloszlasfiiggvény megadasaval ekvivalens, altaldban, specidlisan az abszolut folytonos esetben
ez nincs igy. Az abszolut folytonos valoszintiségi valtozok esetén azonban a strtiségfiiggvény
kivaltja a sulyfiiggvény szerepét, azaz az eloszlas megadasa (az eloszlasfiiggvény felirasan ki-
viil) torténhet a strtségfliggvény megadasaval is, hiszen egyrészt abbol az eloszlasfliiggvény
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integralas segitségével adodik, masrészt a kiilonbozd események valoszintiségei - szintén in-
tegralas segitségével - a strtiségfiiggvénybdl kozvetleniil megkaphatok. Ez utébbira lattunk is
példat a 3.3.3. allitasban, amikor a P(s < X < t) valoszintiséget adtuk meg ilyen modon, te-
hat az fx strtségfiiggvényt az (s;t) intervallumon integralva. Valdjaban ez a modszer szintén
miikodik méas, "hasonloképp felirt" eseményekre is, de ezzel itt részletesen nem foglalkozunk.
Az alabbiakban tehat megadjuk a fent emlitett harom nevezetes eloszlas eloszlas- és stiri-
ségfiiggvényeit, és megadjuk az eloszlasok legfontosabb paramétereit és fontosabb specialis
jellemz6it.

3.4.1. Egyenletes eloszlas

3.4.1. Definicié. Az X valoszintiségi valtozot egyenletes eloszlasunak nevezziik az (a;b)
intervallumon, ha stirtiségfiiggvénye

, hate(a;b),
fX (t) = b —a ( )
0 kiilonben.

Ennek jelolése: X ~ U(a;b).

Erre az eloszlasra valojaban mar lattunk példat, hiszen a 3.2. szakaszban latott legegy-
szer(ibb példank, nevezetesen az Y valoszintiségi valtozo egyenletes eloszlasu a (0;1) inter-
vallumon. Valoban, a (3.1) formula altal adott eloszlasfiiggvényt derivalva (leszamitva a 0 és
1 pontokat, ahol a fliggvény nem derivalhatd) megkapjuk az Y siirtségfliggvényét:

[ 1, hate (0;1),
fr(t) = { 0 kiilonben.

Vegyiik észre, hogy annak a valoszintisége, hogy egy (a;b) intervallumon egyenletes elosz-
lastt X valoszintiségi valtozo az intervallum egy (s;t) részintervallumaba esik, éppen a két
intervallum aranyaval egyezik meg. Ha ugyanis a < s < t < b, akkor a 3.3.3. allitas (ill. az
azt kovetd megjegyzés) szerint

t b1 t—s
Ps<X<t)= [ fxdy= [ —dy=;—.

Szamoljuk ki az egyenletes eloszlashoz tartozo eloszlasfiiggvényt. Ha X ~ U(a;b), akkor

B = [ ) dy.

Ez nyilvan 0, ha t < a, hiszen az a-t6l balra az fx fliggvény értéke 0. Ha viszont ¢ > b, akkor
valojaban a és b kozott integralunk, hiszen b-t6l jobbra fx ismét 0. Az (a;b) intervallumon
integralva a konstans 1/(b — a) fiiggvényt az eredmény 1 lesz. Végezetiil, ha t € (a;b], akkor

| t—a
x(1) /a A S
Osszefoglalva:
0, ha t < a,
t_
Fx(t) = a, haa <t <b,
b—a
1, ha t > b.
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A kovetkezd 1épésben megadjuk a fenti X valtozo varhato értékét is. A definici6 alapjan

t2 b_b2—a2 (b—a)b+a) a+bd
L_Q(b—a)_ 2(b—a) 2

E(X)z/ztfx(t)dtZ/abbjadt: {2(5—@

Tovabba a (3.6) formula szerint

a

b’ —a®  (b—a)(b®+ab+a®)  a®+ab+

T 3b-a) 3(b—a) a 3

és igy az X szorasnégyzete

a®+ab+0®  (a+b)?

3 4
4a® 4 4ab + 40* — 3a® — 6ab — 30> a® —2ab+b* (b —a)?
B 12 B 12 12

D*(X) = E(X?) — E(X)? =

3.4.2. Folytonos orokifji eloszlasok

A nevezetes folytonos eloszlasok targyalasat olyan eloszlasokkal folytatjuk, amik tipikusan
egy varakozasi id6t frnak le. Ilyenre méar lattunk példat a 2.1. szakaszban targyalt geomet-
riai eloszlasok esetén. Ezek interpretalhatok tgy, mint fliggetlen kisérletek sorozata esetén
egy adott esemény bekdvetkezéséig sziikséges probalkozasok szama, ami valojaban felfoghato
értékek egész szamok (a diszkrét halmazok fogalmat pontosabban is meg lehetne adni, de
ezzel itt nem foglalkozunk). Természetes kérdés, hogy ha a (véletlentdl fiiggs) varakozasi
id6t folytonosan szeretnénk mérni, tehat értékeként egy tetszéleges nemnegativ valos szamot
megengednénk, akkor milyen eloszlast kapnank. Létni fogjuk, hogy az tn. exponenciélis
eloszlasu valoszintségi valtozok megfelel6k lesznek erre a célra.

3.4.2. Definici6. Egy X folytonos valészintiségi valtozo exponencidlis eloszldsi A > 0 para-
méterrel, ha strtségfiiggvénye

Ae ™ hat >0,
Fx(t) = { 0 kiilonben.

Ennek jelolése X ~ Exp()).

A fenti fx fiiggvény valdéban strtségfiiggvény, hiszen nemnegativ, és

/ N fx(t)dt = /0 T e M dt = [—e M =1

teljesiil. Szamoljuk ki a hozza tartozo Fx(t) eloszlasfiiggvényt. Ez persze 0, ha t < 0, pozitiv
t esetén pedig (a striiségfiiggvény definicija alapjan)

t ¢
/_ Fx(y)dy = /0 Ae M dy = [—e’Ay]g =1—eM,
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azaz
1—e ™ hat>0,

Fx(t) = { 0 kiilonben.

Az exponencialis eloszlés bizonyos értelemben a geometriai eloszlas folytonos megfelelGje.
Hogy ezt lassuk, el6szor definidljuk az 6rokifju tulajdonsagot a folytonos esetben is:

3.4.3. Definicio. Az X valoszintiségi valtozot drokifjunak nevezziik a [0;00) halmazon,
amennyiben P(X € [0;00)) = 1 (azaz X értékei 1 valoszintséggel nemnegativak), és

PX>s+t]| X >s) =PX >1)
teljesiil X-re minden s,t € [0; 00) esetén.
3.4.4. Allitas. Ha X ~ Exp(\), akkor X érékifju eloszldsi a [0;00) halmazon.
Bizonyitas. Az allitas egyszerd széamoléassal adodik. ElGszor is
P(X €[0;00)=P(X>0)=1-P(X <0)=1-Fx(0) =1,

tovabba ha s,t € [0; 00), akkor (a geometriai eloszlasnal latottakhoz hasonloan) felhasznalva
t nemnegativitasat

PHX >s+t}N{X >s}) PX >s+t)
P(X > s) - P(X > )

PX>s+t| X >s) =

adodik. Ha most ¢t = 0, akkor az utols6 tort éppen 1 = P(X > 0) =P(X > 0) = P(X > t).
Ha pedig s = 0, akkor az utols6 tort értéke szintén P(X > t). Ha viszont mindkét érték
pozitiv, akkor a valészintiségeket felirhatjuk az X eloszlasfiiggvényének segitségével:

P(X>S+t)_1—]P)(X<s—{—t)_1_FX(S+t)_ef)\(s+t)
P(X>s)  1-PX<s)  1-Fx(s) e

—eM=1-Fx(t)=1-P(X <t)=P(X > t),

ahol az els6 és az utolso 1épésekben a komplementer eseményre valo attérésnél az egyenlGség-
jelet az X folytonossaga miatt elhagytuk. Il

A diszkrét esethez hasonléan most is igaz a fenti allitds megforditasa:

3.4.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy eqy X waldsziniiségi vdltozd orokifji a [0; 00) halmazon. Ekkor
X ~ Ezp(N) teljesiil valamilyen A > 0 szdmra.

A geometriai és exponencialis eloszlasok kozotti hasonlosag a varhato értékiik esetén is
megfigyelhets. Emlékeztetiink, hogy egy p paraméterti geometriai eloszlési valoszintiségi
valtozo varhato értéke 1/p. Ha pedig X ~ Exp()\), akkor parcialis integralast alkalmazva

IE:(X):/_ t- fx(t)dt :/ Ae M dt = [—te ] " +/Oooe”dt

1 —)\t
= — dt =
0+ )\/0 / fX
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Tovébba a (3.6) formula szerint

IE(XQ):/ 2 fx(t) dt:/ P e M dt = [—th‘”}§°+2/ te M dt
_ 0

(o) 0
2 [ 2 [ 2 2
=0+= t)\Mdt:—/ tix(t)dt == E(X) = —
és igy az X szorasnégyzete
2 1 1

3.4.6. Példa. Az orokifju tulajdonsag alapjan az exponenciélis eloszlés bizonyos esetekben
valoban jol modellezhet varakozési id6t. Tekintsiik a kévetkezs példat: hullocsillagot varva
kémleljiik az eget éjszaka. Tegyiik fel, hogy a hulldcsillag észleléséig hatralévs idS nem fiigg
az eddig eltelt varakozési id6 hosszatol. Ez tehéat azt jelenti, hogy a véarakozasi idét (pl.
orakban mérve) egy orokifja, tehat a fenti tétel értelmében egy X ~ Exp(\) exponencialis
eloszlastu valoszintiségi valtozoval irhatjuk le.

Tegyiik fel tovabba, hogy 1 — e 2/3 ~ 0,4869 eséllyel latunk hullocsillagot az elsé 20
percben. Meg tudjuk-e mondani, hogy mekkora az esélye, hogy az els6 egy oraban latunk
hulloesillagot? Az eddigi informaciok alapjan (az eloszlast és a fent megadott valoszintiséget

felhasznalva)
1—e 2P =P(X <1/3)=Fx(1/3) =1—¢ 3

adodik, amib6l A = 2 kdvetkezik. Ebbdl
P(X <1)=Fx(1)=1—¢?~0,8647.

Azt is lathatjuk, hogy atlagosan E(X) = 1/ = 1/2 érat kell varnunk az els6 hullocsillagig.

Gyakorlatok, feladatok

3.4.1. Gyakorlat. Legyen X exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozo, amir6l tudjuk,
hogy P(X > 3) = e 5.

a) Mi X eloszlasanak paramétere? b) P(X < 2) =" c) E(X) =" d) D(X) =?

3.4.2. Gyakorlat. Tegyiik fel, hogy egy adott mosogéptipus atlagosan 2 évig birja az elsé
meghibasodasig, és az els6 meghibasodas id6pontja folytonos, 6rokifju eloszlast kovet. Mi a
valészintisége, hogy az elsé 3 év soran nem hibasodik meg, ha tudjuk, hogy az els§ 2 évben
hibatlanul mikodott?

3.4.3. Gyakorlat. Egy radioaktiv atom élettartama években mérve exponenciélis eloszlasu
valoszintiségi valtozo. Az atom 32 év leforgasa alatt 0,5 valoszintiséggel bomlik el. Mennyi az
esélye, hogy az atom nem bomlik el 24 év alatt? Mennyi idén belil bomlik el az atom 0,95
valoszintiséggel?

3.4.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha X ~ Exp()), akkor a [X] valészintiségi valtozo
(ahol [-] a fels§ egészrészt jeldli) geometriai eloszlast 1 — e~ paraméterrel.
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3.4.3. Normalis eloszlas

Az alabbiakban megismerkediink a jegyzetben szerepls legfontosabb eloszlascsaladdal, az
un. norméalis eloszlasokkal. El6zetes szemléletes motivacio helyett itt csak megemlitjiik, hogy
a hatralévs szakaszokban ezek kozponti szerephez jutnak majd. Kiilonosképpen igaz ez az un.
sztenderd normalis eloszlasra, igy a szakaszt ennek ismertetésével kezdjiik, majd segitségével
elsallitjuk az eloszlascsaldad tobbi tagjat is. Ez a targyalasmod lényegesen leegyszertsiti a
szamolasokat, és ramutat a kiilonb6zé eloszlasok kapcsolatara is.

3.4.7. Definici6é. Az X folytonos valdszintiségi valtozot sztenderd normdlis eloszldsunak
nevezziik, ha striiségfiiggvénye

o(t) := ez (t € R).

Ennek jelolése: X ~ N(0;1).

A jegyzet hatralévs részére a ¢ jelolést rogzitjik. Ezen a ponton egyel6re az sem vilagos,
hogy ez a fiiggvény valoban egy eloszlast ad meg. Ehhez az

oo o0 1 t2
o(t)dt = / e zdt=1
oo —oo V2T

egyenlgséget kellene ellendrizni, amely valoban teljesiil (tehat, mivel p(t) > 0 is teljesiil
minden ¢-re, valéban egy valoszintiségeloszlast definialtunk), a részletes szamolast azonban
itt nem fogjuk elvégezni. Az érdeklédd olvaso megtalalja azt (példaul) az 1] konyvben vagy
a [0] jegyzetben.

3.4.8. Allitas. Legyen X ~ N(0;1), ekkor E(X) =0 és D*(X) = 1.

Bizonyitds. A varhato érték definicidja szerint

Oo <1 t2 1 12790
E(X) = / to(t) dt = / et L[4 e

A szoérésnégyzet meghatarozasahoz elészor (szokas szerint) kiszdmoljuk X2 varhato értékét a
transzformalt varhato értékére vonatkozé allitas segitségével:

E(XQ):/_ ) dt = / —t2 5 dt = /OO\/L_ g(—etj> dt
“o+ [ st

—H} L

hiszen ¢ az X stirtiségfiiggvénye. Igy tehat D*(X) = E(X?) - E(X)?=1-0= 1. O

A kovetkezSkben a sztenderd normaélis eloszlast valoszintiségi valtozok linearis transzfor-
maltjanak eloszlaséat fogjuk vizsgalni. Ehhez a kovetkezs, valojaban joval altalanosabb allitast
fogjuk hasznalni.

3.4.9. Lemma. Legyen X egy folytonos valosziniségi vdltozo, melynek siriségfigguénye
fx(t). Legyenek tovdbbd o, € R, 0 > 0, ekkor az Y = X + u transzformdlt is folyto-
nos valdsziniségr vdltozo, melynek stridségfigguvénye

w0 =215 (1)),
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Bizonyitds. Az eloszlasfiiggvény definicioja szerint

o

FY(t):P(Y<t):P<UX+N<t):IP(X<t_'u)

minden ¢ € R esetén, ahol felhasznaltuk, hogy o > 0, és igy az osztasnal az egyenl&tlenség
iranya nem valtozik. Ezt a valoszintiséget kifejezhetjiik az X véltozo fx strtiségfiiggvényének

segitségével a kdvetkezSképp:
- =
P (X < —) :/ fx(s)ds.
g —0oQ

Most az integralban az s = “F helyettesitést végezziik, és igy ds helyett %du-t irunk, tovabbé
ha s = t_T“, akkor u = os + pu = t, igy tehat az integralas fels6 hatéra t lesz. Azaz

t
1 U — b
Fy(t) :/ —fX ( ) du,
0 O o
ezért a folytonos valdszintiségi valtozo ill. a strtségfiiggvény definicioja alapjan adodik az
allités. 0

A lemma alapjan azonnal adodik, hogy ha X ~ N(0;1), és o,u € R, o > 0, akkor az
Y = 0 X + p valoszintiségi valtozo folytonos, és a stirtiségfiiggvénye

1 t— 1 _(t=w)?
37 t:— = (& 202 .
(37) o=z () =

3.4.10. Definici6. Egy Y folytonos valoszintiségi valtozo normilis eloszldsi p és o > 0 para-
méterekkel, ha stirtiségfiiggvénye a (3.7) jobb oldalan 4ll6 fiiggvény. Ennek jele Y ~ N(u;0?).

A sztenderd normalis eloszlas jelolésénél a p és o2 helyére 0 és 1 keriilt, vagyis a varhato
érték és a szorasnégyzet. Ennek alapjan mar sejthets, hogy ez altalaban is igy van, és ez
jelen helyzetben méar konnyedén igazolhat6. Egy N (u;0?) eloszlast valtozo ezen jellemzdinek
meghatarozasahoz ugyanis elegends azokat egy konkrét valtozo esetén kiszémolni, ilyet pedig
a fentiek szerint tudunk konstrualni. Legyen ugyanis X egy sztenderd normalis eloszlasu va-
loszintiségi valtozo, ekkor o X +pu a latottak alapjan normalis eloszlasi j és o? paraméterekkel
(itt o-t a o? pozitiv gyokének valasztjuk), igy ezen eloszlas varhato értéke

(3.8) E(cX +p)=cEX)+pu=0+u=pu
a varhato érték linearitasa ill. a sztenderd normélis eloszlas varhato értéke alapjan, tovabba
(3.9) D*(0X + pu) = D*(0X) = 0’ D*(X) = o°

a szorasnégyzet tulajdonsagai ill. a sztenderd normaélis eloszlas szorasnégyzete miatt. Azaz:
a normalis eloszlas paraméterei a varhatoé érték és a szorasnégyzet.

Lattuk, hogy a sztenderd normalis eloszlas transzformaltjaként elGall barmely normaélis
eloszlas. A konstrukci6 azonban forditva is miikddik, barmely normaélis eloszlasbol elGallithato
a sztenderd normalis. Legyen ugyanis Y ~ N(u;0?), és tekintsiik az X = % valtozot.

Ekkor
Y - u) _EY) -

o

=0

E(X):E(
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és

D2(X) = D? (Y - “) — D? (K) =Ly =,

o o

tehat ennek a valtozonak a varhato értéke és szorésnégyzete egy szenderd normaélis eloszla-
st valtozoéval egyezik meg (éppen igy definialtuk, ez lehet tehéat az egyetlen jo jeloltiink).
Azonban mindez még nem elegendd, be kell 1atni, hogy X is normaélis eloszlast, ami viszont
a fenti lemma alapjan adodik, amely szerint X stirtiségfiiggvénye

ofy(ot+p)=o Gs& (M» = (1)

g

A fent definialt X véltozot az Y sztenderdizdltjinak nevezziik.

Innen méar egyszertien latszik, hogy ha Y ~ N(u;0?), tovabba p,v € R, p > 0, akkor
pY + v is normalis eloszlast. Legyen ugyanis X az Y sztenderdizaltja, ekkor Y = o X + p
teljesiil, igy pY +v =p(c X + p) +v = poX + pp+v. Mivel X ~ N(0;1), igy az eddigiek
alapjan adodik a kovetkezd

3.4.11. Allitas. Legyen Y ~ N(u;0?), tovdbbd legyenek p,v € R valds szimok, ahol p > 0.
Ekkor pY + v ~ N(pu + v; p*c?).

Az allitéas lényegesebb része, hogy a pY +v transzformalt is normalis eloszlést, amennyiben
Y az. A paraméterek (ha valaki nem szeretné fejben tartani) egyszertien adodnak a varhato
érték linearitasabol és a szorasnégyzet tulajdonsagaibol, ahogy azt a (3.8)-ban és (3.9)-ben
is lattuk.

A normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye

Ahogy a normaélis eloszlas definicidja esetén is, az eloszlasfiiggvények vizsgéilatat is a
sztenderd normalis eloszléas eloszlasfiiggvényével kezdjiik, amely a folytonos véltozok defini-
cioja szerint

A P jelolést a tovabbiakban rogzitjiik.

Nem véletlen, hogy a fenti integral kiszamolasat nem részleteztiik tovabb. Ennek oka,
hogy a ® fiiggvény (bar a fenti integral segitségével definialt, azonban) nem fejezhetd ki zart
alakban elemi fiiggvények segitségével, és igy a Newton—Leibniz-formulét nem tudjuk kozvet-
leniil alkalmazni. A ® értékei igy kozelité modszerekkel hatarozhatok meg, példaul a 3.4.10.
feladatban szerepld hatvanysor segitségével. A gyakorlatban szamolo- ill. szamitogép, vagy
pedig tablazat segitségével szamoljuk ezeket az értékeket.

Mivel ez a fiiggvény a paros ¢ stirtiségfiiggvény integralja, igy kielégiti a kivetkezs egyenle-
tet (egy f: R — R fliggvényt parosnak neveziink, ha f(—t) = f(t) teljesiil minden ¢t € R-re):

3.4.12. Allitas. Minden t € R esetén ®(—t) =1 — ().
Bizonyitds. Ha t € R, akkor

O(—t) = /_t o(s)ds = /_OO o(s)ds — /_OO o(s)ds

[e%¢) [e%¢) t

_ —/t_oo—gp(—u)du:l—/t o(u) du=1— (1),

— 00

ami éppen az allitas. O
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Megjegyzés. A fenti szamolas mutatja, hogy az allitdsban szerepls formula érvényes minden
péros strtségfiiggvénnyel rendelkezd eloszlas eloszlasfiiggvényére, hiszen csak azt hasznéltuk
ki a fenti szamolasban, hogy ¢-nek a valos egyenesen vett integralja 1, ill. hogy p(—t) = ¢(t).

A fenti allitast gyakran alkalmaznunk kell, ha tablazatbol keressiik ki a ® értékeit, hiszen
éppen ennek az egyenletnek koszonhetéen egy tablazatban elegend megadni a fliggvény pozi-
tiv helyen felvett értékeit. Egy ilyen tablazat taldlhato a jegyzet végén szerepls "Tablazatok"
c. szakaszban. A @ fiiggvényre nem csak a sztenderd normalis eloszlas esetén van sziikség,
ugyanis segitségével kifejezhets tetszéleges normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye:

3.4.13. Allitas. Legyen Y ~ N(p;02), ekkor az Y eloszldsfigguénye Fy(t) = ® (=2).

Bizonyitds. Jelolje X az Y sztenderdizaltjat, ekkor Y = o X + p (ahol o a 02 pozitiv gyoke).
Az eloszlasfiiggvény definicidja alapjan

o o

t— t—
Fy(t):]P’(Y<t):IP’(JX—i-,u<t):IP’<X< 'u):q)( 'u>,
mert ® az X eloszlasfiiggvénye. ]

A normalis eloszlas alkalmazasai

A normélis eloszlast a gyakorlatban szamos esetben alkalmazhatjuk. Ennek okai a ko-
vetkez6 szakaszban, a centrélis hatéareloszlas tételének targyaldsakor valamivel tisztabban
latszanak majd, minden esetre az alkalmazasokban tipikusan akkor talalkozunk a normé-
lis eloszlassal, amikor nagyszamu, fiiggetlen, de egymagaban elhanyagolhaté mértéki hatas
eredményeként 1étrejovs valdszintiségi valtozo eloszlasat modellezziik. Ilyen lehet egy fizikai
mérés eredmeénye, pl. egy teriilet atlaghémérséklete egy adott honapban.

3.4.14. Példa. Egy tartalybodl a gyartasi folyamat végeztével mintat vesziink. Tegyiik fel,
hogy a minta hémérséklete Celsius-fokban mérve N(—2;1,69) eloszlast. Mi a valosziniisége,
hogy a minta hémérséklete nagyobb, mint 0 °C?

Jelolje a minta hémeérsékletét YV, ekkor a P(Y > 0) mennyiséget keressiik. A komplementer
eseményre attérve, az Y folytonossagat és az el6z§ allitast is felhasznélva

0— (-2 2
IP’(Y>0):1—]P>(Y<O):1—CI><%>:1—<I>(1—3>%0,0618.

Gyakorlatok, feladatok

3.4.5. Gyakorlat. Egy gép a beallitasa szerint 2 kg lisztet adagol a zacskokba, de a techno-
logia kovetkeztében a zacskoba keriilt liszt mennyisége N (u;0,002%) eloszlast kovet. Elszetes
megfigyelésekbdl lehet tudni, hogy 0,01 annak a valdészintisége, hogy a zacskoban a liszt
mennyisége kevesebb 2 kg-nél. Mennyi p értéke?

3.4.6. Gyakorlat. Egy normalis eloszlast valosziniiségi valtozo 0,2 valoszintiséggel vesz fel
10-nél kisebb értéket és 0,3 valoszintiséggel 14-nél nagyobb értéket. Mik az eloszlas paramé-
terei?

3.4.7. Gyakorlat. Texasban a hémérsékletet Fahrenheit fokokban mérik. Megallapitottak,
hogy az ottani hémérséklet eloszlasa nyaranta N(86;16). Hogyan valtozik meg az eloszlas,
ha attériink Celsius-skalara?

(3(°F—32) = °C)
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3.4.8. Gyakorlat. Legyen X ~ N(10;9) és Z = (%)2. Hatarozzuk meg a Z valtozo
eloszlasfiiggvényét.

to(t)

3.4.9. Feladat. (M) Mutassuk meg, hogy t > 0 esetén oR

3.4.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy
O () + 1@V () + (n — 2)0" D () =0

érvényes minden t € R ésn € N, n > 2 esetén, ahol @ jelsli a ® fiiggvény n-edik derivaltjat.
A fenti egyenlet felhasznélasaval lassuk be, hogy

kt2k+1

() = ;2 FEN2K + 1)

3.5. Hatareloszlas-tételek

Ebben a szakaszban a valoszintiségszamitas két alapvetd és kiemelten fontos tételével
foglalkozunk. Pontosabb lenne tételek helyett tételkorokrsl beszélni, hiszen az aldbbi allita-
soknak tobbféle valtozata létezik, melyek lényegében ugyanazt a jelenséget irjak le kiilonbozé
modokon vagy épp mas-mas feltételek mellett. Bar a hatareloszlas-tételek témakorébdl itt
csupan izelit6t adunk, és a targyalt allitdsok bizonyitésai is tulmutatnak a kurzus keretein,
de a teriilet fontossaga és alkalmazasai miatt roviden mégis foglalkoznunk kell vele. ElGszor
az un. nagy szamok torvényével ismerkediink meg, majd a de Morivre-Laplace tételt tér-
gyaljuk, amely specialis esete a szakasz végén ismertetett centralis hatareloszlés tételének.
Utobbi két tétel ravilagit arra is, hogy miért jatszik a normaélis eloszlés kozponti szerepet a
valoszintiségszamitasban és alkalmazasaiban.

3.5.1. A nagy szamok torvénye

Tekintsiink egy dobokockat. Hogyan tudjuk megéllapitani, hogy mennyi a 6-os dobés va-
loszintisége? Egy ideélis (homogén és szimmetrikus) kocka esetén természetesen szimmetriai
megfontolasok egyszertien vezethetnek olyan kovetkeztetésre, hogy hosszii tavon barmilyen
eredmény, igy a 6-os is ugyanolyan gyakorisaggal fordul els, azaz a 6-os dobas valoszintisége
1/6-nak tekinthetd.

De mi mondhat6 akkor, ha a kocka nem teljesen szimmetrikus vagy nem teljesen ho-
mogén? Egy kell6en aszimmetrikus kocka esetén mér néhany dobas utan feltiinhet, hogy
bizonyos eredmények gyakrabban ad6dnak, mint masok. Ha aztén a dobassorozatot foly-
tatjuk, és ez nem valtozik, akkor az az érzés alakul ki benniink, hogy bizonyos kimenetelek
valészintibbek, mint méasok. Amennyiben a dobasokat egészen hosszan ismételjiik, és az els-
fordulasok szamaét feljegyezziik, akkor azt tapasztalhatjuk, hogy ezek aranya az Osszes dobas
szamahoz mérten lényegében allandosulni latszik, vagy pontosabban valamilyen érték kortil
ingadozik, méghozzéa a dobasok szdmanak novelésével egyre kisebb mértékben. Ezt az értéket
joggal tekinthetjiik az adott kimenetel valoszintiségének, hiszen intuitiven éppen igy defini-
aljuk azt: az a szdm, ami megadja, hogy hosszu tavon milyen aranyban adodik egy bizonyos
kimenetel. Ebbdl persze az is kovetkezik, hogy igy nem tudjuk pontosan meghatérozni a
valoszintiséget, csak megkozeliteni tudjuk azt.
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A fenti gondolatmenet helyességérsl azonban elméleti érvelésekkel is meg kell gy6zédniink,
hiszen matematikai igazsdgokat tapasztalati iton megsejteni ugyan lehet, de bizonyitani nem.
Adjunk matematikai modellt a fenti kisérletsorozatra. Ez tehat egy dobokockanal adott ki-
menetelek egy eloszlasa, és példaul a 6-os dobas valoszintiségét probaljuk meg kisérletekkel
megallapitani. Ezen a kisérletek egyméas utani dobasok, melyek eredménye nem befolyasol
mas dobasokat. Legyen A; az az esemény, hogy az i-edik dobasnél 6-ost dobunk. Feltételezé-
siink szerint ezek az események egyiittesen fiiggetlenek, és mindegyikének valdszintisége egy
p szam, amit meg szeretnénk hatarozni. A kisérletsorozatunk egy adott kimenetele most egy
B, ..., B, eseménysorozattal modellezhetd, ahol B; = A; vagy B; = A; minden i-re. Ezek
az események az 1.2.9. definici6é utan tett megjegyzéseink értelmében szintén egyiittesen fiig-
getlenek, és mindegyikiik a valoszintisége p vagy 1 — p attél fliggben, hogy épp A; vagy annak
komplementere kovetkezik be az i-edig dobasnal.

A 6-osok relativ gyakorisaga kifejezheté a hozzajuk tartozd 14,,..., 1,4, indikatorvalto-
zokkal, amelyek a fentiekbdl adoddan azonos eloszlastak és a 2.2.8. allitas szerint egyiittesen
fiiggetlenek. Mivel a 6-osok szama egyszertien ezen valtozok Osszege, igy a relativ gyakorisag

éppen
Z?:l 1 A;
E—

Errdl a kifejezésrdl szeretnénk belatni, hogy az A; események (k6zos) valoszintiségéhez tart.

Itt ovatosnak kell lenniink, hiszen a fenti kifejezés valojaban valoszintiségi valtozok atla-
ga, ami maga is egy valosziniiségi valtozo, tehat egy fiiggvény, mig a valoszintiség egyetlen
szam. Ez azonban val6jaban nem fog gondot okozni, de jobban megvilagitja a lényeget, ha
elvonatkoztatunk az adott szituaciotol, és altalanosan tekintjiik az Xi,...,X,,... egyiitte-
sen fliggetlen, azonos eloszlast valoszintiségi valtozok egy sorozatat, amelyek persze egyazon
valdszintiségi mezdén vannak értelmezve. Jegyezziik meg, hogy az egyiittes fiiggetlenséget csak
véges sok valoszintiségi valtozora definidltuk, ebben az esetben pedig végtelen sorozatrol van
sz60. De ez a probléma konnyen orvosolhaté: itt fliggetlenség alatt egyszertien azt értjiik,
hogy a véltozok barmely véges részhalmaza fiiggetlen. Tekintsiik tehat a valtozok

2?:1 Xi

n

atlagat. A valtozok "atlagos viselkedésérsl" - legalabbis intuitivan - a varhato érték ad
informaciot, tehat ennek az atlagnak a valtozok (azonos) varhato értékéhez kéne tartania.

Hogyan tarthat tehat egy fiiggvény egy szamhoz? A valoszintiségszamitasban tobbféle
konvergenciafogalmat is szokés értelmezni, mi most a fliggvények pontonkénti konvergenciajat
hasznaljuk, aminek segitségével az tn. 1 valdszintiségli konvergenciat kapjuk. Ahogy az
X, fliggvények, ugy az atlagaik sorozatanak tagjai is egy adott {2 eseménytéren értelmezett
fiiggvények, melyeket kiértékelhetiink egy adott w € 2 pontban, és az igy kapott szamsorozat
hatarértéke (amennyiben létezik és véges) egy w-hoz rendelt szam, tehat ez az in. pontonkénti
limesz szintén egy fiiggvényt definial {2-n. A nagy szamok erés torvénye éppen azt mondja ki,
hogy bizonyos feltételek mellett ez a pontonkénti hatarérték egy konstans, mégpedig az X;-k
(minden i-re azonos) varhato értéke, legalabbis "majdnem mindig". A "majdnem mindig"
kifejezés a valoszintiség nyelvén tgy fogalmazhatoé meg, hogy az adott eseménynek 1 a valo-
szintisége, innen tehat az 1 valoszintiségl konvergencia név. Minden adott tehat a szakasz {6
eredményének kimondésahoz:

3.5.1. Tétel (A nagy szamok erds torvénye). Legyen Xq,..., X,,... egy (2, A, P) esemény-
téren értelmezett fiiggetlen, azonos eloszldsi valoszintségi vdltozok eqy sorozata, melyekre
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E(X;) = pu < co. Ekkor
X,
P(lim L:u) =1,
n

n—o0

ahol a hatdrérték ugy értendd, mint az

on DX (g,

fiigguények pontonkénti hatdrértéke.

A tételt tehat a korabbi példankra alkalmazva, azaz (a fenti jeloléseket hasznalva) az
X; = 14, valasztassal azt kapjuk, hogy a 6-os dobésok relativ gyakorisaga 1 valoszintiséggel
tart az 1,4, indikatorvaltozok varhato értékéhez, ami pedig az A; eseményeknek, tehat a 6-
os dobasnak a valoszintisége. Ez tehat, noha kezdeti intuicionkkal 6sszhangban van, nem
pusztan tapasztalati tény, hanem immaéar egy matematikai torvény.

Osszességében tehat ugy fogalmazhatunk, hogy a valoszintségi valtozokat kiatlagolva egy
"j6" becslést kapunk a varhato értékre. Hogy mit jelent a jo becslés, és hogy hany valto-
z6 atlagat kell tekinteniink, az tulajdonképpen méar a matematikai statisztika témakorébe
tartozik, amellyel a kovetkez§ fejezetben fogunk foglalkozni.

Megjegyezziik, hogy a fenti tételnek tobb kiilonbozs valtozata ismert. A [6] jegyzetben is
megtalalhato példaul a nagy szamok tn. gyenge torvénye, amely bar a fentinél (a nevének
megfelelden) egy gyengébb éallitas, viszont annak bizonyitésa joval egyszertibb. Ezt, ill. a
kapcsolodo kovergenciafoglamakat azonban itt nem targyaljuk, az érdekl6dé olvasd megtalalja
azokat példaul a fent emlitett jegyzetben.

3.5.2. A de Moivre—-Laplace-tétel

Mig a nagy szamok torvénye informaciot ad a véltozok atlagardl, ebben és a kovetkezs
szakaszban a valtozok Osszegének eloszldsdval foglalkozunk. Vizsgaljuk meg ezt a kérdést
elgszor a fenti elsé példankban (pontosabban annak altalanos alakjaban). Legyenek tehat az
A; események egyiittesen fiiggetlenek, ahol 1 < ¢ < n, tovabba tegyiik fel, hogy P(A;) = p
teljesiil minden ¢-re. Tekintsiik a hozzajuk tartozo indikatorvaltozok S, = > | 14, Osszegét.
Ennek eloszlasat jol ismerjiik a 2.1.22. példabol: S, ~ Bin(n;p).

Az egyszeriiség kedvéért elGszor tovabb specializaljuk a problémat, azaz a p = % esettel
fogunk foglalkozni. Tegyiik fel tehat, hogy egy szabélyos pénzérmét n-szer feldobunk, és

jelolje X a fejek szamat. Ekkor X ~ Bin(n; %) teljestil, és tetszbleges 0 < k < n egész esetén

P(X = k) = (Z) 2%

Ez a valoszintiség persze konnyen szamolhato, amig n viszonylag kicsi. De mar ebben az
esetben is joval faradsidgosabb lehet a

(3.10) IP’(XSk:)Ifo(i)ZZP(X:i)IQLRZ(?) :ZW!—W

i=0 i=0 ’

=0

valoszintiség kiszamoléasa, hiszen itt egy k 4 1 tagt Osszeget szamolunk. Réadéasul ha n nagy,
akkor az O0sszegben szerepld binomialis egyiitthatok szamolésa sem egyszerti.

Ahelyett, hogy a fenti valoszintiséget pontosan meghataroznank, egy jo kozelitést fogunk
adni rd. A szamolasokat itt nem részletezziik, de vizualisan jo képet kaphatunk arrél, hogy
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mi is torténik pontosan. Az (3.10) Osszegben k db valoszintiséget adunk Ossze. Ezeket a
valoszintségeket egy oszlopdiagramon abrazolva lathato, hogy ez tulajdonképpen k darab
téglalap teriiletének az Osszegeként is felfoghato, ahol a téglalapok oldalainak hossza 1 ill.
P(X =1i). A 3.9. abra szemlélteti az n = 10, k = 6 esetet.

X~B(10; 0,5), P(X<=6)

3.9. dbra. A binomialis eloszlés sulyfiiggvényének értékei megadhatok téglalapok teriileteként

Hogy analitikusan jobban kezelhetd legyen ez az Osszeg, elGszor is a X értékkészletét

"szimmetrizaljuk", azaz eltoljuk balra F-vel. Az X — % véltozd mar a O-ra szimmetrikus

2
[—%; %] intervallumban veszi fel az értékeit. Vegyiik észre, hogy valojdban a varhato6 értékkel
toltunk el, hiszen E(X) = 7, tehat voltaképp gy transzformaltuk a valtozénkat, hogy a

transzformalt varhato értéke 0 legyen, hiszen
(3.11) E(X —E(X)) =E(X)-E(E(X)) =0.

Emellett sziikség lesz még egy normalizalasra is: a fenti kiilonbséget leosztjuk az X szorésaval,

azaz D(X) = % n-nel. A szoras tulajdonsagai alapjan

(812) 5 (“5) =P (500)) = BP0 =

azaz az X]I;gg) egy olyan transzforméltja X-nek, melynek varhato értéke 0 és szorésa 1. Per-

sze itt X eloszlasat nem hasznéltuk ki, azaz (3.11) és (3.12) igaz egy tetsz6leges valoszintségi
valtozora, amelynek véges a varhato értéke, ill. véges és pozitiv a szorasa (a pozitivitas is
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sziikséges, hiszen osztunk vele). Vegytiik észre, hogy ugyanezt csinéltuk, amikor egy normalis
eloszlast valtozot sztenderd normalis eloszlasuva transzformaltunk. Ebben az esetben ezt
sztenderdizalasnak neveztiik, és ezt az elnevezést altaldban is hasznaljuk:

3.5.2. Definici6é. Legyen X egy olyan valoszintségi valtozo, melyre E(X) és D(X) véges,

X —-E(X
tovabba D(X) > 0. Ekkor az ]D)(—X<)) valtozot az X sztenderdizdltjainak nevezziik.

Térjiink most vissza a n, % paraméterd binomialis eloszlashoz, és fejezziik ki a P(X < k)
valoszintiséget a sztenderdizalt segitségével:

X_2 L_n
: <k)= 2 < 2 ).

(3.13) P(X <k) P(%\/ﬁ—%\/ﬁ>
A sztenderdizalt az értékeit mar a [—+/n; y/n| intervallumon veszi fel, és a szomszédos értékek
kozott 2/4/n a kiilonbség. Eppen ezért, ha fenti valészintiséget egy oszlopdiagramon szerepld
téglalapok teriiletének Osszegével szeretnénk kifejezni, akkor - mivel a téglalapok szélessége
2/y/n-szerese az X esetében adodo 1 szélességnek - a teriilet (azaz a valdszintiség) akkor
marad véltozatlan, ha a téglalapok magassagéat /n/2-vel szorozzuk.

Ennek a transzformacionak az eredménye lathato az alabbi 4bréan az n = 100 értékre. Ha
most a téglalapok helyett csak azok magassagat abrazoljuk a grafikonon, akkor megfigyelhetd,
hogy az igy kapott pontok jol illeszkednek egy specidlis gorbére, nevezetesen a sztenderd

normalis eloszlas .
t2

t) == e 2
(1) Ton
strtségfiiggvényének grafjara, és igy a téglalapok teriilete valojaban a ¢ integraljat kozeliti.
Egészen pontosan az igaz, hogy ha n tart a végtelenbe, akkor egy fix t € R-re a P(thgg) <t)
valészintiség tart a

integralhoz, vagyis a sztenderd normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének t helyen felvett érékeé-
hez. Azaz a (3.13) valoszintiséget nagy n esetén jol tudjuk kozeliteni a sztenderd normalis
eloszlassal (a t = 2(k — %)n_% értéket véve).
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X~B(100; 0,5), P(X<=55) - transzformalva
I

02 —

3.10. abra. A binomialis eloszlas silyfiiggvényértékeinek transzformalt diagramja

A ¢ flggvény és a binomidlis eloszlas transzformaltja
I

3.11. dbra. A binomialis eloszlas sulyfliggvényértékei transzformélva jol illeszkednek a szten-
derd normélis eloszlas ¢ strtiségfiiggvényének grafjara

Habar a fentiekben mi egy specialis binomialis eloszlast valtozoval dolgoztunk, valojaban
ugyanilyen eredmények adodnak egy tetszéleges X ~ Bin(n;p) valtozo esetén, ahol p € (0;1).
Természetesen ekkor E(X) = np, tehat ezzel kell eltolni X-et, tovabba a D(X) = y/np(1 — p)
értékkel kell osztanunk a sztenderdizalasnal. Tovabba, bar a (3.13) valoszintiségben csak egy
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fels6 korlatot szabtunk a valtozonak, amely az integrélas felsé hatarat adja, de ugyanigy
vizsgalhatunk egy als6 korlatot is, ez természetesen a kozelitésnél az integrélas alsoé hatara
lesz. Minden adott ahhoz, hogy kimondjuk a kovetkezé tételt.

3.5.3. Tétel (de Moivre-Laplace). Legyen X, ~ Bin(n;p) egy binomidlis eloszldsi valdszi-
niiségi vdltozo, ahol p € (0;1) rogzitett szam. FEkkor

X, —E(X X, —
lim]P’<a<”—(”)<b>: Im P |a< 22—

- / o(s) ds = B(b) — B(a),

ahol a,b € R. Tovibbd a b = oo és a = —oo értékékek is megengedhetdk, ekkor a fenti
egyenldség jobb oldaldn a limy_,oo ®(b) = 1 ill. a lim,, o P(a) = 0 értékek szerepelnek a
megfeleld tag helyett.

A tétel preciz bizonyitasa természetesen tulmutat e jegyzet keretein, de megtalalhato
példaul az [1] kényvben. A fenti allitas azonban csupan speciélis esete egy lényegesen altalé-
nosabb tételnek, a centralis hatareloszlas tételének, amely a kévetkezs szakasz témaéja.

Gyakorlatok, feladatok

3.5.1. Gyakorlat. Egy bizonyos csavar esetében a selejtes darabok aranya 5%. Egy tizlet
1000 darabot vasarolt a kérdéses csavarbol. Mennyi a valoszintisége annak, hogy t6bb mint
60 selejtes csavar lesz koztik?

3.5.2. Gyakorlat. Egy termékbemutatd szervezésekor 1000 meghivot kiilldenek szét. A
tapasztalat szerint a meghivottak egymastol fiiggetleniil 0,1 valoszintséggel fogadjak el a
meghivast és jelennek meg a rendezvényen. Mekkora teremben kell a rendezvényt megtartani,
ha azt akarjak, hogy a megjelentek mind le tudjanak iilni legalabb 90%-os valoszintiséggel?

3.5.3. A centralis hatareloszlas tétele

A kovetkezdkben szintén valtozok 6sszegének az eloszlasaval foglalkozunk, azonban ezittal
mar nem szoritkozunk egy specialis eloszlasra. A fenti de Moivre-Laplace-tétel altalanosita-
sat fogjuk megadni, ehhez pedig emlékeztetiink ra, hogyan lehet a binomialis eloszlas Gsszeg
formaban elGallitani (1asd az el6z6 szakasz elejét is). Legyenek tehat az A; események egytit-
tesen fliggetlenek, ahol 1 < i < n, tovabba tegyiik fel, hogy P(A;) = p teljesiil minden
i-re. Tekintsiik a hozzajuk tartozo indikatorvaltozok S, = ., 14, Osszegét, ennek eloszlasa
S, ~ Bin(n;p), és a de Moivre-Laplace-tétel értelmében egy fix p paraméter esetén

P(SYL]];(—E;(S%)<t)—>(I>(t) ha n— oo

Ahogy a nagy szamok torvényének targyaldsanal, az altalanos(abb) esetben itt is egy
Xiq,...,X,, ... sorozatot tekintiink, ahol az X;-k egyiittesen fliggetlen, azonos eloszlasi valo-
szintségi valtozok. Az el6z6 szakaszhoz hasonloan most is a y ., X; Osszeg sztenderdizaltjat
szeretnénk kezelni, igy azt biztosan fel kell tegyiik, hogy a D(X;) = o szoras véges és pozitiv,
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mert sztenderdizalasnal az Gsszeg szorasaval osztanunk kell. Ekkor persze E(X;) = u < o0 is
teljesiil, és az Osszeg varhato értéke

E (Z Xi> - ZE(XZ») = np.

Tovabba a valtozok fliggetlensége miatt

D? (Z Xi> => D*X;) =no”,
i=1 i=1
tehat az Osszeg sztenderdizaltja

Do Xi —EQCIL Xi) _ > i1 Xi — ”M.
D (3o Xi) vno
3.5.4. Tétel (A centralis hatareloszlas tétele). Legyen Xi,...,X,,... egyiittesen figgetlen,

azonos eloszldsu valdszindségi valtozok eqy sorozata, melyekre 0 < D(X;) = o < oo minden
i-re. Ekkor E(X;) = p < oo, és mindent € R esetén

P Z?:l XZ —ny
Vno

ahol ® a sztenderd normdlis eloszlds eloszldsfiigguénye.

< t) — (1) ha  n— oo,

A de Moivre-Laplace-tétel jol lathatoan addédik ebbdl az X; = 1,4, vélasztassal, de a
fenti eredmény lényegesen erésebb, hiszen az X; valtozok eloszlasa tetszéleges lehet (véges
szorassal). Eppen ebbdl adodik a tétel széleskort alkalmazhatosiga, bar a valtozok azonos
eloszlasanak megkovetelése valojaban lényeges megszoritas. Azonban szerencsére a fenti tétel-
nek léteznek joval altalanosabb valtozatai, ahol ettdl a megszoritastol megszabadulhatunk (a
részleteket lasd pl. a [3] konyvben). Ez (ha nem is teljesen precizen, de szemléletesen) meg-
erGsiti a normalis eloszlas alkalmazéasair6l elmondottakat, miszerint nagyszamu, fiiggetlen,
de egymagaban elhanyagolhaté méretd hatas Osszességeként létrejovs valdszintségi valtozo
eloszlasat normalis eloszlassal modellezhetjiik.

3.5.5. Példa. Egy projektorhoz van 6sszesen 100 darab égénk, melyek élettartama egymas-
tol fliggetlen exponencialis eloszlasi 50 ora varhatoé értékkel. Tegyiik fel, hogy az égsket
egymas utan hasznaljuk, azonnal kicserélve azt, amelyik kiégett. Mi annak valdsziniisége,
hogy legalabb 5250 6ran keresztiil hasznalhato az égékkel a projektor?

Jelolje X; az i-edik ég6 élettartaméat, ekkor az X, ..., X0 valtozok egymastol fliggetlen,
azonos eloszlést valoszintiségi valtozok, ahol az eloszlas paramétere A = 1/E(X;) = . Az
égbk teljes élettartama a valtozok Gsszege, igy tehét a

100
P (Z X; > 5250)
=1

valoszintiséget keressiik. A centralis hatareloszlas tételének alkalmazasédhoz atalakitjuk a fenti
eseményt ugy, hogy egyrészt abban az Osszeg sztenderdizaltja szerepeljen, masrészt (a tétel
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fenti alakjahoz hasonldan) az egyenlétlenség a masik irdnyba alljon. Ehhez sziikség van még
a valtozok szorasara: D(X;) = 1/A = 50. Tehat

100 100
P <ZX > 5250) —1-P ZXi < 5250)

=1 =1

S X, — 100 - 50 _ 5250 100 -50
V100 - 50 V100 - 50

v100 - 50 2

mivel a sztenderdizalt kozelitSleg sztenderd normalis eloszléast. A komplementerre vald atté-
résnél hallgatolagosan felhasznaltuk azt a(z eddig nem emlitett) tényt, hogy folytonos valdszi-
niiségi valtozok Osszege is folytonos, igy a komplementer eseménynél is szigori egyenlGtlenség
irhato.

100
100 % —100-50 1 1
_q_p| = <—> %1—®(§>m0,3085,

Gyakorlatok, feladatok

3.5.3. Gyakorlat. Az L méretd tojasok atlagos tomege 68 g, 4 g szorassal. Ha egy télcén
25 tojas van, akkor mennyi a valészintisége, hogy az 6sszstulyuk legalabb 1,65 kg?

3.5.4. Gyakorlat. Adottak az Xi, Xs,...,X12 ~ U(0;1) egyiittesen fliggetlen valoszint-
ségi valtozok. Ezek segitségével allitsunk els kozelitsleg N(5;4) normaélis eloszlasi véletlen
szamot.

3.5.5. Feladat. Béla kovetsket gyiijt egy online platformon. Kezdetben 1000 kdvetje van.
Tegytik fel, hogy ez minden héten vagy 1,1-szeresére ng, vagy nem valtozik, vagy 0,9-szeresére
csOkken. Mindharom kimenetel valoszintisége egyenként % Az egyes hetek valtozasai egy-
méstol fliggetlenek.

a) Hatérozzuk meg a kovetdi szamanak varhato értékét 104 hét (kb. két év) elteltével.

b) Kozelitsleg mennyi az esélye, hogy Bélanak kevesebb kovetdje lesz 104 hét milva, mint
kezdetben?
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Tablazatok

A sztenderd normélis eloszlas eloszlasfliiggvényének tablazata

0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4

0,5000
0,5398
0,5793
0,6179
0,6554

0,5040
0,5438
0,5832
0,6217
0,6591

0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628

0,5120
0,5517
0,5910
0,6293
0,6664

0,5160
0,5557
0,5948
0,6331
0,6700

0,5199
0,5596
0,5987
0,6368
0,6736

0,5239
0,5636
0,6026
0,6406
0,6772

0,5279
0,5675
0,6064
0,6443
0,6808

0,5319
0,5714
0,6103
0,6480
0,6844

0,5359
0,5753
0,6141
0,6517
0,6879

0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

0,6915
0,7257
0,7580
0,7881
0,8159

0,6950
0,7291
0,7611
0,7910
0,8186

0,6985
0,7324
0,7642
0,7939
0,8212

0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238

0,7054
0,7389
0,7704
0,7995
0,8264

0,7088
0,7422
0,7734
0,8023
0,8289

0,7123
0,7454
0,7764
0,8051
0,8315

0,7157
0,7486
0,7794
0,8078
0,8340

0,7190
0,7517
0,7823
0,8106
0,8365

0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
0,8389

1,0
1,1
1,2
1,3
1,4

0,8413
0,8643
0,8849
0,032
0,9192

0,8438
0,8665
0,8869
0,9049
0,9207

0,8461
0,8686
0,8888
0,9066
0,222

0,8485
0,8708
0,8907
0,082
0,9236

0,8508
0,8729
0,8925
0,9099
0,9251

0,8531
0,8749
0,8944
0,9115
0,9265

0,8554
0,8770
0,8962
0,131
0,9279

0,8577
0,8790
0,8980
0,0147
0,9292

0,8599
0,8810
0,8997
0,162
0,9306

0,8621
0,8830
0,9015
0,177
0,9319

15
1,6
1,7
1.8
1,9

0,9332
0,9452
0,9554
0,9641
0,9713

0,9345
0,9463
0,9564
0,9649
0,9719

0,357
0,0474
0,9573
0,9656
0,9726

0,0370
0,0484
0,9582
0,9664
0,9732

0,0382
0,9495
0,9591
0,9671
0,9738

0,394
0,9505
0,9599
0,9678
0,9744

0,406
0,9515
0,9608
0,9686
0,9750

0,0418
0,9525
0,9616
0,9693
0,9756

0,429
0,9535
0,9625
0,9699
0,761

0,0441
0,9545
0,9633
0,9706
0,9767

2,0
2,1
2,2
2,3
2,4

0,772
0,9821
0,9861
0,9893
0,9918

0,778
0,826
0,9864
0,9896
0,9920

0,783
0,9830
0,9868
0,9898
0,9922

0,0788
0,834
0,9871
0,9901
0,9925

0,793
0,0838
0,9875
0,9904
0,9927

0,798
0,0842
0,9878
0,9906
0,9929

0,9803
0,9846
0,0881
0,9909
0,9931

0,9808
0,9850
0,884
0,9911
0,9932

0,0812
0,9854
0,0887
0,9913
0,9934

0,0817
0,857
0,9890
0,9916
0,9936

2,5
2,6
2,7
2,8
2,9

0,938
0,953
0,9965
0,0974
0,9981

0,9940
0,9955
0,9966
0,9975
0,982

0,0941
0,9956
0,9967
0,9976
0,982

0,0943
0,9957
0,9968
0,9977
0,9983

0,0945
0,9959
0,9969
0,9977
0,9984

0,0946
0,9960
0,9970
0,9978
0,9984

0,948
0,9961
0,9971
0,9979
0,9985

0,0949
0,9962
0,9972
0,9979
0,9985

0,0951
0,9963
0,9973
0,9980
0,9986

0,0952
0,9964
0,0974
0,9981
0,9986

3,0
3,1
3,2
3,3
3.4

0,0987
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997

0,0987
0,9991
0,9993
0,9995
0,9997

0,0987
0,9991
0,9994
0,9995
0,9997

0,0988
0,9991
0,9994
0,9996
0,9997

0,0988
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997

0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997

0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997

0,9989
0,9992
0,9995
0,9996
0,9997

0,9990
0,9993
0,9995
0,9996
0,9997

0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
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A gyakorlatok, feladatok végeredményei

1. fejezet

1.1.1. A, =EnNP, Ay =ENP, A;=NNENP, A,=NNENP,A;=NnNP,
B=(E\P)U(NNP)

1.1.2. pl. Q@ ={(7,75) : 1 <14,5 <6} jo,
de eleme_i lehetnek a dobott szamokbél all6 halmazok is_
A - 570587 B - MAXQ ﬂS4, C - SlgLJMAXl U (S7ﬂngMAX6)

1 15
L13. 5. o
1 15 57 11
1.1.4. a) o) b) i c) o d) 55 e) 1
1.1.5. 5 o
a) 2)(;0()3) ~ 0,0225
5
5\ (85
b (x) 9(()5k) b b 0,123 4.5
(5)
(7) (%)
C) —oit d)1 -2~
950) (950)
327 3
1.1.6. a) ™= b) =
1 1
1.1.7. a) 3 b) 3
n—1 j—1\ (n—i n n
1.1.8. a) (’“nl)7 b) W ) S m = n(n + 1)7 2 n+1)(2n+1)
k k m=1 m=1
() (%) 2 6
1.1.9. 0,93952

1.1.10. P(AU Byo) ~ 0,6026, P(AU By U Byg) = 0,6556
1.1.11. 2) 0,07 b) 0,63

1.1.12. P(ANC) =

Nl

1.1.15. 0,91136
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(") - (149 — 588 - 13%)

1.1.16. 5
15 1
1.1.18. — g
m! e m!
1
1.24. -
2
1.2.5.
. . 1 1 1 1 1
A és B nen fiiggetlenek: P(AN B) = g’ P(A)P(B) = 33§ (A| B)

1
A és C fiiggetlenek P(A | C) =P(A) = 3
1.2.6. a) 0,096,  b) 0,916,  c¢) 0,084.

1.2.7. P(A) = P(B) = g, P(A| B) =1, nem fiiggetlen A és B

1
1.2.8. —— =~ 0,0002
4845 0,000

1
1.2.9. 3 ajto esetén: ha nem valtunk, a nyerséi esélyiink 3 ha valtunk, akkor 3

21 1
B
128 63

1.2.11. Feltéve, hogy mindkét huzott goly6 piros, annak a legnagyobb a valoszintsége,

1.2.10. a)

hogy 1 db hatost dobtunk, és ez a val6szintiség - (tehat erre érdemes tippelni).

2
Tovabba — valoszintiséggel dobtunk a fenti feltétel mellett 2 db hatost,
és 0 valoszintiséggel 0 db hatost.

1.2.12. 0,175; =~ 0,2303; =~ 0,5152; =~ 0,2545

3 1
1.2.13. P(tudja a valaszt | helyesen valaszolt) = 1 +p2 » P=7 esetén ennek értéke —
D
. fejezet
23 5
212. P(X <4)=—, PX>3)=—

2.1.3. fliggetlenek
3\ 10
2.1.4. a) (Z) ~ 0,0563 b) ~ 0,2241

c) a legnagyobb valoszintiséggel 2 helyes valaszunk lesz
11 kérdés esetén 2 és 3 valaszt is ugyanolyan és maximalis valoszintiséggel kapunk

2.1.5. Geo(0,5)
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2.1.6.

2.1.7.

2.1.8.

2.1.9.

2.2.1.
2.2.2.

10 8 8

PR2<X<3)=—, P(X = — b) —
9
12 11
1— 2 = ﬂ ~ 0,6126
10 1000 000 000
1 1
p= N; a hatarérték: -
az elsé esetben az f(k) = STsE ha k > 2 egész,
Fi—s

a méasodik esetben f(k) = ST ha k > 3 egész, ahol Fj, a k-adik Fibonacci-szam

nem fiiggetlenek

X és Y nem fiiggetlenek, X és Y egyiittes eloszlasa:
X

v 0 1 2

0 [[1/4] 0] 0
1 [1/3]1/6] 0
2 ||1/91/9]1/36

1 1
223. a)p= 50 b) P(X <0,Y=1)= 3 c) fiiggetlenek
2.2.4. a) fiiggetlenek b) fiiggetlenek ¢) nem fliggetlenek
1— k—1 _ 1— k—1
225, ran (X +Y) = N\ {0,1}, k > 2 esetén fx v (k) = pg - —2) (1-9)
q—p

9.3.1. ~ 154,1527

19
2.3.2. —

6

1

2.3.3. Y=N, PY=k=——, EY)=

fanY” =N, B(Y = k) = s, E(Y) = o
2.3.4. 3ill. 7

N2

2.3.5.

N+ M
2.3.6. 2

27
2.3.7. —

19
2.38.a)8  b) 72
2.3.9. 6
2.3.10. 3,7
2.3.11. 7

1 e 1 ) L k+53

2.3.12. az l-edik kartyaig huzott lapok varhato értéke [ - 1
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2.3.13 L
313, 3
2.3.14. 8
2.3.15. E(X?) = np + n*p? — np?
24 21
241 DA(X) = 22 DY) = =
25 25
1 1 2 41
—2) = — S 2)=Z, DX +Y
fx+v(=2) 10’ fx1v(0) 5 fx4v(2) 5 (X+Y)= 2%

21
2.4.2. X =dobott szamok Osszege, E(X) =9, D(X) = ”? ~ 3,2404

242. E(3-X)*) =6, D(-2X)=2V6~438990, E((X+1)(X—2))=10

253.a) X, =Y +---+Y,, ahol V) =1, és Y, = X; — X;_; minden 1 < i <7 esetén,
N—-1+1
Y~ Geo [ 2
o ( N )
g 1
E(X,)=N- _—
X) =N N3
1—1
=N
Z —i+1)2
N! 2"
PX'r (Z) = ) r 17—
N"(N —r)! I[Ti- (1 - TIZ)
b) A rekurzios formulabol
N—-r+1 1
P — . . . P
Xr(z) N z (1 o %2) Xr—1 (Z)7
ahol Px,(z) = z. Innen teljes indukcioval adodik a generatorfiiggvény.
3
2.5.4. X adobdsok szama, E(X)=7, D}X)=22, Pi(z)= #.
—2z—2z
2.6.3. 0,4046
2.6.4. 3,5973; 319,027
2.6.5. 0,2583
2.6.6. a) a keresett valoszintiség =~ 0,5785, a keresett szoras ~ 1,7193
b) egy Pois(3) eloszlast valtozoval kozelitett valoszintiség ~ 0,5768
2.6.8. a keresett valoszintiség kozelitsleg 0,1739, a kozelités hibéja legfeljebb 0,00902
. fejezet
3.1.1. 0,0707
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3.1.2.

3.1.3.

3.1.4.

3.1.5.

3.2.1.

3.2.2.
3.2.3.

3.2.4.

3.2.5.
3.2.6.

3.2.7.
3.3.1.

3.3.2.

fliggetlenek
23
200
1
2
5
9
0, hat <0,
a) Fx(t)=1¢ 2t—t* ha0<t<l,
1, hal<t.
5
b) P(0,25 < X < 0,5) = 16
az el6z6 feladat a) részével azonos a megoldas
P(X >0)=1
( 0, hat< =2,
2+1)?
Fy(t) (—g),ha—2<t§0,
t) =
: (2 - 1)
1—T, ha0<t§2,
L 1, hat>2.
0, hat <0,
Fx(t)=< 4t—4t?, ha0<t< 3,
1, ha % < t.
0,1593;  0,7967; nem folytonos
(0, hat<0,
! ha0 <t <1
—, ha
6’ e — )
_ 1
Fy(t) = 5 hal<t<d
5
- had<t<9,
6
L L hat > 9,
a) igen, b) pontosan akkor eloszlasfiiggvény, ha a > 0, c¢) nem,
_(2-2t hate(0:1), 1 1
Ix(t) = { 0, kilbnben, D X) =3 DX)=5u5

161

d) igen.

~ 0,2357



3.3.3.

3.3.4.

3.4.1.

3.4.2.
3.4.3.
3.4.5.
3.4.6.

3.4.7.
3.4.8.

3.5.1.
3.5.2.
3.5.3.

3.5.4.

3.5.5.

2+t
%, ha t € (=2;0),
¢ 2—t
BO=1 27 i,
0, kiilonben,

1 1
=g IP’(%<X<}1):6
45,072 1, 16,667 1
a) A =2 b) P(X < 2) = 10,9817
0,6065
0,5946; 138,3017 év
2,0047
p=1247, 0% = 8,657

2
¥ (03
_J 20(Vt) =1, hat>0,

Fa(t) = { 0 kiilonben.
~ 0,0735
egy 113 {&s terem elég
~ 0,9938

12
23 X, =7

i=1
a) 1000 b) 0,6628
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A gyakorlatok, feladatok megoldasai

1. fejezet

1.1.7. a) Az, hogy 101 dobés utan a nyul all elérébb, éppen azt jelenti, hogy legalabb 51 fejet,

azaz lefeljebb 50 irast dobtak. Barmilyen 101 hosszt fej-iras sorozat 1/2!9 valészintiséggel

adodik. Azon sorozatok szama, ahol pontosan k darab iras van, éppen (121), hiszen az frasok

dobéasainak sorszamat kivalasztva mar meghatarozzuk a sorozatot. Igy tehat annak a keresett

valoszintiség
1 101 n 101 N 101 R 101
2101 0 1 2 50

A fenti Osszeg kiszamolasédhoz felhasznéljuk a binomidlis egytlitthatok szimmetriatulajdonsa-

gat: (121) = (lgloik). Ezt az 0sszeg minden egyes tagjara alkalmazva

101 + 101 n 101 + N 101y /101 + 101 n 101 + N 101
0 1 2 50 ) \101 100 99 51
adodik. Azonban lattuk, hogy az dsszes binomidlis egyiitthato osszege 2101, igy

B £ )£ )

k=0 k=0 k=51 k=0

101
— 2100
(%) -2
0

Vegyiik észre, hogy a fenti érvelés 101 helyett tetszéleges n = 2m+1 paratlan szam esetén
elmondhato, ebben az esetben a binomialis egyiitthatokra a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

(-2 () -

k=0 k=m+1

vagyis
5

[e=]

(]

9100
és igy a keresett valoszintiség o7 =

MI»—?

b) Hasonloképp a fentiekhez, a paros sok fejdobés valoszintisége

o [() +(2)+ () -+ ()]

Most is alkalmazhatjuk a binomiélis egyiitthatok szimmetridjat, igy azt kapjuk, hogy
101 N 101 n 101 P 101\ /101 n 101 n 101 P 101
0 2 4 100/  \101 99 97 1)
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A két oldal Gsszege ismételten az Osszes egyiitthato Osszegét adja, vagyis ismét azt kapjuk,
hogy mindkét oldal értéke 2% tehét a keresett valoszintiség ismét 1/2.

A fentivel analog egyenléség altalaban is megadhato tetszéleges (nem csak paratlan) n
esetén. Ehhez a binomialis tételt (lasd az (1.2) formulat) alkalmazzuk: az x = —1, y = 1
valasztas esetén

0=(-1+1)"= zn: <Z) (1) = z":(_l)k _ (Z)

k=0 k=0

adodik. Tehat valtakozo elGjellel 6sszeadva a fenti binomiélis egytitthatokat 0-t kapunk. Fz
pedig (a fenti egyenléséget atrendezve) azt adja, hogy paros ill. paratlan k-kra Gsszegezve
ugyanazt a szamot kapjuk, ami gy sziikségképp 277! (mivel a teljes dsszeg 27).

1.1.8. a) Az, hogy a legnagyobb kihtzott szam n, éppen azt jelenti, hogy rajta kiviil még
az els6 n — 1 szambol huztunk £ — 1 darabot, ezt pedig (Zj)—féleképp tehetjiik meg. Mivel

Osszesen (Z) -féleképp valaszthatunk, igy a keresett valoszintiség
—1
(it)
(%)
b) Ha nagysag szerint az i-edik szdm j, az éppen azt jelenti, hogy az els6 j — 1 szambol

valasztottunk ¢ — 1 darabot, ezektdl fiiggetleniil pedig az utols6 n — j szambol pedig k — ¢
darabot, tehat a keresett valoszintiség

P(a legnagyobb szam n) =

ahol a (8) = 1 definiciét is hasznaljuk.

c) Mivel a huzéasnél a nagysag szerinti i-edik szam mindenképp i és n — k — i kozott van, és
persze azok az események, hogy az i-edik huzas értéke egy ebbe az intervallumba es6 j egész
szam, paronként egyméast kizardak, igy a valoszinilségiik Gsszege 1 kell legyen. Ez konnyen
levezethetd indukcioval a az 1.1.6. allitas (iii) részebdl illetve a P(Q2) = 1 egyenlSségbdl (lasd
még az 1.1.20. allitas (ii) részét is). Tehat a fenti valoszintiségeket az ¢ < j < n —k — 1
értékekre Osszegezve 1-et kapunk, (Z) -val atszorozva pedig

n—k—1i . .
ny J—1\(n—y
()= (2)62)
adodik. Felirva ezt (n+1)-re és (k+1)-re, tovibba az m = j—1 és az [ = i—1 helyettesitéseket

hasznalva, valamint az Osszeghez tovabbi esetleges 0 tagokat hozzévéve (amikor m < [ ill.
m>n—k—1—1 teljesiil)

(S S U5 Tl I o1 €5 1 i}

ahol tehat kihasznaltuk, hogy (‘;) definici6 szerint 0, ha a < b.

d) Ha a fenti formuldban a k = [ = 1 valasztassal éliink, akkor a

EE))-Eee (1)

m=0 m=1
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formula adodik. Hasonloképp a k = 2, [ = 1 esetben

(32 S0 B

m=1
n n n
(n+1)%n 2
=(n+1 E m — m2:——g m
( )mzl m=1 2 m=1

adodik, ezt atrendezve pedig

~ , (+1)n (+2)(n+Dn  n(n+1) n+2 n(n+1)2n+1)
mzlm = 2 — 2 (n—l—l— ) 6

1.1.9. Mind a hét ember valaszt egy emeletet a 10-b6l, vagyis a kimeneteleink olyan 7 hosszi
sorozatok lesznek, ahol minden elem egy szam 1 és 10 kozott. Ilyenbdl dsszesen 107 darab
van, és mindegyikiik egyforméan valoszind. A kérdés tehat azon kimenetelek szama, ahol ez a
sorozat tartalmaz legalabb két egyforma szamot. Egyszertibb megszamolni azokat a soroza-
tokat, ahol minden elem kiilonb6z6. Magéra a 7 kiilonb6z6 szamra (170) valasztasi lehet&ség
van, és persze minden ilyen 7 elemi szdmhalmaznal figyelembe kell venni, hogy melyik sza-
mot melyik ember valasztotta. Ez voltaképp a 7 szam egy sorba rendezését (permutéciojat)
jelenti, ezekbdl pedig 7! darab van. Vagyis (170) - 7! féleképp torténhet meg, hogy mindenki

mashol szall ki, igy a keresett valoszintiség

B (170)-7!_1 9!

7 — ey = 0:93952,

1.1.14. Az els6 egyenlétlenséget indukcioval fogjuk belatni. Ez n = 1 esetén trividlis, n = 2
esetén pedig a szita-formula kozvetlen kovetkezménye:

P(A; U Ag) =P(A)) + P(As) —P(A; N Ay) < P(A;) + P(Ay),

mivel a valoszintiség egy nemnegativ szam. Tegyiik fel tovabba, hogy n > 2, és az egyenlGt-
lenség n — 1 eseményre teljesiil. Ekkor a B = A; U---U A,,_; eseményt definidlva a fentiek
ill. az indukcios feltétel szerint

P(A U - UA,1 UA,) =P(BUA,) <P(B)+P(A,) <P(A) + ... + P(A4,_1) + P(A,).

A maésodik egyenlétlenség beldatashoz hasznéaljuk a de Morgan-azonossagot és a mar be-
latott els6 egyenlGtlenséget:

P(AN---NA)=1-PA N---NA,)=1-PAU---UA,)
>1-P(A) = = P(4,) =1 (1 =P(A))) — - = (1 = P(4y))
=P(A)+---+P(A4,) —n+1.

Megjegyezziik, hogy a mésodik egyenlStlenséget is be lehetne latni kozvetleniil teljes induk-
cioval, majd ennek segitségével levezethets volna az elsé egyenl6tlenség.

1.1.15. A varosok kozotti uthalozatot az alabbi graf szemlélteti:
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C

A feladatban leirt szituaciot ugy modellezhetjiik, hogy a graf minden élét a tobbitsl flig-
getleniil 1/5 valoszintiséggel toroljiik, és A-bol pontosan akkor lehet eljutni D-be, ha az igy
keletkezett grafban vezet ut A és D kozott.

Az eredeti grafban 6sszesen 4 kiilonb6z6 ut vezet A és D kozott:

A-B—-D, A-C—-D, A—-B—-C—D, A—-C—B—D.

Jelolje rendre Uy, Us, Us ill. Uy azon eseményeket, hogy a végss (tehat az esetleges torlések
utéan keletkezett) grafban a fenti els§, masodik, harmadik ill. negyedik tt szerepel. A kérdéses
valoszintiség P(U; U Uy U Us U Uy), amelyre a szita formulat felirva:

P(U, UL, UUsUU) = Y P(Nels).
0#£ICq{1,2,3,4}
A jobb oldalon szerepld események tgy irhatok le, hogy a metszetekben szereplé események-
nek megfelel§ utak Osszes éle be van huzva a végss grafban. Vegyiik észre, hogy mind a
harmas metszetek és az egy darab négyes metszet, valamint az Us N Uy metszet ugyanaz az
esemény, nevezetesen, hogy a graf dsszes éle be van htuzva. Ennek valoszintisége (%)5, mivel
az éleket egymaéstol fliggetleniil % valdszintiséggel hiizzuk be, és az elGjeleket is figyelembe
véve ez a valosziniiség végiil 2-es szorzoval szerepel a szita-formulaban.
Ez némiképp egyszertisiti a fenti 0sszeget:

P(U; U, UU3 UU,) =P(Uy) + P(Us) + P(U3) + P(Uy)
—P(U,NU,) —P(U, NUs) — P(U, NUy)

A\ ?
—PUsNU3) —=P(Us NUy) + 2 (3) .
Az itt szerepld tovabbi események valoszintisége a fentiekhez hasonléan (%)i, ha a megfelels
esemény (legalabb) ¢ darab él behuzasat jelenti:

4

) =pw = (1) P =pwy= (1)

) e e . 4
minden tovabbi valdsziniiség pedig ‘—é) . Azaz

4\? 4\? 4\* 4\°
P(UluU2uU3UU4):2-<g> +2-<5> —5.(3) +2~(5) = 0,91136.
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1.1.17. El6szor is vegyiik észre, hogy a Pygj-ra adott formula egyszeri kovetkezménye a szita-
formuldnak, hiszen P annak a valoszintségét jeloli, hogy az Ai,..., A, események koziil
egy sem kovetkezik be, ennek komplementere pedig éppen az A; U ... U A, esemény. A

szita-formula szerint
n

P(AU...UA,) = (1),

igy .
= . i 0+
ma=1-Svs =S ().

Legyen most m > 1, ekkor a szita-formula bizonyitasaban latott érveléshez hasonloan
bizonyithatjuk a formulat. Legyen w olyan elemi esemény, amely az A, ..., A, események
koziil pontosan k darabnak eleme. Azt kell belatni, hogy a p, := P({w}) valoszintiség a

n—m m+i
( )Serz
1:0

Osszegben Osszességében 1-szer szerepel k = m esetén és O-szor k # m esetén. Amennyiben
k < m, akkor persze az S,,.; Osszegekben szereplé metszetek egyikének sem eleme w, igy
a p, valoszintiség nem jarul hozza a fenti 6sszeghez. Ha k = m, akkor a p, valoszintiség
csak az S,,10 tagban jelenik meg, itt is csak annél a metszetnél, amelyet azon m darab A;
eseménybdl képziink, melyeknek w eleme.

Ha k > m, akkor a p,, valészintiség 0 < ¢ < k — m esetén jelenik meg az S,,; tagokban,
mindegyikben pontosan azon metszetek esetén, ahol az m + ¢ eseményt azon k darab A;-
bol valasztjuk, melyeknek w eleme. Ekkor tehat .S,,.;-ben a p, (m]il) sillyal szerepel, azaz

0sszesen
= m+z Eo\ km(_l)i(m—l—i)! k!
m+i) < il-m! (m+d)!-(k—m—1)!

z:O

ez utobbi dsszeg pedig a binomiélis tétel szerint (1 — 1)k=™ = 0.
A P, valoszintiségre adott formula bizonyitasahoz elGszor jegyezziik meg, hogy m = n

esetén
=, g fn— 14
Pn = P[n] = Sn = Z(—l) ( n—1 )Sn—I—ia
i=0
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tovabba mivel a Py, 1 = P, — P}, egyenl6ség teljesiil, igy indukcioval 1 < m < n esetén
ifmte m—+1
.4)<Wl>mﬂﬂ+§j ( >&m

() () s

n 1

P, = m+1+P[m]:

'Pﬂ%

||
5
+

z (1.3) formula szerint.
Most belatjuk az

n

()

m=k

egyenlGséget minden 0 < k < n egész esetén. Valojaban megmutatjuk, hogy az

()

m=k

n + 1 ismeretlenes, n + 1 egyenletbdl allo lineéaris egyenletrendszernek az x,, = P, szé-
mok adjak az egyetlen megoldasat. Behelyettesitve ugyanis a F,-re adott formuldt majd
megforditva az 6sszegzés sorrendjét

5 () S0 (e S0 ()

-Ser(Ser (D))

_ jzi;(_nj—k G{) (zj:(—nm—k (;:’;)) S;.

m=k

Ttt , .
J . J— .
wfJ—k J—k ik

—1)mk = —1)™ =(1-1)
St (27 ) = () =ay
m=k m=0
ennek értéke pedig j > k esetén 0, j = k esetén 1. Ezt visszahelyettesitve adodik, hogy
az T, = P, szdmok az egyenletrendszer egy megoldéasat adjak. Figyeljiik meg tovabba,
hogy a fenti egyenletrendszer egyilitthatoméatrixa diagonalis, a f6atlojaban pedig csak nem-

negativ szamok szerepelnek, igy a determinansa 0-t6l kiillénboz6, vagyis az egyenletrendszer

megoldésa egyértelmii.
Az

n

-2 (02

egyenléség az el6bbihez hasonlo szdmolassal adodik.
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1.2.3. Példat mutatunk olyan A, B,C' eseményekre, amelyekre teljesiil a P(AN BN C) =
P(A)P(B)P(C) egyenlet, de a

P(ANB)=P(AP(B), PBNC)=PB)PC), P(CNA) =PC)PA)

egyenletek koziil pontosan ketts teljesiil. Ehhez tekintsiink egy tetszéleges olyan A eseményt,
melyre P(A) = 0 teljesiil (pl. az A = () j6 valasztas, de barmi més nulla valoszintiségt esemény
megfelel). Ekkor ANB C A, AnC C Aill. AnNBNC C A miatt az 1.1.20. allitas (iv)
pontja szerint

P(ANB) <P(A) =0, P(ANC)<P(A) =0, P(ANBNC)<P(A)=0
is teljesiil, és mivel a fenti valoszintiségek nemnegativ szamok, igy sziikségképp
P(ANB) =0, P(ANC) =0, P(ANBNC) =0,
ebbdl pedig azonnal koévetkezik, hogy
P(ANB) =P(A)P(B) =0, P(ANC) =P(A)P(C) =0, P(ANBNC) =P(A)P(B)P(C) =0.

Vegyiik észre, hogy a B és C' eseményekrdl nem hasznéltunk ki semmit, ha tehét ezeket olyan
eseményeknek valasztjuk, melyek nem fiiggetlenek egyméastol, akkor a P(BNC') = P(B)P(C)
egyenlet nem teljesiil.

Mutatunk egy olyan konstrukciot is, ahol az A, B, C' események mind pozitiv valdszini-
ségiiek, a P(AN BN C) =P(A)P(B)P(C) egyenlet teljesiil, de az események nem péaronként
fiiggetlenek. Ehhez tekintsiink egy olyan cinkelt hat oldaltt dobokockat, ahol az egyes valo-
szintisége 1/27, a kettesé és a harmasé 7/27, az Gsszes tObbi kimenetelé pedig 4/27. (Nyilvan
ez egy valosagtol teljesen elrugaszkodott példa, de elvi jelentGsége ennek nincs, ilyen mate-
matikai modell minden korlat nélkiil konstrualhato.)

Tekintsiik tovabba az

A=1{1,4,5}, B =1{1,5,6}, C ={1,4,6}

eseményeket. Ekkor

1 4 4 1
PA)=PB) =P(O) =it 57+ 57 = 3

1 1\°
tovabba AN BNC = {1}, igy P(ANBNC) = 77 = (5) = P(A)P(B)P(C). Ugyanakkor
1
ANB={1,5},igy P(ANB) = % # 9= P(A)P(B). Hasonloképp lathato, hogy a B és C,
valamint az A és C' eseménypéarok nem fiiggetlenek.

1.2.11. Kiszamoljuk a

P(0 db hatost dobunk | két piros goly6t huzunk),
P(1 db hatost dobunk | két piros goly6t huzunk),
P(2 db hatost dobunk | két piros golyot huzunk)

feltételes valoszintiségeket. Arra logikus tippelni, ami a feltétel mellett legnagyobb valdszi-
niiséggel bekovetkezik.
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A fenti valészintiségek meghatarozasihoz a Bayes-tételt hivjuk segitségiil:

P(0 db hatost dobunk | két piros golyot hizunk) =
P(két piros golyot hiazunk | 0 db hatost dobunk) - P(0 db hatost dobunk)

P(két piros golyot hiizunk)

Ha feltessziik, hogy 0 darab hatost dobtunk, az éppen azt jelenti, hogy egyetlen piros golyo
sincs a dobozban, tehéat ezen feltétel mellett 0 valoszintiséggel hiizunk két piros golyot:

P(két piros golyot hiizunk | 0 db hatost dobunk) = 0,
és igy a jobb oldal szamlédloja, tehat az egész tort eredménye is 0, vagyis
P(0 db hatost dobunk | két piros goly6t huzunk) = 0.

A masodik valoszintiséget is hasonloképp szamithatjuk ki:

P(1 db hatost dobunk | két piros golyot hizunk) =
P(két piros golyot htizunk | 1 db hatost dobunk) - P(1 db hatost dobunk)

P(két piros golyot hizunk)

[tt azonban a P(két piros golyot huzunk) valoszintiség kiszamolasahoz sziikségiink lesz a teljes
valoszintiség tételére. Ehhez vezessiik be a kovetkezd jelolést: legyen H; (i = 0,1,2) az
az esemény, hogy i darab hatost dobunk. Ekkor persze Hy, H; és H, paronként egymast
kizardak, tovabba egyikiik mindig bekovetkezik, azaz ezek teljes eseményrendszert alkotnak.
Legyen még P» az, hogy 2 piros golyot hiizunk, ekkor tehét a teljes valoszintiség tétele szerint

P(P,) =P(Py | Hy)P(Hy) + P(P, | H))P(Hy) +P(P, | Hy)P(H>)

A fentiek szerint az elsé tag a jobb oldalon 0. A P(P, | Hy) valoszintiségben a H; feltétel
épp azt jelenti, hogy 1 piros és 1 sérga golyé van az urnaban, tehat minden htuzasnal 1/2

11 1
valoszintiséggel htizunk pirosat, és mivel a huzasaink fiiggetlenek, igy P(P, | Hy) = 5 5= 1
10 )
Tovabbé pontosan 1 darab hatost %= 18 valoszintiséggel dobunk, tehat
1 5 5
PP | H)P(H) =—-— = —.

A H, feltétel mellett kizéarolag piros golyok vannak a dobozban, igy P(P; | Hy) = 1, tovabba

1 )
P(Hy) = -, vagyis
5 1 7

P(P) =04 — + — = —.
(P2) O+ T35~ 7

Mindezek alapjan
P(P, | H)P(H,) _ 5/72 5

P(1 db hatost dobunk | két piros golyot hizunk) = P(H, | P) = (D) =TT
2

és
P(P, | Ho)P(Hy) _ 1/36 _ 2

P(2 db hatost dobunk | két piros golyot hazunk) = P(H; | Py) = (D) =TT
)
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vagyis arra érdemes tippelni, hogy 1 darab hatost dobtunk, és ekkor 5/7 a valosziniisége,
hogy helyesen tippeliink.

1.2.14. Az 1.1.15. feladat megoldasaban latott grafos atfogalmazast és (tobbek kozt) az ott
bevezetett jeloléseket fogjuk hasznalni.

Jelolje BC' azt az eseményt, hogy az BC' él be van hiizva a grafba. Vegyiik észre, hogy
ha BC nem teljesiil (azaz AB teljesiil), akkor az, hogy van A-bol D-be tt, éppen azt jelenti,
hogy az U, és U,y utak legalabb egyikének élei be vannak hizva. Vagyis

P(3 4t A-bol D-be | BC) = P(U; U, | BC) = P(U; UTy),

ahol az utols6 egyenlGség azért teljesiil, mert a BC él nincs rajta az A — B — D és az
A — C' — D utakon, igy ezt az élt e két 0t éleitdl fliggetleniil huzzuk vagy nem hiizzuk be.
A szita-formula szerint tehat

= AP
P(3 t A-bol D-be | BO) = P(UL) + P(Us) — B(U, N U) =2 (5) _ (g) |

hiszen a fenti események éppen azt jelentik, hogy két-két, illetve a metszet esetén négy él be
van huzva a grafba.
Ha BC teljesiil, akkor az, hogy van A-bol D-be ut, éppen azt jelenti, hogy mind az

A, mind a D cstcsbol el lehet érni a B és C' cstcsok legalabb egyikét. Jelolje ezeket az
eseményeket S és T. Mivel ezek a BC' és meglététsl fiiggetlenek, igy

P(3 4t A-bol D-be | BC)=P(SNT | BC)=P(SNT)=PS)P(T),

mert maguk az S és T események is fiiggetlenek, hiszen diszjunkt élhalmazra vonatkoznak.
Jelolje rendre AB, AC, BD és C'D azt, hogy a megfelel§ élek be vannak hiizva a grafban,
ekkor

4 4\?> 4 6 24

amit persze gy is megkaphatunk, ha 1-bél kivonjuk a komplementer esemény valoszintiségét
(vagyis annak a valoszintiségét, hogy a kettébdl egyik él sincs behtizva). Hasonloképp

24
P(T)=P(BDUCD) = %5
vagyis

24\ 2
P(3 it A-bol D-be | BC) = (2—5) .

Végiil a teljes valoszintiség tétele szerint

~

P(3 1t A-bol D-be) = P(3 at A-bol D-be | BO)P(BC) +

SOEREORC

(3 at A-bol D-be | BC)P(BC)

= 0,91136.

ot =

171



2. fejezet

2.1.1. Induljunk ki a (2.5) formulabol:

P(X >k+n) 1= (i) 1= 35 (1-p)p
P(X > k) 1- Z?:l fx(G)  1- 2?21(1 —p)'p

Az utolso tort szamlalojaban és nevezGjében 1év6 Osszegekben a p tényezos kiemelhetd, és ekkor
1 kezddtagu, (1 — p) kvocienstd mértani sorozat elsé k +n ill. els k tagjat kell Gsszegezniink.
Irjuk fel ezt elGszor a nevezdre, hasznéljuk a mértani sorozat Osszegképletét:

PX>k+4+n|X>k) =

> A=pp=1-p-A+(1=p)+(1=p’+---+(1—p""

j=1
1—(1—p)* 1—(1—p)*
1-(1-p) _1_p. (1-p)

—lo —(1-p) p

=(1-p)"

A nevezdben k helyett (k + n)-nel szamolva az (1 — p)**" kifejezést kapjuk, és igy
(1 p)kJrn

(A-pr

Ugyanez az érvelés adja, hogy a jobb oldal itt éppen P(X > n).

P(X >k+n|X>k) = —(1-p)".

2.1.3. Jeloljiik a dobasok kimenetelét rendezett parokkal, ekkor az eseménytér:
Q={(y): 1<i,j <6}

Ha X a dobott szamok 6sszege, akkor az { X paros} esemény azon kimenetelekbdl &ll, melyek-
re a két dobas eredményének paritasa megegyezik (mindkettd paros vagy mindketts paratlan).
Ilyen parokbol 2 - 32 = 18 darab van, igy
{X paros}| 18 1
P(X paros —_— = — = -
(X piros) = =0 = 357 3
Ugyanezt megkaphatjuk a a 2.1.21. példa alapjan is, ahol kiszamoltuk X eloszlasat. A dobott
szamok 0Osszege pontosan akkor paros, ha a 2, 4, 6, 8, 10 vagy 12 értékek valamelyikét veszi
fel, azaz

P(X péros) = fx(2) + fx(4) + fx(6) + fx(8) + fx(10) +
103 5.5 3.1 151
36 36 36 36 36 36 36 2

Ha Y a dobott szamok szorzata, akkor
{V <4} ={(1;1),(1;2),(2:1),(1;3), (3; 1), (1;4), (4 1), (2 2)}.

Tehat Y <4y 8 2
Py <4)= 2 =H1_° _ 2
(Y'=<4) Q] 369
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Tovébbé a két esemény metszete {(1;1), (1;3), (3;1),(2;2)}, ezért

{X paros}n{Y <4} 4 1

Q] 36 9

P(X paros és Y <4) = |

Mivel

2 1
P(X péros) -P(Y <4) = - 3-9= P(X paros és Y < 4),

9

igy a fliggetlenség definicioja szerint a két esemény fliggetlen.

N | —

2.1.7. A sorsjegyekkel egymastol ﬁigg(;tleniil 11—0 valoszintiséggel lehet nyerni, azaz egy sorsjegy
1% valoszintiséggel nem nyer. Igy (1%) annak a valoszintisége, hogy Béla egy adott héten nem

nyer, mert a sorsjegyeket egymastol fiiggetleniil valasztottuk ki. Tehat p =1 — (1%)3 annak
a valoszintisége, hogy Béla egy adott héten nyer.

Legyen X azon hetek szdma, amikor Béla jatszik. Ekkor X egy valoszintiségi valtozo.
Mivel az els6 olyan hétig jatszik, amikor nyer, és az egyes heteken a jatékok egyméstol
fiiggetlenek, igy X ~ Geo(p). A keresett valoszintiség

P(X <3) = P(X = 1) + P(X = 2) + P(X = 3) = fx(1) + fx(2) + /x(3).

A sulyfiiggvény képletét behelyettesitve ez a valoszintiség

p+(1—pp+(1—pQp= (1— (%>3> <1+ (%)3+ (1%)6) =1- (1%)9 ~ 0,6126.

Egy mésodik lehetséges megoldés a kovetkezs. A sorsjegyekkel egymastol fiiggetleniil %
valoszintiséggel lehet nyerni, azaz egy sorsjegy 19—0 valdszintiséggel nem nyer. Irjuk fel a keresett
valoszintiséget a komplementere segitségével:

P(Béla az els6 harom hét valamelyikén nyer) = 1 — P(Béla az elsé harom héten nem nyer).

Az utobbi valoszintiség éppen annak a valoszintisége, hogy 9 egymas utan egymaéstol fiigget-

9

m)g, tehét a keresett valoszintiség 1 — (35) .

leniil valasztott sorsjegy nem nyer, azaz ( 16
2.1.9. Legyen X a sziikséges dobasok szama abban az esetben, amikor 2 egyforma eredményre
varunk, ekkor persze X > 2. Ha X = k, akkor az els6 k — 1 dobasbol allo sorozatban fejek

és irasok valtakoznak, ilyen sorozatbol pedig 2 darab van. Azaz

Fx() =B(X=k) = o = oy

teljestil minden k& > 2-re.

Legyen Y a sziikséges dobasok szama abban az esetben, amikor 3 egyforma eredményre
varunk. Ekkor Y > 3 mindenképp teljesiil. Ha Y = k, akkor az els6 k — 3 elemben nincs
sem F'FF, sem [, tovabba k > 3 esetén az els6 k — 3 dobas egyértelmiien meghatarozza,
hogyan végzd&dik a sorozat. Tehat Y = k és k > 3 esetén a lehetséges F' — I sorozatok szama
megegyezik azon k — 3 hosszi sorozatok Cj,_3 szamaval, amikben nincs FFF vagy I11,Y =3
esetén pedig két lehetséges sorozat van.

Legyen A, azon n hosszisigu sorozatok szama, amikben nincs FFF vagy I11, és két
egyforma elemmel végzédnek, és legyen B, azon n hosszisagu sorozatok szama, amikben
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nincs FFF vagy III, és nem igaz rajuk, hogy két egyforma elemmel végzédnek. Ekkor
C,=A,+B, A1 =0, A, =2, B, =2, B =2, C; =2, Cy = 4 tovibba n > 2 esetén
A, =B, 1, B,=A4,_14+ B,_1 =C,_1, vagyis n > 2 esetén

Cn = Cn—l + Cn—Q-
Legyen most Cy = 2, ekkor a fenti rekurzié n = 2 esetén is érvényes. Vegylik észre, hogy itt
valojaban C,, = 2F,,,, ahol F}, jeldli a Fibonacci-sorozat n-edik tagjat, és igy
Cr3 I
ok 9k—1°
teljestil minden k& > 3-ra. Ezt az eloszlast Fibonacci-eloszldisnak is szokas nevezni. Vegyiik
észre, hogy a fentiekbdl kovetkezik a

fr(k) =P(Y =k) =

o

F;
Z 9+l 1

i=1

Osszefliggés. Ezt persze egyszertien belathato a rekurziv definicié alapjan. Jelolje ugyanis a
fenti osszeget a. Ekkor kénnyen lathato, hogy a < oo (miért?), és igy

[e o]

11 F, 1 1 Fiy+ Fiy
“:§+1+ZQH1:§+Z+ZT

1= 1=3

1 1 1[{X F 1 1<~ F
_Z+§+§<Z2”1_Z)+ZZZH1

1

1
48

amit atrendezve a = 1 adoédik.

2.3.4. Legyen X a sziikséges dobasok szédma abban az esetben, amikor 2 egyforma eredményre
varunk. A 2.1.9. feladatban meghataroztuk az X eloszlasat, amibdl lathato, hogy X — 1
geometriai eloszlast 3 paraméterrel, igy E(X) =E(X —1)+1=2+1=3.

Legyen Y a sziikséges dobasok szama abban az esetben, amikor 3 egyforma eredményre

.
varunk. Ekkor Y > 3, és k > 3 esetén fy (k) = %, ahol F,, az n-edik Fibonacci-szam.
Definici6 szerint
2 Fre F, 3 1 & Fyp o+ Fpy
E(Y):Zk'gkflzz(deQ) 2k+1:Z+§+Zk+2 T okl
k=3 k=1 k=3
5 1« Fr_o - F —1
S B S B S 4 B
k=3 k=3 k=3
5 1 1 & 1 Fi_s
=+ B+ > fyr(k) + 5 > (k+1) =
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ezt atrendezve E(Y') = 7 adodik.
Némi plusz szamolas aran egyszertsithets (vagy akar ki is keriilhetd) a rekurziv érvelés,

ha az
1 <<1+\/5>"_<1—¢5)”>
" V5 2 2

explicit képletet hasznaljuk, és igy

Az elst két végtelen Gsszeg egy mértani sorisszeg, igy a fenti kifejezés els6 két tagja

1++5 1 1-+5 1 14+v5 1—+5

W5 1-5 45 1-15 BB-vE) VBB +VE)

4

1+v5)B+v5) - (1-vh)(B-vh) 8V5 _

_ - —9.
V(3 +V5)(3 — v/5) 4v5
1 5 1—+/5
A harmadik Osszeget is kettébontjuk, ehhez vezessiik be a p = +4\/_ és q = 4\/_
jeloléseket, ekkor az emlitett Gsszeg
o (D 2w
2v/5 k=1 k=1
alakba frhato. A két tagot kiilon kezeljiik:
- ko - ko - k . k_ P - k
Dok =p) (k+1)p =p) p+pd kpt = T +p > kp,
k=1 k=0 k=0 k=0 k=1
vagyis
ikpkz p_1+V5 16 41+ V5)
— (1—p)? 4 (3-v5)2 (3-56)2
Ugyanigy

41— V5)
2 =P G

Ezek kiilonbsége

(14+5)(14 + 6v/5) — (1 — /5)(14 — 61/5) 40v/5 _10vE

4. =4.

(3 V52(3+ Vo) P
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1
Vagyis E(X) =2+ —— - 10v/5 = 7.
gyis E(X) W

AT kptés S| kgt dsszegeket ki lehet szamolni hatvanysorok segitségével is. Ugyan-

is |z] < 1 esetén
oo
S

k=0

ezt pedig x szerint derivalva
1
koot l= ——
Z e
adodik. Az egyenletet x-szel szorozva az x = p ill. © = ¢ helyettesitéssel adodik az eredmény.

2.3.5. Elsd megoldds: A piros golyok X szadmanak lehetséges értékei max{N — M,0},... N,
és annak a valoszintisége, hogy éppen ¢ darab piros golyot huzunk

(1) (v%)

(W

tehat

EX)= > z%
i=max{N—M,0} N

Vegyiik észre, hogy az fenti 0sszegben az ¢ valojaban 0-t6l futhat, hiszen ha N — M > 0,
akkor 0 <7 < N — M esetén az ( Nj\f Z) binomialis egyiitthato 0. Azaz

ZZ N+M) - (NEM) )

=

i (]:[) :Zﬁ ~N s 1)!(J(VN—_111!(2'— D) (]j—_ll)’

E(X N]+VM 2(7—1)( —1]14(2‘—1))

1

NiVM ]VZ:;( )( —Af_z')'

Itt

azaz

N

Az utébbi 6sszeg (2.13) szerint (N M _1), vagyis a varhato érték

N-1
_ (N+M—1)!
sy - YO NG e
(") S N+M

A ZN E (N ) ( Nj‘f Z) Osszeget a kovetkezSképp is kiértékelhetjiik. A binomiélis tétel szerint

(1+2)N = iv: <JD:¢

1=0

176



ezt pedig derivalva és x-szel szorozva

Nzx(1+z)V ! = iz(]j) zt

=1

tovabba ismét a binomialis tételt felhasznalva

Nrx(1+z)V 11 +2)M = (iz(i\[) x) (i (T) xj) = ii’(ﬁv) ({‘f)ﬂa

=1

A jobb oldalon az = egyiitthatoja éppen

22"

J

mig a bal oldal
N+M-1
N+M-1Y\ ,
Nz(1 4 )N +M-1 = Z N( + ‘ )xz—i-l’

- 1
=0

N+M—1) )

igy itt ugyanez az egyiitthaté N ( N1

Masodik megoldas: Jelolje A; azt az eseményt, hogy az i-ediknek kihtuzott goly6 piros szind
(i=1,...,N), ekkor X = 32N 1,,, ahol 14, az A; eseményhez tartozo indikatorfiiggveny.
A varhato érték linearitdsa miatt

N N

i=1 i=1

elegendd tehat ez utobbi valoszintiségeket meghatarozni. Ha egy fix piros golyot huzunk ki

az i-edik huzasra, akkor az ilyen huizasok lehetséges szama (JVJFTMI_I)!, az Osszes lehetséges
htizassorozat szama pedig (N;\}V)!, magat az i-edik golyot pedig N-féleképp valaszthatjuk,

tehat P(4;) = 2, vagyis B(X) = <

N+M> N+M*

2.3.11. Legyen X a dobasok szama. Vezessiink be két segédvaltozot. Legyen Y az egymast
kévetd harom egyforma dobas eléréséig sziikséges dobasok széma, amennyiben egy olyan
helyzetbdl indulunk, amikor a legutébbi két dobas egyforma volt. Legyen tovabba Z az
egymast kovetd harom egyforma dobas eléréséig sziikséges dobésok szama, amennyiben egy
olyan helyzetbdl indulunk, amikor vagy csak egy megel6z6 dobas volt, vagy pedig a legutobbi
két dobés kiilonbozs volt.

Legyen A az az esemény, hogy az adott szituécioban az utols6 dobassal azonosat dobunk
a kovetkezS dobas soran. Ekkor a teljes varhato érték tétele szerint (melyet az A, A teljes
eseményrendszerre frunk fel)

E(Y) = E(Y | AJP(A) + E(Y | A)P(A) = 1-B(4) + (E(2) + DP(A) = LE(Z) + 1
valamint
E(2) = E(Z | AB(AE(Z | AP(A) = (B(Y)+)P(A) +(E(Z)+1)E(A) = JE(Z)+ 5BV )41
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EbbSI E(Y) = LE(Y)+2, azaz E(Y) = 4, és igy E(Z) = 6. Mivel 1 dobés utan a Z véltozénal

2
leirt szituacioba jutunk, igy E(X) =1+ E(Z) =T7.

2.3.12. Elsd megoldds: Jelolje X, az els6 joker sorszama egy olyan pakliban, amiben eredetileg
n darab lapbol allt, amelyekhez hozzékevertiink & jokert. Vilagos, hogy E(Xy) = 1, tovabba
ha n > 0, akkor azon eseményekre felirva, hogy az elsé lap joker-e vagy sem, a teljes varhato
érték tétele a kovetkezot adja:

E(X,) =E(X, | X, = DP(X, =1) + E(X, | X,, > DP(X, > 1)

(n—]&c-k:—l) (nJrkfl) n
=1+ (I E(X)) At = T+ E(X, ) - :
n+k n+k
(":") (") ntk
" n+k+1 . : : 11 )
Belatjuk, hogy E(X,,) = hrl A fentiek szerint ez igaz, ha n = 0, tovabba n > 0 esetén

a fentiek ill. az indukcids feltevés szerint

n 1 n—+k n _n+k:+1

E(X)=1+EX, ). " — . _
(Xo) =1+ E(Xn) - o =14 o =

Hasonl6 okoskodas mondhaté abban az esetben, ha az [-edik jokerig huzunk (I > 1). Legyen
Y, k1 az l-edik joker sorszama egy olyan pakliban, amiben eredetileg n darab lapbol allt,
amelyekhez hozzékevertiink k jokert. Ekkor E(Yp ;) =1, és n > 0 esetén

EYnkt) =EYnki | Yokr = D)PYokr = 1) +EYVki | Yorr > DP(Yoe1 > 1)

= (1 -+ E(Yn,kfl,lfl)) . ((fljrg)) + (1 + E(Yﬂfl,k,l)) ’ (Zni;)) :

kE+1
Belatjuk, hogy E(Y, i) = [ - % Ez igaz | = 1 esetén (ekkor Y, x1 = X,,), ill. ha

n =0, [ és k pedig tetsz6leges. Tegytik fel, hogy [ > 1 és n > 0, tovabba az allitas teljesiil,
ha n' < n és ' <1, tovabba legalabb az egyik egyenlGtlenség szigoru. Ekkor

+ k k k
E(Yn,k,z)z(l—l—(l—l)nk )'n—i—k—i_(l—i_l n+t ) n

"k+1) n+k
B k o4 n o no n+k4+1
Cn+k n+k E+1 E+1

Ebbdl teljes indukcioval kovetkezik az allitds. Az n = 52 vélasztassal tehat a varhato érték
k+53
l

k41

Mdsodik megoldds: Legyen Y, ;; az [-edik jokerig huzott lapok szama, ha egy n lapbdl allo
paklihoz k jokert kevertink, ekkor Y, ; lehetséges értékei a pozitiv egészek n+k — (k—1) =
(n +1)-ig. A varhato érték definicioja szerint

n+l n+l (i—l) (n+k—i) 1 n+l (’L . 1)‘ n+ E—i
E(Yous) =Y i P(Youg=i)=) i -L 2kl ' — ( )
o) = 21 P =1 =01 2™ = oy L =i\ k-
l

1 & i (ntk—i 1 (i (ntk—i
_(n;k);l'u(i—m kE—1 _("Zk)izll E—1

)
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ElGszor is figyeljiik meg, hogy ha i > n + [, akkor
n+k—i<n+k—-n—I=k—1I,

igy tehat az utolsod Osszeg tényezdiben szereplé masodik binomidlis egytlitthato ilyen i-kre
0. Vagyis az sszegben i valojaban futhat (n + k)-ig, ekkor az értéke nem valtozik. Ekkor
alkalmazhato az 1.1.8. feladat c) része, tehat (az i = 0 értékhez tartozo, itt hidnyzo, de 0
értéki tagot is figyelembe véve) a fenti kifejezés értéke

l (n+k+1) o on+k+1

("zk k+1 kE+1

Most az n = 52 valasztassal adodik a feladat végeredménye.

2.3.15. Ha X ~ Bin(n;p), akkor X eloszlasa megegyezik egy 14, + - -+ + 14, Osszeg eloszla-
séval, ahol Ay, ..., A, egyiittesen fliggetlen, p valoszintségt események, 14,,...,14, pedig a
hozzéjuk tartozo indikdtorvaltozok. Igy E(X?) azonos az utobbi 6sszeg négyzetének varhato
értékével. Ennek meghatarozasdhoz jegyezziik meg, hogy
(]lAl+"'+]1An>2:1311+"'+]lin+2'(]1A1'1A2+1A1']1A3+"'+]1An71 1a,)
=14, 4+ + 14, +2- (Tayna, + Lajna, +--+ 14, 04,),
hiszen egy 14, - 14, szorzat i # j esetén pontosan akkor 1, ha mind az A;, mind az A;

esemény bekovetkezik (egyébként pedig a szorzat 0). Tehat a varhato érték linearitasa és az
A; események fiiggetlensége miatt

E((La, + -+ +14,)%) =E(La) + - +E(La,) + 2 (E(La,na,) + - +E(La,_,n4,))
=np+2- (P(A NA)+PA NA) +---+P(A,_1 NA,))
=np+2- (]P)(A]_)P(AQ) +---+ ]P(An—l)P(An))

n

2

Hatarozzuk meg ezt a varhato értéket a transzformalt varhato értékére vonatkozo formula
segitségével is:

:np—|—2( )p2 = np +n(n — 1)p* = np + n’p? — np?,

E(X?) = ; K (Z)pk(l —p)"F = é K (Z)p’“(l -p)" "

Itt 1 < k < n esetén

#(0) = = =)

tehat
n 1 n—1 1
R U R TR ) DR R] (e P i
k=1 j=0
L m—1\ . gy AN .
= np j( . )pﬂu—p)”‘lwz( . )pfu—p)"-lﬂ)
—\ =\
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hiszen az utolso el6tti szumma egy Bin(n — 1;p) eloszlast valtozod varhato értékét adja.

2.3.16. Teljes indukciéval bizonyitunk. N = 2-re nyilvan igaz, hogy a varhato érték 1/2.
1
Legyen N > 2. és tegyiik fel, hogy a varhato érték kisebb értékek esetén 7 Legyen A

az az esemény, hogy mindkét huzott szam az 1,..., N — 1 szamok koziil keriil ki, ekkor
N-1
P(A) = % Az A esemény éppen az, hogy a nagyobb szam N, ennek valoszintsége pedig
2
- N-1
P(A) = .

(

vz

)

Ha A teljesiil, akkor a varhato érték az %, e % szamok atlaga, azaz
1 1+ +N—1 1 NN-1) 1
N—-1\N N ) N-1 2N 2

Az A teljesiilése esetén pedig az indukeios feltétel szerint a varhato érték szintén 1/2. Most
az A, A teljes eseményrendszerre alkalmazva a teljes varhato érték tételét

o — 1 () 1 N-1 1 (5) 1
E(X/Y) = E(X/Y | AB(A) + By | Dp@) = L. Ca) y LN-1 1 G) L
2 G 2 G 2 G) 2
2 2 2

Megjegyezziik, hogy a nagyobbik huzott szam értéke szerint is szét lehetne bontani az ese-
ményteret, erre a teljes eseményrendszerre alkalmazva a teljes varhato érték tételét hasonlo
szamolas vezet eredményre, ugyanis fixdlva a nagyobbik szamot a feltételes varhato érték
mindig 1/2 lesz.

2.5.1. A 2.5.5 példdban meghatéroztuk az X generatorfiiggvényét és annak derivaltjat, ez

utébbi 1-(1 )z) + pz(1 )
/ _ piL—= —p)= p=\l 7 P) _ P
LS ¢ ol ey e o

igy
Py(z) =

vagyis a 2.5.3. kdvetkezmény szerint

w—2p 1 1
D(X) = P{(1) + Pi(1) = PR(1) = T 4 - =
p p P
-2 +p*—p p—p* 1—p
B p? o 2

2.5.4. Ebben a megoldasban a 2.1.9. feladat megoldasanak jeloléseit hasznaljuk (de a suly-
fiiggvény értékeit nem fogjuk felhasznalni). Legyen X a sziikséges dobasok szama. Az eloszlas
sulyfiiggvényére az ott latottaknak megfelelGen

Cr-3
ok

teljesiil minden 3 < k-ra, ahol Cy = € = 2, és minden 2 < n-re

On = Cn—l + Cn—2-

Fx(k) =B(X = k) =
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1 1
Ebbdl fakadoan pedig 5 < k esetén fx(k) = =fx(k—1) + ZfX(k — 2) érvényes.

2

Ezért az X -
= fx(k)2,

k=3

generatorfiiggvényére

223 —1—2 22° +2 (1 1
Prte) = 4 S 2 = E S (- 14 etk - 2)
k=5 k=5
:T—§+§fo(k:)zk+Zfo(k)Zk_§+2PX()"‘ZPX(Z)-
k=3 k=3
Innen
z 22 23 23 327 22°(2 + 1)
Pe(z) (1-2 -2 ) =5, Pe(s) = ———, Pkl(2) =
X(Z>( 2 4) 47 X(Z) 4_22_227 X(Z) (4_22_22)+<4_22_22)27

a varhato érték tehat E(X) = P'(1) = 7. Tovabba

62(4— 22— 2%) +62%(2 + 1) N
(4 —2z—22)2

Pi() =

N (823 4+ 622)(4 — 22 — 22> + 4(2 + 1) (4 — 22 — 22)(22* + 223)
(4 — 2z — 22)* ’

azaz D*(X) = P¥(1) + P (1) — P2(1) = 64 + 7 — 49 = 22.

2.6.2. A 2.5.9. tétel ()= (iii) irAnyanak bizonyitasa val6jaban azt adja, hogy ha X, N Y,
akkor a Py, generdtorfiiggvények az egész komplex egységkoron egyenletesen konvergalnak
a Py generatorfliggvényhez. Mivel a nyilt egységkoron holomorf fiiggvényekrsl van szo, igy
kovetkezésképp a Py ill. Py fiiggvények az egész nyilt egységkoron pontonként (és annak
minden kompakt részhalmazéan egyenletesen) konvergalnak a Py ill. Py fliggvényekhez. Ha
most a Py (1) ill. Py (1) szdmsorozatok végesek és konvergensek (vagy ami ezzel ekvivalens:
az X, valtozok varhato értékei és szorasnégyzetei végesek és konvergensek), akkor korlatosak
is, és igy a Py (z) ill. Py (z) fiiggvényekre n-t6l fiiggetlen korlat adhato az egész egység-
koron. Ekkor viszont Py (1) és PJ(1) is véges kell legyen, méaskiilonben ezek az 1 kozelében
tetszélegesen nagy értéket felvennének, és igy ez igaz lenne Py -reill. Py -reis nagy n esetén.

A 2.5.9. tétel (i)==(iii) irdnyanak bizonyitasaban latottakhoz nagyon hasonloan bizonyit-
hato az is, hogy ha X, %5V, tovibba a P, és Py generatorfiiggvényekre a Py (1), Pi-(1),
P% (1) és Py(1) értékek végesek minden n-re, akkor Py (1) — Py (1) és Py (1) — Py(1),
tehat a 2.5.3. kovetkezmény alapjan a hatéareloszlas varhato értékét ill. szorasnégyzetét a X,
valtozok varhato értékének ill. szorasnégyzetének hatarértékeként kapjuk.

2.6.8. Legyen A; az az esemény, hogy Béla az i-edik héten nyer (1 < i < 7), ekkor az A;
események egyiittesen fliggetlenek. Legyen tovabba X = 23:1 14, a nyertes hetek szama, a
kérdéses valoszintiség ekkor P(X > 1) alakba irhato. A 2.6.6. tétel szerint az X eloszlasa
Pois(\) eloszlassal kozelithetd, ahol

6 i 6 9\7
1 1 9 9 1 1—(35)
A= Z:30 (10) 30 ( +10+ +(10)) 30 1— = 0,1739

9
i=0 10
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Igy tehat (a komplementer eseményre attérve) a keresett valoszintiség az 1 — e = 0,1596
valoszintiséggel kozelithets. A kozelités hibajara pedig (szintén a 2.6.6. tétel szerint) a
kovetkezé felsé becslés adhato:

6 i 81 \7
1 81 11— (&
2. _.(_) _ L 126w g gogoe.
2900\ 100 450 1- 5L

3. fejezet

3.2.3. Két szam fiiggetlen valasztasa a [—1;1] intervallumon valdjadban ugyanaz, mint egy
P = (x;y) pont valasztasa a Q = [—1; 1] x[—1; 1] négyzeten. Az els6 kérdés megvalaszolasahoz
az x +y > 0 feltétel altal megadott sikrész {2-ba esd részének teriiletét és a négyzet teriiletét
kell elosztanunk egymassal, mert (geometriai valoszinitségi mez6rél lévén szo) az esemény
valoszintisége Tiedvess/ Tssszes-

A megadott feltétel azzal ekvivalens, hogy y > —x, ez pedig {2 azon pontjaira teljesiil,
amik az y = —ux egyenes felett helyezkednek el, azaz az A = (—1;1), B= (1;1) és C = (1; —1)
pontok altal meghatarozott ABC' derékszogli haromszog pontjaira (leszamitva az atfogot a
fenti feltételben szerepls szigoru egyenléség miatt). Tehéat annak a valoszintsége, hogy a
valasztott pontra z+y > 0 teljesiil, megegyezik a haromszog tertiletének és a [—1;1] x [—1;1]
négyzet teriiletének aranyaval. A haromszog teriilete 2, a négyzet teriilete 4, azaz a keresett
valoszintség 1/2.

Meghatarozzuk az X (P) = x + y valtozo eloszlasfiiggvényét. Mivel mindkét valasztott
szam legalabb —1, igy az Gsszegiik nem lehet (—2)-nél kisebb, tehat Fix(t) = P(X <t) =0,
ha t < —2. Hasonloképp, mindkét szam legfeljebb 1, igy az Osszegiik legfeljebb 2 lehet, tehat
Fx(t)=P(X <t)=1,hat>2.

Az Fx(t) = P(X < t) érték annak a valoszintsége, hogy a vélasztott (z;y) pontra
r+y <t azaz y < —x +t teljesiil, tehat hogy a pont az y = —x + t egyenes alatt (és az
Q2 négyzetben) helyezkedik el. Ha ¢t € (—2;0], akkor ez pontosan az A, C és D = (—1;—1)
pontok altal meghatarozott AC'D derékszogi haromszognek az y = —x + t egyenes ala esG
része, amely szintén egy derékszogi haromszog, melynek mindkét befogoja 2 + t hosszusagu

2+1)
(itt ¢ < 0). Ennek teriilete 2+1) , a P(X < t) valosziniség pedig ezen teriilet és a négyzet
L , : (2+1)
teriiletének aranya. Vagyis ha t € (—2;0], akkor Fix(t) = T

Ha viszont ¢ € (0;2], akkor X < t pontosan azokra a pontokra teljesiil, amelyek az
ACD haromszogben, vagy pedig az ABC haromszogben, de az y = —x + t egyenes alatt
helyezkednek el. Ez utébbi sikrész teriilete megkaphat6, ha az ABC' haromszog teriiletébdl

levonjuk az y = —x+t egyenes f6lé esG rész teriiletét, amely szintén egy derékszogi haromszog
2 — t befogokkal. Tehat az X < t feltétel altal meghatérozott sikrész teriilete
2 —t)? 2 —t)?
T(ACDA)+T(ABCA) — % =4 — %
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(2-1)°

Leosztva a négyzet teriiletével Fix(t) =1 — . Osszefoglalva tehat

( 0, hat < -2,
2+ t)2
( +), ha —2<t<0,
Fx(t) = (2§t)2
1-— g ha 0 <t <2,
\ 1, ha t > 2.

3.3.2. Az X véltoz6 azonos a 3.2.3. feladatban definidlttal, ahol meghatéroztuk az Fx el-
oszlasfiiggvényt (lasd a 3.2.3. feladat megoldasat). Mivel Fx(t) véges sok pont kivételével
mindenhol derivalhato, igy ebben az esetben a stirtiségfiiggvényt megkaphatjuk az elosz-
lasfiiggvénybdl, ha azt derivaljuk azokban a pontokban, ahol lehet. A maradék véges sok
pontban a stirtségfiiggvény értéke tetszdlegesen megvalaszthato (pl. nullanak). Ezért

2+t
%, ha t € (-2;0),
_ 2 —
fx(t) = Tt, ha t € (0;2),
0 ktlonben

stirtiségfiiggvénye X-nek. (Valojaban a derivalt a ¢ = 0 pontban is létezik, és a stirtségfiige-

s s

lumhoz, de természetesen az is megfelels, ha ott pl. 0-nak (vagy barmi méasnak) definialjuk

fx()-t.)

Az X varhato értéke definicio szerint

00 0 2
E(X) = / tfx(t)dt = 1/ (2t + %) dt + 1/ (2t — t2) dt.
oo 4/ 4 4 J,
A szamolast innen a Newton—Leibniz-formula segitségével nem nehéz elvégezni, azonban egy
egyszer( észrevétel lényegesen leegyszertsiti azt. Vegyiik észre ugyanis, hogy az fx(t) flige-
vény paros, azaz fx(t) = fx(—t) teljesiil minden t-re. Kovetkezésképp a g(t) = tfx(t)
fiiggvény paratlan, hiszen g(—t) = —tfx(—t) = —tfx(t) = —g(t). Ha pedig egy paratlan
fliggvényt egy 0-ra szimmetrikus intervallumon integralunk, akkor az eredmény sziikségképp
0, vagyis E(X) = 0.

Mivel a varhato érték 0, a szorasnégyzet meg fog egyezni az X? varhato értékével, ami a
transzformalt varhato értékére vonatkozo formula szerint

o0 1 0 1 2
E(XQ)Z/ t2fx(t)dt21/ (2t2+t3)dt+1/ (2% — %) dt
oo _9 0

3 470 3 472
_1{275 t_} 1{21& t} :i1_1+z_1_1:§_2:2’
L, 4 , 3 3 3 3

4

3 T

3 4

2
vagyis D(X) = 3
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Megjegyezziik, hogy ezt a szdmolast kikeriilhetjiik, hogy ha felirjuk az X valtozot Y + Z
alakban, ahol Y az els6, mig Z a mésodik valasztott szam. Mivel ezek fiiggetlenek és azonos
eloszlasuak, igy

E(X)=EY +2)=E(Y)+E(Z) =2E(Y),
tovabba
D*(X) =D*(Y + Z) =D*(Y) + D*(Z) = 2D*(Y).
A 3.4.1. szakaszban belatjuk, hogy Y és Z egyenletes eloszlasu valoszintségi valtozok a
[—1; 1] intervallumon, és kiszamoljuk a varhato értékiiket és szorasnégyzetiiket, eszerint pedig

1
E(Y)=E(Z)=0¢ D*(Y)=D*2) = 3 ahonnan a feladat eredménye méar kovetkezik.

3.3.5 FElsd megoldds. Jelolje O az origot, legyenek tovabba Ai,..., A, a K kor koré irt
szabalyos n-sz0g csicsai (pozitiv irdnyban bejarva a sokszog cstcsait), ahol A; és A; 1 minden
1 <4 < n—1 esetén szomszédosak, és igy persze A, és Ay is az. Legyenek még e,... e,

pedig az O-bol rendre az A1 As, . .., A, Ay szakaszok felezGpontjaiba mutaté (egység)vektorok,

és még p = O?, és jelolje u - v az uw és v vektorok skalaris szorzatat. Ekkor a feladatban
szerepld négyzetosszeg

n

21:(1_B'ﬁ)2:n_2i:]_9'§i+i(£.§i)2
=n—2-p- (Z >+Z p-e _n+ZZ;(£'Qi)27

i=1

felhasznélva, hogy az e, ..., e, vektorok Osszege 0. Ez utébbi példaul belathatoé a kdévetke-
z6képp: legyen ez az Osszeg v, ekkor az e; vektorokat a 27/n szoggel elforgatva az Osszeg
egyrész a v vektor elforgatottja lesz, masrészt, mivel az elforgatott e; vektorok teljes halmaza
megegyezik az eredeti halmazzal, igy a v 6sszeg is valtozatlan marad. Mindebbdl pedig v = 0
kovetkezik.

Amennyiben P # 0, akkor jeldlje ¢ a p és e, vektorok bezart szogét. Ekkor p és e;, bezart
27 (k—1

szoge cos(p + )), és a fenti négyzetosszeg

N 2 2m(k — 1)
n+ |OP)| Zcos (<p+ -

k=1

- 2k 2k
:n+\OP|ZZ(cosgocos (%) —sin@sin( T )

k=1
: 2 2m
2 2
cosg@E COos ( )+s1n<p§ sin n)

)

'(
) smgpcosgozcos (22 > i (27#@)]

(

2k 2k (2 2m - 2k
COos @Zcos ( T )+sm gonm Z ) sin <p Zsm( Fn )]

Itt a legultols6 Gsszeg éppen a

=n+|OP)?

=n+ |OP|2

n n

| A A dmi _q
Z 62]6'27”’/” _ Z(e4m/n)k’ — 647r2/n . ;ﬂz/ﬁ =0

k=1 k=1
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osszeg képzetes része, tehat 0. Itt felhasznaltuk, hogy n > 3, és igy ™/ # 1.
Tovabba, mivel

() VL (2 ()

n ) 9 ) 5

és
n

47k
E CoS (L> =0
n
k=1

(hiszen ez a fent szerepld trigonometrikus Osszeg valos része), igy tehat

OP|?
[PMi|* + -+ |[PM,|* = n+|OPJ (%cos2<p+gsin2gp> :n<1+%).

Mindez azt jelenti, hogy a fenti négyzetdsszeg csak az O és a P tavolagatol fiigg. Jelolje X

a négyzetosszeg értékét. Mivel az |OP| tavolsag legfeljebb 1, igy az X valoszintségi valtozo

az értékeit az [n; %n} intervallumban veszi fel. Tovabba t € [n; %n] esetén

2t g 2
]P’(X<t):]P’<\OP]2<——2) :u:__gj
n T n
azaz az X eloszlasfliggvénye
0, ha t < n,
2t 3
Fx(t)={ — =2 han§t<§n,
n
1 ha §n <t
Y 2 — Y
és igy strtiségfiiggvénye
2 3
—, han<t<—n,
n 2
0  kiilonben.

Tehat X egyenletes eloszlasu az [n; %n

fx(t) = {
]

intervallumon, és igy varhato értéke Zn

Masodik megoldds. A feladat megoldhato tgy is, ha a négyzetosszeg tagjainak kiilon szamol-
juk a varhato értékét, majd a varhato érték linearitdsat hasznéljuk. ElGszor bemutatunk egy
direkt szamoléast, majd megmutatjuk, hogy egy elegéns Gtlet segitségével hogyan egyszeri-
sithet6k a technikai részletek.

Az els6 megoldas jeldléseit hasznalva legyen X; = |PM;|*, ekkor, ha X jelsli a tavolsagok
négyzetosszegét, akkor X = >0 | X}, és a varhato érték linearitasa miatt

E(X) = Y E(X,) = nE(X)),

hiszen szimmetriai okokbol az X;-k eloszlasa megegyezik (vagy méasképp: az alabbi érvelés
barmelyik varhato érték kiszamolasara alkalmazhato, és igy a varhato értékek megegyeznek).

Az E(X,) varhato érték kiszamitasahoz vegyiik fel gy a koordinatarendszert, hogy az A,
és A, csucsok az x tengelyen, az origora szimmetrikusan helyezkedjenek el, a K egységkor
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kozéppontja pedig (példaul) az x tengely felett helyezkedjen el. Ekkor a P(z,y) pontbdl
az A1As oldalra merdlegest allitva a tavolsag négyzete, azaz |P]\41|2 éppen y2. A szamolas
egyszertsitéséhez legyen X; = Y2, és X, eloszlasa helyett hatarozzuk meg az Y eloszlasat.
Ekkor tehat Y (P) = y. Mivel a P pontot egy egység sugart kérben valasztjuk, igy y értéke
legfeljebb 2 lehet.

A PY < t) =Py < t) valoszintiség kiszamitasahoz (0 < ¢t < 2 esetén) azon korszelet
teriiletét tekintjiik, ami a K korben az y = t egyenes és az x tengely kozott helyezkedik el.
Ez 0 <t < 1 esetén

arccos (1 —t) — (1 —t)4/1— (1 — t)27

azaz ezen t-kre

T

1
F(t)=PY <t)=— larccos (1—t)—(1—t)y/1—-(1— t)Q} :
Ennek derivaltja

P Y T S ) =2 a0

1—(1—1t)7° 1—(1—1)7

Ha viszont 1 <t < 2, akkor

Fy(t):]P’(Y<t):% [W—arccos(t—l)—}-(t—l) 1—(75—1)2},

ennek derivaltja pedig

1 1 i 1—(t—1)2—& :%. 1—(t—1)>%

1—(t—1)° 1—(t—1)°

el

Igy az Y siirtségfiiggvénye
1—(1—1)° haO<t<l,

fy(t) = 1—(t—1)°, hal<t<2,

S 3oy |

kiilonben.

A transzformalt varhato értékére vonatkozo formula szerint

E(Xl):IE(YZ):/ 2 fy (t) /t2\/1— (1—t)%dt + = /tQ\/ (t—1)°

Az els6 integralt az u = 1 — t helyettesitéssel szamoljuk ki, ekkor t = 1 — u, dt = —du, és igy

2 ! 2 !
—/ t2\/1—(1—t)2dt:—/ (1 —u)*V1 —u2du
™ Jo ™ Jo

:% {/01\/1—71Pdu+/01(—2u)\/1—7u2du+/OluQ\/mdu}.
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Az el6z8 sorban 1évs kozépss integral kiszamitasa egyszerd (bar tulajdonképp erre nincs is
sziikség, mert kés6bb kiesik):

/01<_2u>mdu: {%} 2

A masik két integralnal az u = cos x helyettesitést végezziik, és igy

1 /2 7r/21_ 2 in(2 /2
/ \/1—u2du:/ sin2:cda::/ de: E—M :E.
0 0 0 2 2 4 0 4

Ugyanezen helyettesitéssel

1 w/2 1 /2
/ u*V1 —u? du = / cos?(z) sin?(x) dx = —/ sin?(2x) dw
0 0 0

. 16’

1/”/21—cos(4x)d 1 [z sin(dz)]™* =
= - _— xr = — —_—— e —
4, 2 4127 4

A masik kérdéses integralnél az uw = t — 1 helyettesitést hasznaljuk, ekkor t = 1 + u,
dt = du, és igy

2 [? 2 !
—/ t2\/1—(t—1)2dt:—/ (1+u)*V1—u2du
™ J1 ™ Jo

9 1 1 1
:—{/ \/1—u2du—i—/ 2ux/1—u2du+/u2\/1—u2du].
™ LJo 0 0

Itt a masodik integral kiejt egy korabbi tagot, a tobbi integralt pedig fent mar meghataroztuk.
[gy tehat a keresett varhato érték

4 /m 7 )
A fenti E(|PM;|*) varhato értek kiszamolasa egyszertisithetd, ha folytonos vektorvélto-
zokat hasznalunk (ezeknek definiciojahoz és tulajdonsagaihoz lasd pl. a [0] jegyzetet). Az
alabbi megoldas Horvath Adam hallgatotol szarmazik.
Valasszuk a koordinatarendszert tgy, hogy az O pont tovabbra is az origd legyen, az A; A
oldal pedig parhuzamos legyen az x tengellyel, és (példaul) az alatt helyezkedjen el. Legyen
a véletlenszerten vélasztott pont P = (X,Y), ekkor |PM;| =Y + 1. Konnyen lathato, hogy

Fevtoy = Mol CootiOg) _f ' Ly,

ahol Fyy az (X,Y) vektorvaltozo egyiittes eloszlasfiiggvénye, 1 pedig a K kor karakterisz-
tikus fiiggvénye, amely 1 értéket vesz fel, ha (x,y) € K, és 0-t kiilonben. A fenti egyenlGség
alapjan az (X,Y’) vektorvaltozo folytonos, és strtségfiiggvénye

1

—, ha(z,y) € K,
fxy(z,y) = T (.9)

0  kilonben.
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A transzformalt varhato értékére vonatkozo formula alapjan

B(PMLP) = [ (4 12y () dy = / ) / 12y (2 y) de dyg

—00

Zr2y+1
:// dedy.
K ™

Polarkoordinatakra attérve ez

2m
2
/ / 3sin? p + r31n<p+rd dyp =

2w 1 2m 1
= — [/ T3dr-/ Sin2g0dgp+2/ rzdr-/ singpd<,0+27r/ rdr}
T LJo 0 0 0 0

Itt az utolso el6tti integral 0, tovabba

1 1 1 1 2w 2w 1— 2)
/ rdr = =; / r3dr = —; / sin2godg0:/ —COS( %) dy =,
0 2 0 4 0 0 2

>

3.4.9 Legyen X ~ N(0;1), ekkor az 1 — ®(t) kifejezés éppen a P(X > t) valoszintiséget adja,
ez pedig a sztenderd normalis eloszlas stirtiségfliiggvényével kifejezve

1—-®(t) = /too o(s)ds.

Mivel ¢ > 0, igy s > t esetén 7 > 1, ezért (a ¢(s) > 0 egyenlStlenséget is kihasznélva) az
integralt fliggvényt pontonkét feliilrél becsiilve egy fels§ becslést kapunk az elébbi integralra:

o° OOS 1 > 1 2
s)ds < —-p(s)ds = — se %% ds.
| o< [ Gewas—1 [

Itt a jobb oldalon integralt fliggvénynek egyszertien meghatarozhato egy primitiv fiiggvénye,
igy a Newton-Leibniz-formula alkalmazhato:

t ), Vor t \/zw ¢ V2wt t

ezzel a fels6 becslést belattuk.
Az also becsléshez tekintsiik a két oldal kiilonbségét:

olt) =1~ b(t) ~ 0.

azt kell belatnunk, hogy ¢(t) > 0 teljesiil minden ¢ > 0 esetén. ElGszor is vegyiik észre, hogy
9(0) = 1 > 0 teljesiil. Belatjuk, hogy ¢'(t) < 0 teljesiil minden ¢ € R esetén, tehat a g(t)

fiiggvény szigortian monoton csokkend. Valoban,

(e(t) +te' (1) (% + 1) — 2%p(t)
(t2 + 1)2

pt)(1—1)  t' () +1)

9,(75) = —cI>’(t) - (2 4 1)2 B (t2 +1)2 )

=—p(t) -
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és ¢ (t) = —\/%7156’9/2 = —tp(t) miatt a fenti kifejezés

e+ + 1) e(OE[E+1) et —2¢(t)

(82 +1)? B+ @+ (1Y

ami negativ minden valoés t-re. Tovabba

lim g(1) = lim (1 — B(1)) — lim - p(t) =0,

t—00 t—oo 2 4+ 1 '
hiszen ®(t) egy eloszlasfiiggvény, a masodik limeszben pedig a szorzat mindkét tagja 0-hoz
tart. Ekkor viszont g(t) csak pozitiv értéket vehet fel, ugyanis ha valamely ¢, € R esetén
g(to) < 0 teljesiilne, akkor a szigortan monoton csokkenés miatt g(t1) < 0 teljesiil barmely
t1 > to esetén, és ekkor minden ¢t > t;-re g(t) < g(t1) < 0, ez viszont ellentmond annak, hogy
a végtelenben a g hatarértéke 0. Ezzel az alsé becslést is belattuk.
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