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Eigenschaften der Schatzfunktionen

Beispiel. Sei X = (Xi,...,X,) eine einfache Stichprobe, wo
X;i ~ Exp(9) gilt. Das empirische Mittel ist ein erwartungstreuer
Schatzer fiir den Erwartungswert, also

1

Ey(X) = E(X1) = 5.

Aber die Stichprobefunktion 1/X ist nicht ein erwartungstreuer
Schatzer fiir den Parameter ¢!

Wir berechneten frither die Dichtefunktion der Summe
Y=Xi+ -+ Xu

9n tn—le—ﬁt

fy(t) = (n=1)1 7’
0 sonst.

falls t > 0,



Eigenschaften der Schatzfunktionen
Beispiel. Der Erwartungswert der Variablen

— n n
1X:—:—
/ X1+ 4+X, Y

ergibt sich wegen der Transformationsformel folgenderweise:

Ey <)1<> = n/z %fy(i‘) dt

n 00 19n71tn726719t n
= _— = 19
n—lﬂ/o (n—2)! dt n—1"

falls n > 1. D.h.

n—1 1 n—1

"X Xit-+ X

ist ein erwartungstreuer Schatzer fiir 9.




Eigenschaften der Schatzfunktionen

Definition. Sei X = (Xi,..., X,) eine einfache Stichprobe, wo die
Verteilung der Variablen durch einen Parameter ¥ € © ¢ R?
bestimmt ist. Sei ¢ : © — R eine Parameterfunktion.

Seien noch T, T’ : R” — R erwartungstreue Schatzer fiir 1(1}),
dann heiBt T mindestens so effizient (oder wirksam) wie T’, falls
D3(T(X)) < D3(T'(X)) fiir alle ¥ € © gilt (T legalabb annyira
hatdsos, mint T').

Ist T mindestens so effizient wie alle (anderen) Schatzer einer
Klasse von erwartungstreuen Schatzfunktionen fiir ¢)(19) (die auch
T enthalt), so nennt man T effizient in dieser Klasse (T hatdsos
becslés).



Eigenschaften der Schatzfunktionen

Beispiel. Sei X = (X1, X2, X3) eine einfache Stichprobe, wo

Xi ~ U(0,9 + 1) fir eine ¥ > 0 gilt. Fiir = 0 bestimmten wir
frither die Dichtefunktion und den Erwartungswert von X5 (siehe
Aufgabe 15 auf dem 5-ten Ubungsblatt und Augabe 3 auf dem
6-ten Ubungsblatt):

E(XG) =

ansonsten, 2

6t — 612, fallsO<t<1, 1
fx*()—{

Dann kann auch die Varianz berechnet werden: D?(X3) = 0,05.

Falls ¥ > 0 gilt, so sind die Variablen Y; = X; — ¢} unabhangig und
uniformverteilt auf dem Intervall (0; 1), also

1
Eg(X3) =E(Y3)+ 9 =5 +9 und D3(X;) = D?(Ys) = 0,05.

D.h.: X3 ist ein erwartungstreuer Schatzer fiir Ey(X1).



Eigenschaften der Schatzfunktionen

Beispiel. Wir sahen auch, dass X3 ein erwartungstreuer Schatzer
fir Ey(X1) ist, fur den

— 1 11 1
D3(XG) = ZD3(X1) = s—= = == < == =D3(X;

gilt, also ist X3 ein effizienter Schitzer fiir Ey(X1) als X5



Eigenschaften der Schatzfunktionen

Satz. Sei X = (Xi,...,X,) eine einfache Stichprobe vom Umfang
n, wo die Verteilung der Variablen von einem Parameter 9 € ©
abhingt und D3(X1) < oo fiir alle ¥ € © gilt. Nehmen wir an,
dass Ty und T, erwartungstreue und effiziente Schatzer in einer
Klasse fiir die Parameterfunktion (1) sind. Falls diese Klasse
auch den Schatzer # enthalt, dann gilt

Py(T1(X) = T2(X)) =1

fur alle ¥ € ©.



Eigenschaften der Schatzfunktionen

Beweis. T1 und T sind erwartungstreu, also gilt
Ey(T1(X)) = Eg(T2(X)) = ¥(7)

und deshalb auch

also ist auch 11572 ein erwartungstreuer Schitzer fiir y(¥9).



Eigenschaften der Schatzfunktionen

Beweis. T1 und T» sind auch effizient, also
D3(T1(X)) < D3(T2(X)) < DF(T(X)),

d.h.
Dj(T1(X)) = D(T2(X)),

weiter

D3 () < 03 (2 )

2

= %[Dﬁ(ﬂ(x)) + D5(T2(X)) + 2cov (T1(X), T2(X))]

_ D3(Ta(X)) + cov (T3(X), Ta(X))
i |



Eigenschaften der Schatzfunktionen

Beweis. Wir bewiesen friiher die obere Schranke
cov (T1(X), T2(X)) < Dy(T1(X)) - Dy(T2(X)) = DF(T1(X))
also folgt

D3 (T1(X)) + cov (Ty(X), T2(X))
2

Dj(T1(X)) < < D3(T1(X)).

Dann muss D3(T1(X)) = cov (T1(X), T2(X)) gelten und deshalb

D3(T1(X) = T2(X)) =
= Dj(T1(X)) + D5(T2(X)) — 2cov (T3(X), T2(X)) =0,

also ist T1(X) — T2(X) mit Wahrscheinlichkeit 1 eine Konstante c.



Eigenschaften der Schatzfunktionen

Beweis. Aber
c =Ey(c) = Ey(T1(X) — T2(X)) = ¢(9) — ¥(9) = 0,

und der Satz ist bewiesen.



Eigenschaften der Schatzfunktionen

Behauptung. Sei X = (Xi,...,X,) eine einfache Stichprobe vom
Umfang n, wo die Verteilung der Variablen von einem Parameter
¥ € © abhingt und D3(X;) < oo fiir alle ¥ € © gilt. Nehmen wir
noch an, dass Ey(X1) # 0 fiir mindestens einen Parameter gilt,
dann ist das empirische Mittel X der effiziente Schiatzung fiir den
Erwartungswert in der Klasse der erwartungstreuen linearen
Schatzer der Form T(X) =", ¢;Xj, wo ¢; € R.

Beweis. Ein linearer Schatzer T ist genau dann erwartungstreu,
falls

Eg(X1) =Eg(T(X)) = > aBo(X) =Es(X1) ) i,
i=1 i=1

also falls

n
Z Ci = 1.
i=1



Eigenschaften der Schatzfunktionen

Beweis. Wegen der Unabhangigkeit der Stichporbenvariablen
ergibt sich

D (Z c,-X,-) = Z ?D3(X;) = D3(X1) Z 2.
i=1 i=1 i—1

Hier konnen wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung anwenden:
fur alle reelle Zahlen ay, ..., an, b1, ..., b, gilt

(5] < (54) (59)

Fir a; = ¢; und b; = 1 erhalt man



Eigenschaften der Schatzfunktionen

Beweis. Also

n n
1 _
23 (3 ~ 23003 = hadn) - 530
=

i=1



Maximum-Likelihood-Schatzung

Maximume-Likelihood-Schatzung
e Die Maximum-Likelihood-Schatzung ist eine spezielle
Methode der Parameterschatzung.
e Bei dieser wird unter allen moglichen Werten eines Parameters

einer Verteilung derjenige gesucht, fiir den die
Wahrscheinlichkeit maximal wird, die beobachteten

Realisierungen xi, ..., x, zu finden.

e Also bestimmt man den Wert 9 = ¥.(x1, ..., xp) € © fiir jede
Realisierung xi, ..., x, einer Stichprobe Xi, ..., X,, fir den
die Wahrscheinlichkeit Py(X; = xi,..., X, = x,) maximal ist.

e Die Funktion ¥.(x1,...,x,) heiBt dann der
Maximum-Likelihood-Schatzer, also wird 9,(X1, ..., X,) die
Schatzung fiir den Parameter .



Maximum-Likelihood-Schatzung

Definition. Sei X = (Xi,..., X,) eine einfache Stichprobe vom
Umfang n, wo die Verteilung der Variablen von einem Parameter
1 € © abhangt. Nehmen wir an, dass die Verteilung der
Stichprobenvariablen entweder fiir alle Parameter ¢ € © diskret,
oder fiir alle Parameter ¥} absolut stetig ist. Fiir jede Realisierung
(x1,...,%n) wird der Wert der zu ¢ gehdrigen Likelihood-Funktion
durch

Lo(xt, -, xa) = [ ] fo(x)
i=1

angegeben, wo fy die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. die
Dichtefunktion der zu ¢ gehorigen Verteilung ist.



Maximum-Likelihood-Schatzung

Bemerkung.

e Falls die Verteilung der Stichprobenvariablen diskret ist, dann
gilt wegen der Unabhangigkeit der Stichprobenvariablen

n n
Lo(x, .., xa) = [ [ fo(xi) = [ Po(Xi = xi)
i=1 i=1
= Pﬁ(Xl = X1y ,Xn = Xn).

e Fiir stetige Variablen ist die obige Wahtscheinlichkeit immer
Null. Stattdessen betrachten wir den Wert der gemeinsamen
Dichtefunktion der Stichprobenvariablen:

Lo(x, s xn) = [ f(x0) = Foxa,e ) (505 - - Xn).
i=1



Maximum-Likelihood-Schatzung

Bemerkung. Der letzte Wert kann folgenderweise ausgdriickt

werden:
Py(Xi € (xi — Axi; xi])
Ly(xa, ... fo(xi) = lim
9 X17 y X H 9 XI lALnLO Ax;
B ]P)ﬁ(Xl € (x1 — Axy;xa], ..., Xi € (Xn — Axn; X))
Ax110,...,Axy 0 Axq ... Ax, ’
falls z. B. fy (x;,.. x,) an der Stelle (x,...,x,) stetig ist. Dann
bestimmt der Wert Ly(x,...,x,) eine approximative

Wahrscheinlichkeit dafur, dass der Wert des Zufallsvektors
(X1,...,Xpn) in der Nahe der Realisierung (xi, ..., x,) liegt.



Maximum-Likelihood-Schatzung

Definition. Sei X = (X, ..., X,) eine einfache Stichprobe vom
Umfang n, wo die Verteilung der Variablen von einem Parameter
9 € © abhangt und sei (x1,..., xp) eine Realisierung der
Stichprobe. Der Wert des Maximum-Likelihood-Schatzers fiir diese
Realisierung ist

Vi(Xx1, ..., Xn) = argmax Ly(xi, ..., Xn),
veO

also der Parameter ¥ € ©, fur den die Likelihood-Funktion bei
dieser Realisierung ihren maximalen Wert annimmt:

Ly(x1,...,%n) > Ly(x1,...,%n)

fir alle ' € ©, wenn ein solcher Parameter 9 eindeutig
existiert.

Dann wird 9.(X, ..., X,) die Maximum-Likelihood-Schitzung fiir
den Parameter 9.



Maximum-Likelihood-Schatzung

Bemerkung. Zwar existiert der maximale Wert der
Likelihood-Funktion in einigen Fallen nicht oder nich eindeutig,
aber man hat normaleweise kein solches Problem und der
Maximum-Likelihood-Schatzer wird in meisten Situationen
definiert.



Maximum-Likelihood-Schatzung

Bemerkung.

e Falls die Likelihood-Funktion nach ¢ differenzierbar ist, dann
konnen ihre Maxima durch Bestimmung der Nullstellen der
ersten Ableitung dieser Funktion bestimmt werden.

e Es musst noch lberpriift werden, dass die gefundenen Werte
tatsachlich Maxima sind (z. B. falls die zweiten Ableitung an
einer solchen Stelle negativ ist, dann hat die Funktion ein
lokales Maximum hier).

e Aber die Likelihood-Funktion ist ein Produkt, und es ist oft
aufwendig, ein solches Produkt von vielen Faktoren
abzuleiten, hingegen eine einfache Transformation davon viel
leichter zu behandeln ist:



Maximum-Likelihood-Schatzung

Definition. Sei Ly(x1,...,x,) eine Likelihood-Funktion. Die
Log-Likelihood-Funktion ist definiert als

/19(X1, e ,Xn) =In Lr&(X]_, Ce ,Xn).

Bemerkung. Da die Koordinaten einer Realisierung in der Menge
Sy der wesentlichen Werte enthalten sind, so ist der Wert von
Ly(x1,...,xn) fiir alle Realisierungen positiv und deshalb ist die
Log-Likelihood-Funktion immer definiert.



Maximum-Likelihood-Schatzung

Behauptung. Die Log-Likelihood-Funktion ist genau dann
maximal, wenn die Likelihood-Funktion maximal ist.

Beweis. Dies folgt aus der Tatsache, dass der Logarithmus eine
streng monoton wachsende Funktion auf dem Intervall (0; 1] ist.



Maximum-Likelihood-Schatzung

Die Prozedur der Maximum-Likelihood-Schatzung mit der
Log-Likelihood-Funktion:

1. Die Likelihood-Funktion Ly(x1,...,x,) wird fiir alle
Realisierungen und Parameter 9 € © aufgestellt.

2. Anhand des natiirlichen Logarithmus (Logarithmus zur Basis e)
wird die Log-Likelihood-Funktion ly(x1, ..., x,) bestimmt.

3. Die Nullstellen der Ableitung der Log-Likelihood-Funktion nach
9 werden bestimmt.

4. Es wird Uiberlegt, ob die Nullstellen Maximalstellen sind (z. B.
durch den bekannten Test mit der zweiten Ableitung). Falls ©
nicht eine offene Menge (z.B. ein offenes Intervall) ist, dann muss
mand auch die Grenzpunkte betrachten, wo das Maximum auch
angenommen werden kann!

5. Falls das Maximum fiir einen eindeutigen ¥y angenommen wird,
so ist ¥, (X1,...,X,) die Maximum-Likelihood-Schatzung.



Konfidenzbereiche

e Auch bei Schatzern mit giinstigen Eigenschaften ist es
prinzipiell immer moglich, dass die gemessenen Daten fiir die
zugrunde liegende Verteilung "untypisch” sind, also eher
extreme Ergebnisse darstellen.

e In solchen Fallen wird der aus den Daten berechnete Schatzer
(trotz guter Methoden) vom echten Wert stark abweichen.

e Mithilfe von Konfidenzbereichen kann die Wahrscheinlichkeit
von solchen Abweichungen kontrolliert werden.



Konfidenzbereiche

e Diese Bereiche, also unsere Schatzungen werden
Konfidenzintervalle, in den der echte Wert der Parameter mit
groBer Wahrscheinlichkeit enthalten wird.

e Dabei wird zundchst immer eine konkrete Zahl € € (0;1) - das
sogenannte Fehlerniveau - festgelegt, und ein moglichst kurzes
Intervall wird dann gewahlt, das den Parameter mit
Wabhrscheinlichkeit 1 — ¢ enthalt.

e Die Zahl ¢ ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der
Parameter auBer dem Intervall liegt, also die
Wahrschelinlichkeit des Fehlers.

e lhr Wert wird typischerweise ¢ = 0,05 oder £ = 0,01 (aber
andere Werte sind auch moglich).



Konfidenzbereiche

Definition. Sei X = (X, ..., X,) eine einfache Stichprobe, wo die
Verteilung der Variablen durch einen Parameter ¢ € © C R?
bestimmt ist, und seien noch 1 : © — R eine Parameterfunktion
und € € (0;1) eine reelle Zahl. Ein Konfidenzintervall fiir 1)(9)
zum Konfidenzniveau/Sicherheitsniveau 1 — ¢ (oder zum
Fehlerniveau/Irrtumsniveau €) (magyarul: 1 — ¢ (megbizhatdsagi)
szintli konfidenciaintervallum a (1) paraméterfiiggvényre) ist ein
Intervall der Form [T1(X); T2(X)], wobei T1 und T3
Stichprobenfunktionen sind, und

Py(T1(X) < 9(9) < Tao(X)) =1-¢

fiir alle ¥ € © gilt.



Konfidenzbereiche

Bemerkungen.

e Die Endpunkte des Intervalls sind Zufallsvariablen, aber fiir
jede Realisierung erhalt man schon ein konkretes Intervall.

e Die Gleichung
Py(T1(X) <9¢(9) < To(X)) =1-¢

kann man im Allgemeinen nur bei stetigen Variablen
erreichen, fiir diskrete Variablen verlangen wir

Py(T1(X) < ¢(9) < Ta(X)) =1 -

in der obigen Definition. In diesem Kurs betrachten wir nur
absolut stetige Variablen und konnen immer mit der obigen
Gleichung arbeiten.



Konfidenzbereiche

Beispiel 1: Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert der
Normalverteilung bei bekannter Varianz.

e Sei X = (Xi,...,Xp,) eine einfache Stichprobe, wo
Xi ~ N(u; 02) gilt, und die Varianz o2 der Verteilung bekannt
ist. Wir werden den Erwartungswert p der Verteilung
schatzen.

e Das empirische Mittel X ist eine erwartungstreue und stark
konsistente Schatzung fiir den Erwartungswert i, also ist es
naheliegend, ein Konfidenzintervall mit Mittelpunkt X wahlen.

e Also suchen wir das Intervall [X — rz; X + r.] mit

P(X—r<u<X+r)=1-c.



Konfidenzbereiche

Wir ordnen die Ungleichungen in der letzten Wahrscheinlichkeit
um:

Pu(-rn<X—-pu<r)=1l-c
Bemerken wir, dass
X1+ +X, ~ N(nw; no®) = X ~ N(u; 02 /n) = X—p ~ N(0; 0% /n)

gilt, also hingt der Verteilung der Variablen X — 1 von
nicht ab!!

Wir standardisieren noch diese Variable und betrachten die
Gleichung

X —
Pu(_rg‘o\—/ﬁg U,U'ﬁgrao-n>:1_€,

wo %ﬁ (unabhangig von p) standardnormalverteilt ist.



Konfidenzbereiche

Also ist der Wert auf der linke Seite

o(L)-o(5) -so(145)

o
und wir erhalten die Gleichung

oV g ¢
o 2’
also
oo 1-)
r. = NG

wo ®~1 die Umkehrfunktion der Verteilungsfunktion der
Standardnormalverteilung ist.



Konfidenzbereiche

Wir fiihren die folgende Bezeichnung ein: fiir eine § € (0;1) ist
us == d1(1 - 6)

das (1 — 0)-Quantil (1 — 0 kvantilis) der Satndardnormalverteilung.
Wir bewiesen den folgenden

Satz. Sei X = (Xi,...,Xy) eine einfache Stichprobe, wo

X; ~ N(u; 0?) gilt, und die Varianz 02 der Verteilung bekannt ist,
und sei € € (0;1) eine reelle Zahl. Dann ist das Konfidenzintervall
fur g zum Konfidenzniveau 1 — ¢ durch

OlUg/n X + olUg/

v Vn

angegeben, wo u,; ist das (1 — £/2)-Quantil der
Standardnormalverteilung ist.

X —




Konfidenzbereiche

Der Radius des Intervalls ist
OlUcjp od~! (1 — %)
vn vn oo

re =

Bemerkungen.

e Je groBer der Umfang der Stichprobe ist, desto kleiner ist der
Radius. Also wird die Bestimmtheit bei einer groBeren
Stichprobe groBer.

e Je groBer die Standardabweichung ist, desto groBer ist der
Radius. Bei groBer Varianz ist namlich die Dichtefunktion der
Normalverteilung flacher.

e Die Funktion ® und deshalb auch ihre Umkehrfunktion sind
monoton wachsend. Also: je kleiner das Fehlerniveau ¢ ist,
desto groBer ist der Radius. Mit groBerer Sicherheit konnen
wir weniger uber den Parameter sagen.



Konfidenzbereiche

Bemerkung. In unserer Argumentation war es bedeutend, dass die
urspriingliche Annahme so umformuliert wurde, dass die Verteilung
der in der erhaltenen Gleichung

Pﬁ(Tﬁ(X) < t) =1-=¢

auftretender Stichprobenfunktion Ty(X) von ¢ unabhangig war. In
diesem Fall gilt

Py(Ty(X) < t)=F(t)=1—¢

fur die Verteilungsfunktion F dieser Verteilung. Falls die
Umkehrfunktion F~1 von F existiert, so kdnnen wir die obige
Gleichung losen.



Konfidenzbereiche
Der Wert dieser Umkehrfunktion bei der Standardnormalverteilung
wurde als Quantil genannt, und wir benutzen diesen Namen auch
im Allgemeinen:
Definition. Sei F : R — [0; 1] eine Vertelingsfunktion einer absolut
stetigen Zufallsvariablen, fir die die Einschrankung

F ‘(a;b): (a; b) — (0; 1)

aufs Intervall (a; b) (wo beide von a = —oo und b = co mdglich
sind) eine Bijektion mit Wertemenge (0; 1) ist. (Z.B.: Die
Verteilungsfunktionen der Uniform-, Exponential-, Normal- und
x2-Verteilungen erfiillen diese Eigenschaft.) Dann existiert die
(monoton steigende) Umkehrfunktion

F1. (0;1) — (a; b),

und fiir alle y € (0;1) ist der Wert F~1(y) das y-Quantil der durch
F bestimmten Verteilung. Das 3-Quantil F~1(1/2) heiBt der
Median der Verteilung.



Konfidenzbereiche
Beispiel 2: Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert der

Normalverteilung bei unbekannter Varianz.

e Sei X = (Xi,...,X,) eine einfache Stichprobe, wo
X; ~ N(u; 0?) gilt, und beide Parameter unbekannt sind.

e Wir suchen ein Konfidenzintervall [X — r.; X + r.] wieder mit
Mittelpunkt X, fiir die

PAX—r<u<X+r)=1-¢

gilt.
e Wir konnen wieder die obige Ungleichungen umformen:

Pu(_rsgy_ﬂgrs):]-_ea

wo X — p ~ N(0,02/n), aber jezt kdnnen wir diese Variable
nicht standardisieren, weil die Standardabweichung nicht
bekannt ist.



Konfidenzbereiche

Stattdessen konnen wir die Standardabweichung durch S schatzen
und die Ungleichung

re\/n Y—,u, rev/n
P — < < =1-—
“< 57 S 5 Vs 5:) ©

X —p
5*

n
und wir werden sehen, dass sie von p nicht abhangt.

betrachten. Wir werden die Verteilung von \/n bestimmen,



Konfidenzbereiche

Erst beschreiben wir die Verteliung der empirischen Varianz (S;)2.

Erinnerung. Seien Xi,..., X, ~ N(0; 1) unabhingige
standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Die Verteilung der
Quadratsumme X2 + - - + X2 heiBt die x2-Verteilung mit n
Freiheitsgraden.

Bezeichnung: X? + -+ + X2 ~ x?(n)



Konfidenzbereiche

Behauptung. Die Dichtefunktion einer x2(n)-verteilten Variablen
Y ist

falls t > 0,
2
0 sonst,
wo -
Ma) = / x?te ™ dx (a>0)
0
die Gammafunktion ist. Weiter gelten E(Y) = n und D?(Y) = 2n.

Die Werte der y-Quantile der x2(n)-Verteilung kann man in einer
Verteilungstabelle aussuchen. Eine solche Tabelle befindet sich auf
dem letzten Ubungsblatt und auf der Webseite.



Konfidenzbereiche

Satz. (Lukacs Jend) Seien X, ..., X, ~ N(u; 02) unabhingige
Variablen, dann ist die Variable

(n—1)(53)*
o2

Xz—vgteilt mit n — 1 Freiheitsgraden. Weiter, die Variablen (S;)?
und X sind unabhangig.

Behauptung. Seien X ~ N(0;1) und Y, ~ x2(n) unabhingige
Variablen, dann ist die Dichtefunktion von Z, = —+/n

Y,

r n+1 2\ —
== ) (14 5)

n




Konfidenzbereiche

Definition. Die Verteilung einer absolut stetigen Zufallsvariablen
Z, mit Dichtefunktion

n+1

_L ) (L ey T
on(t)—\/ﬁ r(g) <1+ n)

heiBt (Student-)t-verteilt mit n Freiheitsgraden.
Bezeichnung: Z, ~ t(n).
Bemerkungen.

e fz (t) is eine gerade Funktion fiir alle n.
e Fiir n =1 wird die obige Dichtefunktion

fe) = > 1

T 14 t2
Diese Verteilung heiBt auch Cauchy-Verteilung (siehe auch
Ubungsblatt 6, Aufgaben 1/c und 16).
e Die Werte der y-Quantile der t-Verteilungen kann man in
Verteilungstabellen aussuchen.



Konfidenzbereiche

Korollar. Seien Xi,..., X, ~ N(u; 0?) unabhingige
Zufallsvariablen, dann ist die Zufallsvariable

X —

Sh

NG

t-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.

Beweis. Wir sahen schon, dass @ﬁ standardnormalverteilt ist,
und nach dem Satz von Lukdcs gilt ("710)%")2 ~ x?(n — 1), weiter
sind diese Variablen unabhingig, weil X und ("7102%:)2 unabhangig

sind. Wegen der letzen Behauptung folgt

X-u /n X —
- ST H
n—1S5x n B 5;';
g

Vvn~t(n—1).




Konfidenzbereiche

Zuruck zum Konfidenzintervall:
Wir mochten den Radius r. so wahlen, dass

]P’M<—r55\{E§XS*M\/E§rES\{E>:1_E

gilt. Hier ist die Verteilung von XS_*“ n unabhangig von p (und
0?), also gilt
rey/n X —p re/n
P, (- < < =
8 < S5, Vs S; >
B ry/n r r-\/n
= Fp—1 S;; n—1 5;3; )

wo F, die Verteilungsfunktion der t-Verteilung mit n
Freiheitsgraden ist.



Konfidenzbereiche

Die Dichtefunktion der t-Verteilung ist gerade, und nach dem
Beweis der entsprechenden Formel fiir die Funktion ® sahen wir,

dass die Formel
Fa(—t) =1 — Fy(t)

in diesem Fall gilt.

Also ergibt sich

*
n

5*

n

P, (_re\/ﬁ< X;Mﬁg rss

T < n>:2Fn1<r€ﬁ>—1:1—e,

d.h.

<r6\/ﬁ> € Sntn-1,e/2
Fn-1 —

=1l—-«—r.=
Sk 2 e N
WO tp 5 = Fn_l(l —9) das (1 — §)-Quantil der t-Verteilung mit n
Freiheitsgraden ist.



Konfidenzbereiche

Wir erhalten den folgenden

Satz. Sei X = (Xi,...,X;) eine einfache Stichprobe, wo

X; ~ N(u; 02) gilt, und die Parameter der Verteilung unbekannt
sind, und sei € € (0;1) eine reelle Zahl. Dann ist das
Konfidenzintervall fiir ;1 zum Konfidenzniveau 1 — ¢ durch

Srftn—l,e/Z_* S:tn—l,e/2
vn o Vn

angegeben, wo t,_; .o ist das (1 — ¢/2)-Quantil der t-Verteilung
mit n — 1 Freiheitsgraden ist.
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Konfidenzbereiche

Beispiel 3: Konfidenzintervall fiir die Varianz der
Normalverteilung bei unbekanntem Erwartungswert
e Sei X = (Xi,...,Xy,) eine einfache Stichprobe, wo
X; ~ N(u; 0?) gilt, und die Parameter der Verteilung

unbekannt sind.

e Im Gegensatz zum Fall des Erwartungswertes sind die
moglichen Werte der Varianz nicht-negativ, wir suchen also
ein Intervall [a.; b.], wo 0 < a. < b..

e Ohne Beweis benutzen wir, dass das Konfidenzintervall genau
dann moglichst kurz wird, wenn

P,2(0 < 0? < a.) =P2(0? > b.) = %

gilt.



Konfidenzbereiche

Wir formulieren diese Ungleichungen folgenderweise um:

(n—1)(s3)° _ (n=1)(S2)\ _
S G g

02 ER

_ (n—1)(83)° _ (n=1)(S:)*\ _¢
(17D _ -

02 b.

2’
hier gilt (”_13#")2 ~ x?(n — 1), und diese Verteilung ist von o2
unabhangig.



Konfidenzbereiche

Fiir eine reelle Zahl ¢ € (0;1) sei X%,g das (1 — §)-Quantil der
x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden. Dann

NEE (SR _ (n- 1)(5::)2> _i_f

7 o2 ae 2
also )
(=12 _
a. n—1,/2>
und
((n - 1S5, (n— 1)(52)2> £
P> 5 _ <
o - 2
deshalb

(n=1)(5)? _ »
T bh Xn—1,1—¢/2"



Konfidenzbereiche

Wir erhalten den folgenden

Satz. Sei X = (Xi,...,X,) eine einfache Stichprobe, wo

X; ~ N(u; 0?) gilt, und die Parameter der Verteilung unbekannt
sind, und sei ¢ € (0; 1) eine reelle Zahl. Dann ist das
Konfidenzintervall fiir 02 zum Konfidenzniveau 1 — ¢ durch

(n—1)(53)% (n—1)(S3)?

2 2
Xn-1,/2 Xn-1,1-¢/2

angegeben, wo x2_, ; ist das (1 — §)-Quantil der y?-Verteilung mit
n — 1 Freiheitsgraden ist.



Konfidenzbereiche

Aufgabe. Konstruieren wir das Konfidenzintervall fir die Varianz
der Normalverteilung bei bekanntem Erwartungswert.



