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Gemeinsame Verteilung diskreter Zufallsvariablen

e Es ist ein Vorteil des Begriffs der Zufallsvariablen, dass
verschiedene zufillige Quantitaten zusammen (in einem
Wahrscheinlichkeitsraum) behandelt werden kénnen.

e Wir werden das gemiensame Verhalten verschiedene
Zufallsvariablen beschreiben.

e Um die verschiedene Variablen zusammen behandeln zu
konnen, schreiben wir ihre Werte in einer Sequenz, also bilden
wir einen Vektor aus ihnen.



Gemeinsame Verteilung diskreter Zufallsvariablen

Definition. Sei Q eine abzahlbare (d.h.: endliche oder abzahlbar
unendliche) Ergebnismenge, dann ist ein diskreter Zufallsvektor
eine Funktion X : Q — R".

Bemerkungen.
e In diesem Kurs benutzen wir fast immer Zeilenvektoren.
e Die Koordinaten eines Zufallsvektors X = (X, ..., X,) sind
Q — R Funktionen, also Zufallsvariablen.
e Umgekehrt, falls n Zufallsvariablen mit gleicher
Definitionsmenge in einen Vektor geordnet werden, so erhalten
wir einen Zufallsvektor Q2 — R”.



Gemeinsame Verteilung diskreter Zufallsvariablen

Wie bei den Zufallsvariablen, das Verhlaten eines Zufallsvektors
kann anhand der Wahrscheinlichkeiten beschrieben werden, mit den
der Vektor die verischiedene Werte (=Vektoren in R") annimmt.

Definition. Sei X = (X1,...,X,) : Q — R" ein diskreter
Zufallsvektor, und fiir einen Vektor t = (t1,...,t,) € ran X sei

fx(t) =P(X=1)=P(X1 =t1,..., Xy = tn).

Die so erhaltene Funktion fx : ran X — [0; 1] wird der
Wahrscheinlichkeitsfunktion des Zufallsvektors X genannt.



Gemeinsame Verteilung diskreter Zufallsvariablen

e Wie friiher, die Wahrscheinlichkeiten solcher Ereignisse, die
anhand der Werten des Zufallsvektors beschrieben werden
konnen, sind schon durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion
bestimmt.

e Wir sagen, dass die Wahrscheinlichkeitsfunktion die
gemeinsame Verteilung der Koordinaten Xi, ..., X, bestimmt.



Gemeinsame Verteilung diskreter Zufallsvariablen

e Die gemeinsame Verteilung von zwei einfachen Variablen X
und Y kann in einer Tabelle angegeben werden, die die Werte

fxyy(s, t) = ]P)(X =sY = t)

der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsfunktion enthalt, wo
scranX und t€ranY.

e Die Spalten gehoren zu einer der Variablen, die Zeilen gehoren
zur anderen.

e Im Schnitt einer Spalte und eriner Zeile steht der
entsprechende Wert der Wahrscheinlichkeitsfunktion.



Gemeinsame Verteilung diskreter Zufallsvariablen

Beispiel. Seien ran X = {2,3,5}, ran Y = {0,1,2}. Die
Wahrscheinlichkeiten P(X = s, Y = t) sind in der folgenden
Tabelle zusammengefasst (z.B.: P(X =3,Y =0) = 0,15):

X
Y

0 0,05 ] 0,15 | 0,1
1 01]02] 01
0,05 | 0,2 | 0,05




Gemeinsame Verteilung diskreter Zufallsvariablen

2 3 5

0 0,05] 0,15 | 0,1
1 0,1 02 ] 0,1
2 0,05 | 0,2 | 0,05

Berechnen wir die Wahrscheinlichkeit P(X < 4,Y > 0). Diese
Bedingung wird (zwischen den oberen Paaren) gerade durch (2,1),
(2,2), (3,1), (3,2) erfiillt. Also gilt

P(X <4,Y >0)=fxy(2,1) + fx,v(2,2) + fx,v(3,1) + fx,v(3,2)
=0,1+0,05+0,2+ 0,2 =0,55.



Gemeinsame Verteilung diskreter Zufallsvariablen

e Eine solche Tabelle von nicht negativen Zahlen beschreibt die
gemeinsame Verteilung von zwei Zufallsvariablen dann und nur
dann, falls die Summe der Zahlen in der Tabelle gleich 1 ist.

e Diese Eigenschaft Charakterisiert die
Wabhrscheinlichkeitsfunktion.

e Eine entsprechende Behauptung gilt auch fiir mehr Variablen.



Gemeinsame Verteilung diskreter Zufallsvariablen

Definition. Falls die gemeinsame Verteilung eines Zufallsvektors
X =(Xy,...,Xp) angegeben ist, dann heiBen die Verteilungen der
einzelne Variablen X; Randverteilungen (peremeloszlds, marginalis
eloszlas).



Gemeinsame Verteilung diskreter Zufallsvariablen

Zuerst bestimmen wir die Randverteilungen im Fall n = 2: wir
betrachten den Zufallsvektor (X, Y).

Um die Ranverteilungen anzugeben, sollen wir die Funktionen fx
und fy bestimmen.

Die Ereignisse {Y = t}, wo t die Menge ran Y durchliuft, bilden
ein vollstandiges Ereignissystem, also zefallt das Ereignis {X = s}
in disjunkte Ereignisse folgenderweise:

{X=st= |J {(X=sY=1t}
teran Y
Folglich gilt
() =P(X=s)= Y PX=sY=t)= > fxy(st)
teran Y teran Y

fur alle s € ran X.



Gemeinsame Verteilung diskreter Zufallsvariablen

Ahnlich ergibt sich die Verteilung von Y:

() =P(Y=t)= > PX=sY=t)= Y fiy(st).

s€ran X s€ran X

D.h.: Falls die Wertemenge der Vektor (X, Y) endlich ist und die
zugehorige gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion in einer
Tabelle angegeben werden kann, dann ergibt sich die
Wahrscheinlichkeitsfunktion von X (bzw. Y) an der Stelle s (bzw.
t), wenn die Werte von fx y in der zu s gehdrigen Spalte (bzw. in
der zu t gehorigen Zeile) aufsummiert werden.



Gemeinsame Verteilung diskreter Zufallsvariablen

Beispiel.
X
y 2 3 5
0 0,051 0,15 | 0,1
1 01 ] 0201
2 0,05 | 0,2 | 0,05

fx(2) = P(X = 2)
—P(X=2Y=0+P(X=2Y=1)+P(X=2Y =2)
= 0,05+0,1+0,05=0,2,

fx(3) = P(X =3) = 0,15+ 0,2+ 0,2 = 0,55,
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5) = 0,1+ 0,1+ 0,05 = 0,25,



Gemeinsame Verteilung diskreter Zufallsvariablen

Beispiel.
X
v 2 3 5
0 0,051 0,15 | 0,1
1 01 ]02] 0,1
2 0,05 | 0,2 | 0,05

fy(0) = P(Y = 0) = 0,05+ 0,15+ 0,1 = 0,3,
fr(1)=P(Y =1) =0,1+0,2+0,1 = 0,4,

fy(2) = P(Y = 2) = 0,05+ 0,2 + 0,05 = 0,3.



Gemeinsame Verteilung diskreter Zufallsvariablen

Fir n Variablen Xi, ..., X, ergeben sich die Ranverteilungen
ahnlich:

Das Ereignis {X; = t;} zerfallt nach den Werten der anderen n — 1

Variablen:

fx (ti) =P(X; = t;) = Z fx(S1, ..., Si—1, tis Sig1, -+ -5 Sn)-
sj€ran X;

J#i



Gemeinsame Verteilung diskreter Zufallsvariablen

Spater werden wir den Erwartungswert des Produkts von 2
Variblen benotigen. Um ihn zu bestimmen, benutzen wir die
Definition des Erwartungswertes:

E(XY)= > m-P(XY=m)
meran XY

= > m-P<U{X=s,Y:t}>

méeran XY st=m

= Z m-ZP(X:s,Y:t)

méeran XY st=m

= Z Z St'fxyy(s,t).

s€ran X t€ran Y



Gemeinsame Verteilung diskreter Zufallsvariablen

Beispiel.
X
y 2 3 5
0 0,051 0,15 | 0,1
1 01 02] 0,1
2 0,05 | 0,2 | 0,05

2
E(XY)= Y Y st:-P(X=sY=t)

s€{2,3,5} t=0

=2.0-0,05+3-0-0,15+5-0-0,1
+2-1-01+3-1-02+5-1-0,1
+2.2.0,05+3-2-02+5-2-0,05

=02+0,6+0,5+02+1,2+0,5=32.



Unabhangigkeit diskreter Zufallsvariablen

e Die Unabhangigkeit von Ereignissen bedeutet, dass die
Eintritte einiger Ereignisse die Wahrscheinlichkeiten der
anderen Ereignisse nicht beeinflussen.

e Die analoge Eigenschaft kann auch fiir Zufallsvariablen
formuliert werden: die Unabhangigkeit von Variablen
bedeutet, dass die Werte einiger Variablen das Verhalten der
anderen Variablen nicht beeinflussen.

e Beispiel: zwei Wiirfel werden geworfen, die Augenzahlen sind
unabhangig voneinander.



Unabhangigkeit diskreter Zufallsvariablen

e Zur Unabhangigkeit von zwei Variablen ist es nicht geniigend,
die Unabhangigkeit von zwei zugehorige Ereignisse zu zeigen.

e Z.B: zwei Wiirzel werden geworfen, seien X die Summe und
Y das Produkt der Augenzahlen. Dann sind die Ereignisse
{X ist gerade} und {Y < 4} unabhangig.

e Aber die zwei Quantitaten sind offenbar nicht unabhangig.
Z.B.: falls das Produkt ungerade ist, dann muss die Summe
gerade sein.

e Mehere Variablen sind nur dann unabhangig, falls alle
Ereignisse, die anhand der Variablen ausgedriickt werden
kann, unabhangig sind.

e Dazu ist es aber geniigend, weniger anzunehmen:



Unabhangigkeit diskreter Zufallsvariablen

Definition. Die diskreten Zufallsvariablen X, Y : Q2 — R sind
unabhangig, falls die Ereignisse {X = s} und {Y = t} fiir alle
se€ranX und t € ran Y unabhangig sind, d.h. falls die Gleichung

fxy(s,t)=P(X =s,Y =t)=P(X =s)P(Y =t) = fx(s)fy(t)
fur alle seranX und t € ran Y gilt.

Bemerkungen.
e Die obige Gleichungen konnen in der Gleichung fx y = fx - fy
zwischen Funktionen zusammengefasst werden.
e Aus den obigen Gleichungen folgt, dass alle Paare von
Ereignissen, die anhand X bzw. Y ausgedriickt werden
konnen, unabhangig sind.



Unabhangigkeit diskreter Zufallsvariablen

Beispiel. Ein Wiirfel wird geworfen, sei X der Rest bei der
Division der Augenzahl durch 2, und sei Y der Rest bei der
Division durch 3.

Dann gelten ran X = {0,1} und ran Y = {0, 1,2}, und beide
Variablen sind gleichverteilt, also nimmt X (bzw. Y) jeden Wert
mit Wahrscheinlichkeit 1/2 (bzw. 1/3) an.

Es ist leicht zu sehen, dass die Reste modulo 2 und 3 eine Zahl
zwischen 1 und 6 eindeutig bestimmen. Also gilt

fX7y(S, t) = IP(X =S,
é _ % . % — P(X = s)B(Y = t) = fx(s)fy(t)

fir alleseranX und t € ran Y, d.h.: X und Y sind unabhangig.

s, Y=t)



Unabhangigkeit diskreter Zufallsvariablen

e Es ist oft leicht zu zeigen, dass zwei Variablen X und Y nicht
unabhangig sind, denn in diesem Fall ist es genug, zwei Werte
sc€ranX und t € ran Y zu finden, fiir die die Gleichung
P(X =s,Y =t)=P(X =5s)P(Y = t) nicht gilt.

e Um die Unabhangigkeit zu zeigen, muss man alle Gleichungen
der obigen Form prifen.

e Falls die Variablen einfach sind, dann kann ihre gemeinsame
Verteilung in einer Tabelle angegeben werden, die diese
Analyse einfacher macht.



Unabhangigkeit diskreter Zufallsvariablen

Beispiel. Seien X und Y Zufallsvariablen mit ran X = {0, 1,2}
und ran Y = {0,1}. Nehmen wir an, dass ihre gemeinsame
Verteilung durch die folgende Tabelle angegeben ist:

X
» 0o [ 1] 2
1/12 [1/8] 1/8

1 1/6 | 1/4 | 1/4

Wir bestimmen zundchst die Randverteilungen (wir summen die
Werte in den Spalten und Zeilen auf):

X
y 0 1 2
0 1/12 1/8 1/8 1/3 = fy (0)
1 1/6 1/4 1/4 2/3=fy(1)
1/4=1x(0) | 3/8=1x(1) | 3/8=1x(2)




Unabhangigkeit diskreter Zufallsvariablen

X
y 0 1 2
0 112 1/8 1/8 1/3 = fy(0)
1 1/6 1/4 1/4 2/3=fy(1)
1/4 = 1x(0) | 3/8 =1x(1) | 3/8 = x(2)

Bei dieser Form der Tabelle ist es leicht zu sehen, ob das Produkt
der zu den Spalten und Zeilen gehorigen Werte von fx und fy die
im Schnitt stehende Wahrscheinlichkeit geben.

In diesem Fall gelten alle nétigen Gleichungen, also sind X und Y

unabhangig.




Unabhangigkeit diskreter Zufallsvariablen

Behauptung. Seien X und Y unabhangige diskrete
Zufallsvariablen mit endlichen Erwartungswerten E(X) und E(Y).
Dann ist auch E(XY) endlich und E(XY) = E(X)E(Y) gilt.

Beweis. Die Variablen X und Y sind unabhangig, also gilt
fx7y = fx - fy. Weiter,

E(XY)= Y Y st-fxy(s,t)= > > st-fx(s
seran X teran Y seran X t€ran Y
:< > s-fx(s)> ( > t~fy(t)> = E(X)E(Y).
s€ran X teran Y

Bemerkung. Die Endlichkeit der Werte E(X) und E(Y') garantiert
die Richtigkeit der obigen Rechnung.

v (t)



Unabhangigkeit diskreter Zufallsvariablen

Unabhangigkeit von mehreren Variablen:

Definition. Die diskreten Zufallsvariablen Xi,..., X, : Q2 — R sind
paarweise bzw. gemeinsam unabhangig, falls die Ereignisse

{Xi =t1},...,{Xp =ty} firalle t; €ran Xy,...,t, € ran X,
paarweise bzw. gemeinsam unabhangig sind.

Beispiel. Seien Ap,..., A, C Q gemeinsam unabhanige Ereignisse.
Dann sind die zugehorigen Indikatorvariablen 1 4,,...,14
gemeinsam unabhangig.

n



Unabhangigkeit diskreter Zufallsvariablen

Beweis. Die Wertemenge der Indikatorvariablen ist die Menge
{0,1}, also missen wir zeigen, dass die Ereignisse

{]lAl = tl}, cey {]lAn = tn}
gemeinsam unabhanig sind, wo t; = 0 oder 1 fiir alle 1 </ < n.

Fiir eine Zahl t = 0 oder 1 und eine Menge A sei

Al =

A, fallst=1,
A, fallst =0,

dann gilt {14, = t;} = A7



Unabhangigkeit diskreter Zufallsvariablen

Beweis. Die Ereignisse A1, ..., A, sind gemeinsam unabhangig,
folglich sind auch A?, ..., Al gemeinsam unabhingig.

Also gilt
P (ﬂ{nAi = t,-}) =P (ﬂ Af") = [[®(A7) = [1B(La = 1),
iel iel i€l iel

fiir alle Indexmengen () % | C {1,...,n}.



Transformierte Zufallsvariablen

Sei X : 2 — R eine diskrete Zufallsvariable.

o Wir werden oft solche Variablen betrachten, die Funktionen
von X sind.

e Sei g : R — R eine Funktion und betrachten wir die
transformierte Variable g(X).

e Oft interessiert man sich nicht fiir die Verteilung von g(X),
sondern fiir verscheidene Parameter der Verteilung, z.B. fiir
den Erwartungswert E(g(X)).

e Unser Hauptbeispiel ist die Funktion g(t) = t2, also die
transformierte Variable X2.

Definition. Seien X eine diskrete Zufallsvariable und k eine
positive ganze Zahl, dann heiBt der Erwartungswert E(X¥) (falls er
definiert ist) der k-te Moment von X (k-adik momentum).



Transformierte Zufallsvariablen

Um den Erwartungswert E(g(X)) zu berechnen, muss man die
Verteilung von g(X) nicht bestimmen, er kann auch anhand der
Verteilung von X berechnet werden:

Satz. (Transformationsformel) Sei X eine diskrete Zufallsvariable
und sei g : R — R eine Funktion. Dann ist auch g(X) eine
Zufallsvariable, und falls E(g(X)) endlich ist, dann gilt

Eg(X) = > gk)fx(k)= > g(k)P(X =k),
k€ran X kcran X
wo fx die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X ist. Im Spezialfall

g(t) = t? gilt

E(X*) = > Kf(k)= > KPX=k),

k€ran X k€ran X

falls E(X?) endlich ist.



Transformierte Zufallsvariablen

Beweis. Nach der Definition des Erwartungswertes gilt

E@gX)= Y sPgX)=s)= Y sP(Xecg(s)),

scran g(X) seran g(X)
wo g~ 1(s) das Urbild der Menge {s} undter der Funktion g, d.h.
g l(s)={teR: g(t)=s}.
Fiir eine fixe s € ran g(X) gilt

s P(X egi(s)) = Y. &) P(X=t)

teran X Ng—1(s)

Y O

teran X Ng—1(s)



Transformierte Zufallsvariablen

Beweis. Dann erhalten wir
E(g(X) = Y > &) ()
seran g(X) teran X Ng—1(s)
Hier listen wir jedes Element von ran X gerade einmal, also folgt
E(g(X) = > a(k)fx(k).
ke€ran X

Bemerkung. Falls die Wertemenge von X abzahlbar unendlich ist,
dann folgt die Richtigkeit der Operationen aus der absoluten
Konvergenz der (moglicherweise unendlichen) Summe

Eg(X)= > s PgX)=s).

s€ran g(X)



Transformierte Zufallsvariablen

Beispiel. Sei X ~ Poi(\) eine Poisson-verteilte Variable fiir eine
A > 0. Dann gilt




Transformierte Zufallsvariablen

Beispiel. Sei X ~ Geo(p) geometrisch verteilt mit dem Parameter
p € (0;1]. Wegen der Transformationsformel ergibt sich

E(X?) = i K2 P(X = k) = i K2(1 — p)kt!
k=1 k=1
—12. p+ ZkZ(l _ p)k—l
- Z (m+1)*(1—p)"p

oo
Z m? +2m+1)(1 — p)™ p.
m=1



Transformierte Zufallsvariablen

Die letzte Summe konnen wir als drei Summe schreiben:

o

D (M +2m4+1)(1-p)" =

m=1

m=1

=FE(X?) +2E(X) +1 = E(X?) + i + 1.

Also gilt

x oo o
=Y m(1-p)" T p+2> m1-p)" o+ > (1-p)"'p
m=1 m=1



Transformierte Zufallsvariablen

Nach Umordnung ergibt sich

2—p

PE(X?) = 5



Varianz

Bemerkung.

e Der Erwartungswert gibt den durchschnittlichen Wert einer
Zufallsvariablen, aber er sagt nichts dariiber, wie weit die
Werte der Variablen vom Erwartungswert liegen.

e Zum Beispiel: sei X, eine Zufalsvariable, die die Werte +n
1
mit Wahrscheinlichkeit 5 annimmt, wo n € N eine positive
ganze Zahl ist.

e Dann gilt E(X,) = 0 fiir jede n, aber die Werte dieser
Variablen liegen fiir eine groBe n beliebig weit von 0.



Varianz

Definition. Sei X eine diskrete Zufallsvariable. Falls der

Erwartungswert
E((X —E(X))?)

endlich ist, dann heiBt er die Varianz (szérasnégyzet, variancia) der
Zufallsvariablen X. Sie ist mit D?(X) bezeichnet.

Die positive Quadratwurzel der Varianz heiBt die
Standardabweichung (széras). Sie ist mit D(X) bezeichnet.

Bemerkung. Die Varianz ist definiert als die mittlere quadratische
Abweichung einer Zufallsvariablen von ihrem Erwartungswert.



Varianz

Bemerkungen.

e Die Varianz einer diskreten Zufallsvariablen ist nicht immer
definiert, weil E(X) nicht notwendig definiert oder endlich ist.

e Wenn E(X) endlich ist, dann ist (X — E(X))? eine
nichtnegative Zufallsvariable. Deshalb ist E((X — E(X))?)
eine nichtnegative Zahl oder Unendlich.

e Im ersten Fall werden wir sagen, dass D?(X) (oder D(X))
endlich ist, und das wird in den folgenden Satzen immer
angenommen.



Varianz

Behauptung. Sei X eine diskrete Zufallsvariable, fiir die D?(X)
endlich ist. Dann sind auch D?(X + c) und D?(cX) fiir jede c € R
endlich, und

DX +c)=D(X) (D*X + c) =D?X))

und
D(cX) = |c|D(X) (ID)2(CX) = cz]Dz(X))

gelten.



Varianz

Beweis.
D*(X) = E([X - E(X)]?)
= E([X + c — E(X) — ]?)
= E([X + ¢ — (E(X) + E(c))]?)
= E([X + ¢ — E(X + ¢)]) = D*(X + ¢)



Varianz

Beweis.

D2(X) = CE([X — E(X)]?)
= E(?[X — E(X)]?)
= E([cX — cE(X)]?)
= E([cX — E(cX)]?) = D?(cX)



Varianz
Behauptung. Sei X eine diskrete Zufallsvariable. Dann gilt
D*(X) = E(X?) — E(X)?,

d.h. wenn der Ausdruck auf einer Seite der Gleichung definiert und
endlich ist, dann ist der Ausdruck auf der anderen Seite der
Gleichung definiert und endlich, und sie sind gleich.

Beweis.
D?(X) = E((X — E(X))?) = E(X? — 2E(X)X + E(X)?)
= E(X?) — E(2E(X)X) + E(E(X)?)
= E(X?) — 2E(X)E(X) + E(X)?
= E(X?) - E(X)2

Folgerung. Sei X eine diskrete Zufallsvariable. Dann ist D?(X)
dann und nur dann endlich, falls E(X?) und E(X) endlich sind.



Varianz

Beispiel. Eine Miinze wird geworfen, sei der Wert von X 1, falls
das Ergebnis eine Zahl ist, und 2, falls das Ergebnis ein Kopf ist.

e Wegen der Definition des Erwartungswertes haben wir

1 1
E(X):l-P(X:1)+2-P(X:Q):1.§+2_§:g_
e Wegen der Transformationsformel gilt
2 2 2 1 1 5
E(X?) =12 P(X=1)+22 P(X=2) =1 +4-5=_.
e Also folgt



Varianz

Beispiel. Eine Wiirfel wird geworfen, sei X die Augenzahl.
7 91
e Frither bestimmten wir die Werte E(X) = 5 und E(X?2) = 5

e Also folgt

91 49 35
2 _ AN 2 _ . _
D’(X) = E(X*) —E(X)’ = & — 7 = -



Varianz

Beispiel. Sei A ein Ereignis mit P(A) = p, und sei 14 die
Indikatorvariable von A.

e Wir sahen schon, dass E(14) = P(A) = p gilt.
e Weiter gilt auch 13 = 14, also E(123) = E(14) = p.

e Deshalb ist die Varianz von 14

D*(1a) = E(1%) — E(14)* = p— p*> = p(1 — p).



Varianz

Beispiel. Sei X ~ Poi(\) Poisson-verteilt mit dem Parameter
A>0.

e Wir sahen friiher, dass E(X) = A und E(X2) = A2 + X gelten.

e Dann erhalten wir

D3(X) = E(X?) —E(X)2 =M+ X - 2=\



Varianz

Beispiel. Sei X ~ Geo(p) geometrisch verteilt mit Parameter p.

p2

1
e Wir sahen friiher, dass E(X) = - und E(X?) = P gelten.

e Also folgt
2—p 1 1—p

D00 = B0 B = 2P L1



Unabhangigkeit und Varianz

Satz. Seien X und Y wunabhangige diskrete Zufallsvariablen, fiir
die D?(X) und D?(Y) endlich sind. Dann ist D*(X + Y) auch
endlich, und es gilt

D?(X + Y) = D?*(X) + D?(Y).
Beweis. Wir zeigten friiher, dass
D?(X) = E(X?) —E(X)?, DY) =E(Y?) —-E(Y)?
und auch E(XY) = E(X)E(Y) gelten, also folgt

D?(X) +D?(Y) = E(X?) — E(X)? + E(Y?) — E(Y)?
= E(X?) + 2E(XY) + E(Y?)—
— (E(X)? + 2E(X)E(Y) + E(Y)?)



Unabhangigkeit und Varianz

Beweis.

D?(X) +D2(Y) = E(X?) — E(X)? + E(Y?) — E(Y)?
= E(X?) + 2E(XY) + E(Y?)—
— (E(X)? 4+ 2E(X)E(Y) + E(Y)?)
=E(X? +2XY + Y?) — (E(X) + E(Y))?
=E((X + Y)?) —E(X + Y)?
=D?*(X + Y).



Unabhangigkeit und Varianz

Ahnlich ergibt sich das folgende

Korollar. Seien Xi,..., X, paarweise unabhingige diskrete
Zufallsvariablen, fiir die D?(X1),...,D?(X,) endlich sind. Dann ist
auch D?(X1 + ...+ X,) endlich, und

D2(X1 4 ... + Xn) = D?(X1) + ... + D(X,).



Unabhangigkeit und Varianz

Wir berechnen die Varianz einer binomialverteilten Zufallsvariablen:

e Sei X ~ Bin(n; p).

Betrachten wir gemeinsam unabhangige Ereignisse
Al ..., A, C Q mit P(A;) = p.

Dann gilt 14, +---+ 14, ~ Bin(n; p),

und die Variablen 14,,...,14, sind unabhangig.
Der letzte Satz gibt

D2(X) =D (Tg, +---+14,)
= D*(1a,) + -~ +D*(1a,) = np(1 - p).



Geometrische Wahrscheinlichkeitsraume

e In vielen Situationen ist es zweckmaBig, alle Elemente eines
Intervalls als moglicher Wert einer zufalligen Quantitat zu
betrachten.

e Z.B.: Hohe/Lebensalter einer zufillig gewahlten Person, die
Wartezeit bis zu einem zufalligen Ereignis, usw.

e Wenn a < b, dann ist die Machtigkeit des Intervalls [a; b]
nicht abzahlbar, also ist die bisher aufgebaute Theorie nicht
genugend, diese Probleme zu behandeln.



Geometrische Wahrscheinlichkeitsraume

Zuerst betrachten wir solche Situationen, wo die Wahl
uniform zufillig ist:

1. Wenn eine reelle Zahl in einem Intervall [a; b] gewahlt wird,
dann wollen wir erreichen, dass die Zahl in der ersten Halfte oder
im ersten Drittel des Intervalls mit Wahrscheinlichkeit 1/2 bzw.
1/3 fallt.

Im Allgemeinen: die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Zahl in
einem Teilintervall | C [a; b] fallt, sollte £(1)/(b — a) sein, wo (/)
die Lange des Intervalls [ ist.



Geometrische Wahrscheinlichkeitsraume

Zuerst betrachten wir solche Situationen, wo die Wahl
uniform zufillig ist:

2. Die Wahl von zwei unabhangig und uniform zufallig gewahlten
reellen Zahlen in den Intervallen [a; b] bzw. [c; d] entspricht der
Wahl eines Punktes im Rechteck R = [a; b] X [c; d]. (Das wird
spater prazis formuliert und in einem Beispiel bewiesen.)

Die Wahrscheinlichkeit, dass beide Zahl in der ersten Halfte des

entsprechenden Intervalls fallen, sollte % . % = % sein.

Im Allgemeinen: die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der gewahlte
Punkt in einer Teilmenge M C R fillt, sollte A(M)/A(R) sein, wo
A der Flacheninhalt bezeichnet.



Geometrische Wahrscheinlichkeitsraume

Geometrische Wahrscheinlichkeitsraume im Allgemeinen:

e Ergebnismenge:
eine Teilmenge der Linie/der Ebene/des Raumes endlicher und
positiver Lange/Flacheninhalts/Volumens

e Ereignisse: die Teilmenge der Ergebnismenge, fiir die die
Lange/der Flacheninhalt/das Volumen definiert ist
{(B) A(B) V(B)

bzw bzw. ——=

() AR V()

e BCQ=P(B)=



Geometrische Wahrscheinlichkeitsraume

Bemerkung.

Die Lange/der Flacheninhalt/das Volumen eines Punktes ist 0, also
gilt P({x}) = 0 fiir jeden Punkt x in einem geometrischen
Wahrscheinlichkeitsraum. (Das passiert nie in einer abzahlbaren
Ergebnismenge.)

Ahnlich ist die Wahrscheinlichkeit jeder eindimensionalen Kurve
der Ebene/des Raumes und jeder zweidimensionalen Flache des
Raumes Null.



Geometrische Wahrscheinlichkeitsraume

e Die Lange/der Flacheninhalt/das Volumen kann nicht fiir alle
Teilmengen der Linie/der Ebene/des Raums definiert werden!

e Die Gesamtheit der Mengen, fiir die dies moglich ist, hat eine
bestimmte Struktur, sie bilden eine sogenannte o-Algebra.

e Die Konstruktion der obigen Begriffe fihrt dann zur Definition
des Lebesgue-MaBes in R”".

e Diese Uberlegungen kdnnen in viel groBerer Allgemeinheit
durchgefiihrt werden, das zur allgemeinen MaBtheorie und zu
einem unfassenden Aufbau der Wahrscheinlichkeitstheorie
fuirht.

e Die allgemeinen Grundbegriffe werden nachst auch hier
definiert.



Wahrscheinlichkeitsraume

Definition. Sei Q eine Menge. Dann ist 7 C P(Q2) eine
o-Algebra, falls

e Qe F,

e AcF=AcF
(F ist komplementstabil),

o AL Ay e F=>UR A EF
(F ist sigma-vereinigungsstabil)
gelten.

Beispiele. Die Mengen 71 = {0, Q} und 7, = P() sind immer
o-Algebren.



Zufallsvariablen

Bemerkung.

e In unseren Wahrscheinlichkeitsmodellen werden die Ereignisse
immer eine o-Algebra bilden.

e Fi enthalt zu wenig Teilmengen, sie ist unniitzlich.

e Zwar bei einer abzahlbaren Ergebnismenge nahmen wir an,
dass F = F, = P(Q) gilt, aber es ist auch dort nicht
notwendig, und im Allgemeinen ist es einfach nicht moglich,
denn F, enthalt oft zu viel Teilmengen und dann kann kein
WabhrscheinlichkeitsmaB mit Definitionsmenge F> angegeben
werden.

e Es ist im Allgemeinen nicht so einfach, eine gute o-Algebra
und dazu ein MaB zu definieren/beschreiben.



Wahrscheinlichkeitsraume

Definition. Seien Q eine Menge, F C P(Q2) eine o-Algebra und
P: F — [0; 1] ein WahrscheinlichkeitsmaB (d.h. P(€2) =1 und
P(U, Ai) = > 72, P(Aj) gelten fiir beliebige paarweise dijunkte
Ereignisse A1, Az, ... C F).

Dann ist der Tripel (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Die Menge €2 heiBt die Ergebnismenge, und die Elementen von F
werden Ereignisse genannt.

Behauptung. Die oben beschriebenen geometrischen Raume sind
Wahrscheinlichkeitsraume im Sinne der obigen Definition. Die
o-Algebra F besteht in diesen Fallen aus den Mengen, fiir die die
Lange/der Flacheninhalt/das Volumen definiert ist. Diese sind die
sogenannten Lebesgue-messbaren Mengen.



Wahrscheinlichkeitsraume

Behauptung. Sei F C P(Q2) eine o-Algebra. Dann gelten
e leF
e ABe F=AUB,ANB,A\BeF
(F ist vereinigungsstabil, schnittstabil und
differenzmengenstabil)
e A Ay, € F = N2 A EF
(F ist o-schnittstabil)
Beweis: Ubung.
Bemerkung. Die Definition der o-Algebra und die obige

Behauptung geben, dass die Ergebnisse der frither definierten
Verkniipfungen von Ereignissen immer Ereignisse sind.



Wahrscheinlichkeitsraume

Die im diskreten Fall angegebenen Eingeschaften des
WabhrscheinlichkeitsmaBes und ihre Beweise bleiben auch in einem
allgemeinen Wharscheinlichkeitsraum giiltig:

Behauptung. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeistraum. Dann
gelten

e P(0) =0,

e ABeF,AnB=10= P(AUB)=P(A)+P(B),

e P(A) =1 —P(A) fiir alle A € F,

e ABeF, BC A= P(B)<P(A),

e die Siebformel und die Boolsche Ungleichung gelten.



Wahrscheinlichkeitsraume

Behauptung. (Stetigkeit von WahrscheinlichkiestmaBen) Sei
(Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeistraum, und seien A1, Az,... € F
Ereignisse.

1. P ist stetig von unten: falls
o
AlCAC..., ud A=|[]A,
n=1

dann gilt lim,_, P(An) = P(A).

2. P ist stetig von oben: falls
o
ADAD..., ud A=[)A,
n=1

dann gilt lim,_,o P(An) = P(A).



Wahrscheinlichkeitsraume

Beweis. 1. Sei Ag = ), und definieren wir die Ereignisse By durch
By = Ac\ Ak—1 (kK >1).

Dann sind By, By, ... paarweise disjunkte Ereignisse: falls
i>j>1, dann

BiCA CAi_1, A_1NB= 0

also B; N Bj = (). Weiter gilt

UBi=JA=A
k=1 k=1

weil es fiir jedes Element w € A einen kleinsten Index k > 1 gibt,
fir den w € Ag und w ¢ Ag_1, also auch w € By gelten.



Wahrscheinlichkeitsraume

Beweis. 1. Wegen der o-Additivitat von P gilt dann
P(A) =) P(Bx) = lim > P(By).
k=1 k=1
Durch vollstandige Induktion ergibt sich
> P(Bi) =P(A,).
k=1

Fiir n =1 gilt namlich P(B;) = P(A1), und falls die Behauptung
fur n — 1 richtig ist, dann folgt

n—1

ZH:P(Bk) =P(Bn)+ Y _P(Bi) = P(As\Ar1)+P(Ar 1) = P(An).
k=1 k=1



Wahrscheinlichkeitsraume

Beweis. 2. Definieren wir die Ereignisse Cy durch Cx = Q\ Ag
(k > 1), dann gilt

C1CC2C..., GCk:Q\<ﬁAk>
k=1 k=1

Wegen 1. ergibt sich
1P (A0 = P(UR, G = lim P(C,)
= lim (1 - P(Ap)) =1— lim P(A,),
n—oo

n—oo

und die Behauptung folgt nach Umordnung.



Zufallsvariablen

Beispiel 1.
e Eine Zahl wird im Intervall [0; 1] zufallig gewahlt.
e Sei 2 =[0;1] und sei Y der Wert der gewahlten Zahl.

e Alsoist Y :Q — R, Y(w) = w eine Funktion mit einer
iberabzahlbaren Defintions- und Bildmenge.

e Wir definierten die Zufallsvariablen in diesen Fallen noch nicht.



Zufallsvariablen

Beispiel 2.

e Sei K der Einheitskreis in der Ebene (mit Mittelpunkt O, wo
O der Ursprung ist).

e Wir wahlen einen Punkt zufallig in K. Also betrachten wir K
als Ergebnismenge.

e Sei Z der Abstand zwischen O und dem gewahlten Punkt.
Dannist Z: K — R, Z(P) = |OP]| eine Funktion (auch mit
einer liberabzihlbaren Defintions- und Bildmenge).

e Falls wir P = (x, y) schreiben, so gilt

Z(P) = Z((x,y)) = VX* + y2.



Zufallsvariablen

Auch in diesen Fillen konnen wir liber die Ereginisse {Y = t} oder
{Z = t} sprechen, weil diese Menge Ereignisse von geometrischen
Wahrscheinlichkeitsraumen sind:

{Y =t} ={t}, {Z =t} = 0K, fiir jede Zahl t € [0;1],

wo OK; der Rand des Kreises K; mit Mittelpunkt O und Radius t
ist.

Die Lange bzw. der Flacheninhalt dieser Menge sind Null, also gilt
P(Y=t)=P(Z=1t)=0

fur jede t € R.



Zufallsvariablen

D.h.: die Wahrscheinlichkeiten P(Y = t) bzw, P(Z = t) kénnen
nicht eine Verteilung beschreiben (sie geben zu wenig Information).

Stattdessen werden wir die Wahrscheinlichkeiten P(Y < t) und
P(Z < t) (t € R) benutzen:

f, fallst<O0
{Y<t}=< [0;¢t], fallsO0<t<1
[0;1], falls t>1,
und dann
0, fallst <0,
P(Y <t)= M:t, falls 0 <t < 1,

¢([0;1])
1, fallst > 1.



Zufallsvariablen

D.h.: die Wahrscheinlichkeiten P(Y = t) bzw, P(Z = t) kdnnen
nicht eine Verteilung beschreiben (sie geben zu wenig Information).

Stattdessen werden wir die Wahrscheinlichkeiten P(Y < t) und
P(Z < t) (t € R) benutzen:

@, fallst<0
{Z<t}=¢ K, falls0<t<1
Ky, fallst>1,

also

0, fallst <O,

A(K t2
P(Z<t)= AEKS :%:tz, falls 0 <t < 1,

1, fallst > 1.



Zufallsvariablen

In den obigen Faillen sind die Menge {Y < t} und {Z < t} auch
Ereignisse in geometrischen Wahrscheinlichkeitsraumen.

Wie wird es im Allgemeinen garantiert, dass die Mengen dieser
Typen Ereignisse sind?

Antwort: wir verlangen, diese Mengen Ereignisse zu sein!

Auch die Mengen {X < t}, {X € [a; b]}, usw. sollten Ereignisse
sein, so konnen die Wahrscheinlichkeiten P(X < t), P(X < t),
P(a < X < b) definiert werden.



Zufallsvariablen

Definition. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine
Funktion X : Q — R ist eine Zufallsvariable, falls {X < t} € F fiir
jede t € R gilt (d.h. falls die Menge {X < t} C Q ein Ereignis ist).

Die Variable X heiBt diskret, falls ihre Bildmenge abzahlbar
(endlich oder abzahlbar undendlich) ist.

Die Variable X heiBt einfach, falls ihre Bildmenge endlich ist.

Achtung: in der obigen Definition nehmen wir nichts iiber die
Machtigkeit von € an, und zwar wir die diskrete Variablen friiher
mit abzahlbaren Definitionsmengen betracheten, aber das war nur
ein Spezialfall der letzten vollig allgemeinen Definition.



Zufallsvariablen

Behauptung. Sei X : Q — R eine Zufallsvariable. Dann sind auch
die folgende Teilmenge von (Q fiir jede s, t € R Ereignisse:

{X<th, {X>th {X>t}, {X=t}, {s< X <t}...

Zum Beweis kann man die Eigenschaften der o-Agebra F
benutzen. Z.B.
{X>t}={X<t}eF.



Zufallsvariablen

Behauptung. Wenn X, Y : Q — R Zufallsvariablen sind, dann
sind auch

e XY : Q=R (XEY)w):=Xw)=*Y(w) (Ywe Q)
e X - Y Q=R (X Y)(w):=Xw): Yw) (VweQ)
Zufallsvariablen. Wenn zusatzlich Y # 0 gilt, dann ist auch

X X  X(w)
o 7.Q—)]R, ?(w).—W(VMGQ)

eine Zufallsvariable.



Zufallsvariablen

Zuriick zu unseren Beispielen Y und Z.

Noch einmal:
¢, fallst<O
{Y<t}=1< [0;t], falls0<t<1
[0;1], fallst>1,
und
0, fallst<0
{Z<t}=¢ K, falls0<t<1

Ky, fallst>1,

Diese Mengen sind Ereignisse, also sind Y und Z Zufallsvariablen
(im Sinne der obigen Definition).



Verteilungsfunktion
Wie kann die Verteilung einer Zufallsvarible im Allgemeinen
definiert/beschrieben werden?

Erinnerung: P(Y =t) =P(Z = t) = 0 fiir jede t € R, also sagen
diese Wahrscheinlichkeiten uber die Verteilung von Y und Z nichts.

Stattdessen kann man die Wahrscheinlichkeiten P(Y < t),
P(Z < t) (t € R) benutzen. Diese sind Funktionen von t:

0, fallst <0,
P(Y<t)=< t, fallsO<t<1,
1, fallst>1.
und
0, fallst <0,
P(Z<t)={ t?, falls0<t<1,

1, fallst>1.



Verteilungsfunktion
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2 T T
150
=
> 05
o
05~
yim L L L L L 1 L
2 15 -1 05 0 05 1 15



Verteilungsfunktion
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Verteilungsfunktion

Definition. Sei X eine Zufallsvariable. Die Funktion
FX ‘R — [0; ].]
Fx(t) =P(X <t) (t € R)

heiBt die Verteilungsfunktion (eloszlasfiiggvény) von X.

Bemerkung. Die Verteilungsfunktion gibt/beschreibt die
Verteilung einer Zufallsvariablen, d.h.: sie bestimmt die
Wahrscheinlichkeit P(X € A) fiir jede "schone” Teilmenge A C R.



Verteilungsfunktion

Behauptung. Wenn Fx die Verteilungsfunktion der
Zufallsvariablen X ist, dann gilt

Fx(t) — Fx(s) =P(s < X <'t)
fuir beliebige reelle Zahlen s < t.
Beweis.
X <t}={X<stu{s<X<t}, {X<Isin{s<X<t}=0,

also
PX<t)=P(X <s)+P(s< X <t),

d.h.

P(s < X < t) =P(X < t) — P(X < s5) = Fx(t) — Fx(s).



Verteilungsfunktion

Wie erkennt man, dass eine Funktion ist auch die
Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen ist?

Behauptung. Eine Funktion F : R — [0;1] ist genau dann die
Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen, falls F die folgenden
Eigenschaften erfillt:

1. F ist (nicht unbedingt streng) monoton steigend,
2. F ist rechtseitig stetig,
3. 1Moo F(£) = 0, limesoo F(t) = 1.

Z.B.: wenn Fx die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X ist,
und s < t gilt, dann gild auch {X < s} C {X < t}, also

Fx(s) = P(X < s) <P(X < t) = Fx(t).



Verteilungsfunktion

Beispiel. Ein Wiirfel wird geworfen, sei X das Ergebnis. Dann gilt
ran X = {1,2,3,4,5,6}, also ist X diskret.
Aber Fx(t) ist definiert fiir jede reelle Zahl t € R, zum Beispiel

Fx(2,3) = P(X < 2,3) = P(X = 1 oder X = 2) = %_

Fir eine beliebige Zahl t:

0, fallst<1,
t

Fx(t) = L6’ falls 1 <t <6,
1 falls t > 6.

I

Bemerkung. Diese Funktion ist nicht stetig. Im Allgemeinen: die
Verteilungsfunktion einer diskreten Variablen ist nie stetig.



Verteilungsfunktion
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Verteilungsfunktion

Im diskreten Fall benutzten wir die Wahrscheinlichkeiten P(X = t),
um die Verteilungen zu beschreiben. Wie erhalt man diese aus der
Verteilungsfunktion?

Behauptung. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion
Fx. Dann gilt

P(X=t)=P(X <t)-P(X <t)=Fx(t)— lim Fx(s).

s—t—0
Beweis. Sei s1,s,... € R eine streng monoton steigende Folge mit
lim, o Sp = t. Dann gilt
(o9}
{(X<alc{X<stc..., UX<ar={X<1t}
k=1

und die Behauptung folgt aus der (unteren) Stetigkeit von P.



