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Erinnerung

Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum (klasszikus
valdsziniiségi mezo)

Q endlich, Ereignisse: P(§2) =Potenzmenge von ,

ACQ=PA) =|A/|Q|

Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit (im Laplaschen Raum):
1. Fir jedes Ereignis A C Q gilt P(A) € [0; 1].

9 _ o _ 0

1o Q)19

3. Falls die Ereignisse A, B C Q disjunkt sind, dann gilt

2. P(Q) =

AUB| _ [Al+B]

P(AU B =
(AUB) =g Q)

— P(A) + P(B).

4. Fiir jedes Ereignis A C Q gilt P(A) = 1 — P(A).



Wahrscheinlichkeitsraume

Der Begriff des Laplaceschen Raums ist nicht geniigend zu
unseren Zielen.

Grunde:

e Im Laplaschen Raum muss die Menge Q endlich sein, aber es
gibt oft unenedlich viele mogliche Eregbnisse.

e Wenn man (z.B.) das Ergebnis eines Wurfes von 2 Wiirfeln
beschreiben mochte, ist es moglich, nur die zwei Augenzahlen
(ohne Reihenfolge) anzugeben, aber die verschidene Ereignisse
sollten verschiedene Wahrscheinlichkeiten haben.

e Das Verhalten eines gezinkten Wiirfels kann nicht durch einen
Lapalceschen Raum beschrieben werden.



Wahrscheinlichkeitsraume

Wir geben eine abstrakte Definition des Wahrscheinlichkeitsraums
an:
e Die Wahrscheinlichkeit wird nicht durch eine definierende
Formel, sondern durch ihre Eigenschaften angegeben.

e Im Laplaschen Raum sind die Wahrscheinlichkeiten Zahlen,
die den Ereignissen zugeordnet werden. Also ist die
Wahrscheinlichkeit eine reelle Funktion, deren
Definitionsbereich die Menge der Ereignisse ist.

e Die Werte dieser Funktion sind im Intervall [0; 1]. Wir
erwarten im Allgemeinen, dass der Wert 1 die Bestimmbheit
und der Wert 0 die Unmoglichkeit representieren.

(= P(Q) =1, P(0) =0)



Wahrscheinlichkeitsraume

Wir geben eine abstrakte Definition des Wahrscheinlichkeitsraums
an:

e Falls zwei Ereignis simultan nicht eintreten kann, dann ist es
auch eine naheliegende Erwartung, dass die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, dass eines der zwei Eregnisse
eintritt, gleich die Summe der einzelnen Wahrscheinlichken ist.

Mathematisch formuliert:

ANB=0 = P(AUB)=P(A)+P(B)

Im Laplaschen Raum sind diese Eigenschaften Folgerungen
der definierenden Formel.

Im Allgemeinfall werden wir diese Eigenschaften vorschreiben.

Um die Definition einfach zu halten, schreiben wir so wenig
Eigenschaften vor, wie moglich ist, die andere werden auch
hier Folgerungen.



Wahrscheinlichkeitsmass

Wahrscheinlichkeitsmass (valdsziniiségi mérték):

Q: eine fixe Ergebnismenge, F C P({Q2) eine fixe Menge von
Ereignissen (wenn Q abzahlbar ist, dann wird (in diesem Kurs)
immer F = P(Q))

Definition. Eine Funktion P : F — [0; 1] heisst
Wahrscheinlichkeitsmass falls

e P(Q)=1,
o (o-Additivitit) A;, Ax--- € F, ANA =0(Vi#j)=

=P (G A,') = iP(A,’)
i=1 i=1



Wahrscheinlichkeitsraum

Wahrscheinlichkeitsraum (valdsziniiségi mezo):

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (2, F,P), wo
e (Q eine beliebige nichtleere Menge ist,
o F C P(Q) eine (fixe) Menge von Ereignissen ist,
o P: F — [0;1] ein Wahrscheinlichkeitsmass ist.



Eingenschaften des Wahrscheinlichkeitsmasses

Eingenschaften des Wahrscheinlichkeitsmasses:

P(0) = 0

Beweis. Seien Ay =0, Ay =0,...,A; =0,..., dann gilt
AiNA; =10, also

P(0) =P (U A,-) = P(A) =) P(0).
i=1 i=1 i=1

Aber P(()) > 0, also muss P(()) = 0 gelten.



Eingenschaften des Wahrscheinlichkeitsmasses

Die Wahrscheinlichkeit der Vereinigungsmenge von zwei disjunkten
(sich gegenseitig ausschlieBenden) Ereignissen ist gleich die Summe
der Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse.

D.h., falls A, B € F Ereignisse sind, dann

|ANB=0=P(AUB) =P(A) + P(B).|

(Das MaB ist additiv.)

Beweis. Seien Ay = A,Ay =B, A3=10,...,A; =0,..., dann gilt
AiNA; =0 falls i # j, also

P(AU B) (UA) :iP(A;):]P’(A)+]P’(B)+O.
i=1



Eingenschaften des Wahrscheinlichkeitsmasses
AN A= gilt, also

P(A) + P(A) = P(AUA) =P(Q) = 1.

Wenn B C A, dann A=BU(A\ B), und BN (A\ B) =0, also

P(A) = P(B) + P(A\ B).

Q

A

Aber die Werte von PP sind nichnegativ, und deshalb gilt

B C A= P(B) < P(A).




Siebformel

Wie kénnen wir P(A U B) ausdriicken, wenn AN B # (7
Siebformel (szita-formula, Poincaré-formula) fiir 2 Ereignisse:

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Beweis. Das Ereignis AU B kann als die Vereinigung zwei
disjunkter Ereignisse ausgedriickt werden:

AUB=AU(B\A)

(o

Aus der Additivitat des Masses folgt P(AU B) = P(A) + P(B\ A).



Siebformel
Siebformel (szita-formula, Poincaré-formula) fiir 2 Ereignisse:

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Beweis. Zur rechten Seite addieren wir P(A N B) mit positivem
und auch negativem Zeichen, so andert sich der Wert nicht:

P(AUB) =P(A)+P(B\ A)+P(ANB) —P(AN B).
Endlich ist B = (B \ A) U (AN B) eine disjunkte Vereinigung, also

P(B) = P(B\ A) + P(AN B).

Q




Siebformel

Siebformel fiir 3 Ereignisse:

P(AUBUC) =P(A) +P(B)+P(C)
—P(ANB)—-P(BNC)—-P(CNA)
+P(ANnBNC).

Siebformel fiir n Ereignisse:

f(92)-, 3 e ()
k=1 0£I1C{1,...,n } iel



Boolesche Ungleichung
Boolesche Ungleichung (Boole-egyenlotlenség): Seien
A1, ..., A, € F Ereignisse. Dann gilt

+(08) < S
i=1 i=1

Das folgt leicht aus der Siebformel durch vollstandige Induktion:
e fiir n =1 ist die Ungleichung trivial,
e falls die Ungleichung fiir n — 1 gilt, dann

P@A,):P(@A,M)
(U] v v
<x(Ua) remo< Sea

(@))



Boolesche Ungleichung

Aufgabe. Zeigen wir die Boolsche Ungleichung fiir abzahlbar
unendlich viele Ereignisse: seien Aj,..., A,,... € F Ereignisse,

dann gilt
P (U A,-> <Y P(A).
i=1

i=1



Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsmassen
Bisher sahen wir noch nicht, dass der Laplaschen Raum wirklich
ein Wahrscheinlichkeitsraum ist!

Erinnerung: Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum

Q: eine endliche Menge, 7 = P(Q),
L
jv
Behauptung: P ist ein Washrscheinlichkeitsmass (und dann

(Q, F,P) ist ein Wahrscheinlichkeistraum). Namlich erfiillt P die
definierende Eigenschaften des Wahrscheinlichkeitsmasses:

e P(Q)=1,
° Al,Az---E]:,A,'ﬂAj:@(Vi#j)é
:>P<UA,'> :ZP(A;)
i=1 i=1

(Beweis: Aufgabe)

Ac F = P(A)



Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsmassen

Im Laplaschen Raum hat jedes Ergebnis gleiche Wahrscheinlichkeit:

{w}l _ 1
weN=PHw})= " = =.
Q19
Anders gesagt: jedes Ergebnis hat ein Gewicht 1/|Q|.
Diese Bemerkung fiihrt zur Verallgemeinerung dieses Modells:
e sei Q eine endliche Menge,
e ordnen wir jedem Element w € Q ein nichtnegatives Gewicht
pu) Zu,

o die Y p, =1 erfiillen.
weN



Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsmassen
Behauptung. In der obigen Situation gibt die Funktion
PA) =Y n (AC9)

w€eA
immer ein Wahrscheinlichkeitsmass. (Beweis: Aufgabe)

Bemerkung. Falls man P({w}) = p,, erwartet, dann bestimmen
die Gewichte p, das Wahrscheinlichkeitsmass P eindeutig:

A= J{w}
weA
ist eine disjunkte Vereinigung, also muss wegen der Additivitat des
Masses

P(A) = P (Um) S P({w) =Y p

wEA weA wEA

gelten.



Wahrscheinlichkeitsmass

Beispiel. Zwei regulare Miinzen werden geworfen. Die Ergebnisse
konnen als geordnete Paare betrachtet werden, aber wir haben
auch die folgende Moglichkeit:

Q= {2K,2Z,KZ},

wo 2K, 2Z bzw. KZ bedeutet, dass wir 2 Kopfe, 2 Zahlen bzw.
einen Kopf und eine Zahl bekommen. Aber in diesem Fall wird das
Modell nur dann realistisch, wenn wir

]P’(2K):P(ZZ):%, und IP)(KZ):%
erfordern.

Aus der obigen Behauptung und Bemerkung folgt, dass die letzten
drei Gleichungen ein Wahrscheinlichkeitsmass eindeutig bestimmen.



Wahrscheinlichkeitsmass

Man kann diese Technik anwenden, wenn €2 endlich oder sogar
abzahlbar unendlich ist (im zweiten Fall betrachtet mann auch
unendliche Summen). In diesem Fall sagen wir, dass der
Wahrscheinlichkeitsraum diskret ist.

Wir werden spater auch solche Beispiele sehen, wo diese
Eigenschaft nicht erfiillt ist. Dann kann die Konstruktion eines
Masses viel komplizierter sein. Unsere Definition des Masses
funktioniert auch im Allgemeinfall, aber die technischen Details der
Konstuktionen werden spater hier nicht angegeben.



Das Monty-Hall-Paradoxon

Betrachten wir das folgende Spiel:

Es gibt drei geschlossene Tiiren. Hinter einer Tur gibt es
einen Gewinn, hiter den anderen zwei Tliren gibt es nichts.

Wir sollen eine Tiir wahlen. Falls der Gewinn hinter dieser Tiir
ist, wir gewinnen, sonst nicht.

Aber bevor die gewahlte Tir geoffnet wird, eine der zwei
anderen Tiuren wird zuerst geoffnet, eine solche, die keinen
Gewinn verbergt.

Danach konnen wir entscheiden, ob wir die Tir wechseln
mochten, also konnen wir noch einmal aus der zwei
geschlossenen Tiiren wahlen.

Was ist die gute Strategie? Sollten wir wachseln oder nicht?
Ist es vielleicht egal?



Das Monty-Hall-Paradoxon

e Man konnte folgenderweise argumentieren: es bleibt zwei
Turen und wir wissen nichts tiber den Platz des Gewinns, es
ist egal, welche Tiir man wahlt, die Wahrscheinlichkeit ist 1/2.

o Aber diese Argumetation ist nicht korrekt. Eine Tur wird vor
unserer Wahl gedffnet, und diese Tiir hangt von unserer ersten
Wahl und das gibt uns extra Information.

e Um diese Information zu erleuchten, verandern wir zuerst das
Spiel: nehmen wir an, dass es 1000 Tiren gibt und genau eine
von diesen einen Gewinn deckt. Wir wahlen eine, und dann
werden 998 aus den anderen 999 Turen geoffnet, die keinen
Gewinn verbergen.

e Danach konnen wir zwischen den zwei geschlossenen Tiiren
wahlen. Wiirden wir wechseln?



Bedingte Wahrscheinlichkeit

e Um solche Situationen analisieren zu kdnnen, missen wir
bestimmen, wie die neue Information unseres Modell
verandert.

e Nehmen wir an, dass ein Wahrscheinlichkeitsraum angegeben
ist, und wir auch die Infomation erfahren, dass eine Ereignis B
eintritt.

e Es ware nicht praktisch, die Ergebnismenge zu verandern:
vielleicht erfahren wir nachstes Mal nichts, vielleicht
bekommen wir nachstes Mal andere Information, usw.

e Wir sollten nicht immer ein neues Modell konstruieren,
sondern wir sollten mit einem flexiblen Modell arbeiten.

= Wir werden deshalb nur das Wahrscheinlichkeitsmass
verandern, so dass die Wahrscheinlichkeit von B 1 wird und
alle Ereignisse "auBerhalb B"” unmoglich wird.
(Wir sind sicher, dass B eintritt!)



Bedingte Wahrscheinlichkeit
Definition. Seien A, B C Q zwei Ereignisse mit P(B) > 0. Dann
ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B
(az A esemény B-re vett feltételes valésziniisége) durch

P(A| B) ;:W

definiert.

(" Die Wahrscheinlichkeit von A gegeben/angenommen B."
" A valdszinlisége, feltéve B.")

Q




Bedingte Wahrscheinlichkeit

Beispiel. Ein Wiirfel wird geworfen. Sei G das Ereignis, dass wir
eine gerade Zahl werfen. Dann gilt

P(das Ergebnis ist grofler als 3| G) = m = %
Weiter gelten (nach unseren Erwartungen)
P(GNG) P(G)
P = = = 1
(G]6) FG) PGV
P({das Ergebnis ist 1} | G) = P11 6) = P(0) =0.

P(G) P(G)



Bedingte Wahrscheinlichkeit

Satz. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Betrachten wir
ein Ereignis B mit P(B) > 0, dann definiert die bedingte
Wabhrscheinlichkeit unter der Bedingung B (also die Funktion

Pg : F — [0, 1], die durch

Pg(A) :=P(A|B) (AcF)

angegeben ist) ein Wahrscheinlichkeitsmass, d.h., (Q, F,Pg) ist
ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Warum ist dieser Satz nutzlich?

Antwort: die Behauptungen, die fiir ein Wahrscheinlichkeitsmass
gelten, gelten auch fiir die bedingte Wahrscheinlichkeiten.



Bedingte Wahrscheinlichkeit

Beispiel. Wenn P(B) > 0 gilt, dann haben wir

Pg(A) =|P(A| B)=1—-P(A| B)|=1—Pg(A).




Unabhangigkeit von Ereignissen

e Die Vergleichung der Wahrscheinlichkeiten P(A) und P(A | B)
zeigt, wie der Eintritt des Ereignisses B die Wahrscheinlichkeit
von A beeinfluBt.

e Ein wichtiger Spezialfall ist, wenn sich die Wahrscheinlichkeit
von A unter der Bedingung nicht andert, d.h. wenn

P(AN B)
P(A)=P(A|B) = ——=—
(A)=2(A| B) = — Lo
gilt.
e Wenn man diese Gleichung mit P(B) multipliziert, so ergibt
sich

P(AN B) = P(A)P(B),

und diese Eigenschaft wird als die Definition der
Unabhangigkeit benutzt:



Unabhangigkeit von Ereignissen

Definition. Zwei Ereignisse A, B C €2 sind unabhangig
(fiiggetlenek), wenn

[P(ANB) =P(A) - P(B)|

gilt.



Unabhangigkeit von Ereignissen

Bemerkung.
e Falls P(A),P(B) > 0, dann gilt

P(A | B) = P(A) < P(ANB) = P(A)P(B) < P(B | A) = P(B),

also bedeutet jede obige Gleichung, dass A und B unabhangig
sind.

e Diese Gleichungen (oder sogar die definierende Gleichung
allein) zeigen auch, dass die Unabhangigkeit ein
symmetrischer Begriff ist.

e In der Definition nahmen wir nicht an, dass die Ereginisse
positive Wahrscheinlichkeiten haben, die definierende
Gleichung ist auch dann sinnvoll, falls P(A) = 0 oder
P(B) = 0 gilt, und in diesen Fallen sind die Ereignisse
automatisch unabhangig. (Warum?)



Unabhangigkeit von Ereignissen

Dieser Begriff sollte dem Phanomen entprechen, wenn zwei
Ereignisse einander in der Wirklichkeit nicht beeinflussen.

Beispiel. Zwei regulare Miinzen werden geworfen.

e Das Ergebnis des ersten Wurfes beeinflusst das Ergebnis des
zweiten Wurfes nicht.

e Bei dem ersten Wurf erhalten wir eine "Zahl” (ungefihr) in
der Halfte der Falle.

e Bei dem zweiten Wurf erhalten wir eine " Zahl" auch in der
Halfte der Falle (unabhangig vom Ergebnis des ersten Wurfes).

e Also sollten diese Ereignisse auch in unserem Modell
unabhangig sein.



Unabhangigkeit von Ereignissen

Wie sieht diese Situation im mathematischen Modell aus?
Q={(K;K), (K 2),(Z;K), (Z; 2)}.
Seien

A ={ das erste Ergebnis ist eine ”Zahl” },
B ={ das zweite Ergebnis ist eine ”Zahl” },

dann gilt P(A) =P(B) = % und

]P’(AHB):%:

also sind die Ereignisse A und B auch im Modell (im Sinne der
obigen Definition) unabhangig.



Unabhangigkeit von Ereignissen

Bemerkung. Def Begriff der Unabhangigkeit ist mit

Wahrscheinlichkeiten definiert, deshalb konnen solche Falle
auftreten, wenn man so fihlt, dass die Ereignisse einander
beeinflussen, und sie dennoch die vorige Gleichung erfiillen.

Beispiel. Zwei Wiirfel werden geworfen. Seien

A = {die erste Augenzahl ist 1}
B = {die Augenzahlen sind gleich}

Man berechnet leicht, dass

=

P(A)= - =P(B) und P(ANB)= % _

gelten, also sind A und B unabhangig.

|~



Unabhangigkeit von Ereignissen

Behauptung. Wenn A und B unabhangig sind, dann sind auch A
und B unabhingig. Folglich sind auch die Paare A und B bzw. A
und B unabhangig.

Beweis.
(ANB)N(ANB) =10, (ANB)U(ANB) = A,

also
P(A) =P(AN B) + P(AN B).

Dann (wegen der Unabhingigkeit von A und B)

P(AN B) = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A)P(B)
=P(A)(1 - P(B)) = P(A)P(B).



Unabhangigkeit von mehreren Ereignissen

Wie konnte die Unabhangigkeit von drei Ereignissen definiert
werden?

Beispiel. Eine Miinze wird dreimal geworfen.

e Die einzelnen Wiirfe geben einen Kopf (unabhangig von den
anderen Wiirfen) ungefahr in der Halfte der Fille, also
erhalten wir 3 Kopfe (ungefihr) in dem Achtel aller Fille.

e Sei K; das Ereignis, dass der i-te Wurf einen Kopf gibt. Die
obige Behauptung kann dann durch Wahrscheinlichkeiten
folgenderweise ausgedriickt werden:

P(Kl NK>N K3) = P(Kl)P(Kz)]P)(K:),)

e Diese Gleichung ist eine naheliegende Verallgemeinerung der
definierenden Gleichung der Unabhangigkeit.



Unabhangigkeit von mehreren Ereignissen

Falls mehrere Ereignisse unabhangig ware, dann sollte auch ein
beliebig gewahltes Paar von ihnen unabhangig sein.

Seien Aj, ..., A, C Q Ereignisse. Sie sind paarweise unabhangig,

falls
P(A,' N AJ') = P(Ai) : P(Aj)

fir alle 1 <i,j <n, i#j gilt. Folgt es daraus, dass
P(AiN---NA,) =P(A1)...P(A,)

gilt?

Antwort: es folgt nicht.



Unabhangigkeit von mehreren Ereignissen

Beispiel. Zwei regulare Miinzen werden geworfen. Seien

A; = {das erste Ergebnis ist "Kopf”, }
Ay = {das zweite Ergebnis ist "Kopf” },
A3 = {die Anzahl der "Kopfe” ist gerade}.

Dann sind A;, Ap und A3 paarweise unabhangig, aber

P(Al) (Az) ( ) 23 75 (Al N A2 n A3).



Unabhangigkeit von mehreren Ereignissen

Ubung. Geben wir solche Ereignisse A, B und C an, fiir die
P(AN BN C)=P(A)P(B)P(C) gilt, die aber nicht paarweise
unabhangig sind.



Unabhangigkeit von mehreren Ereignissen

Um den richtigen Begriff zu erhalten, erfordern wir alle moglichen
Gleichungen des obigen Typs:

Definition. Seien Aq,..., A, C € Ereignisse. Sie sind
(gemeinsam) unabhingig (egyittesen fiiggetlenek), wenn

P (ﬂ A,-> = [ P4)
iel i€l

fir jede Menge 0 £ | C {1,...,n} gilt.



Unabhangigkeit von mehreren Ereignissen

Beispiel. Eine Miinze wird zehnmal geworfen, sei K; das Ereignis,
dass der i-te Wurf einen Kopf gibt. Wir zeigen, dass diese
Ereignisse gemeinsam unabhangig sind.

e Die Anzahl der K — Z Sequenzen der Lange 10, also ist die
Machtigkeit der Ergebnismenge Q 210

e Die Ereignisse K; bestehen aus 2° Ergebnissen: aus solchen
Sequenzen, deren i-tes Glied ein Kopf ist (und deren anderen
Glieder Kopfe oder Zahlen sind).

e Also gilt
K20 1

Q22

P(K;)

fur alle 1 </ < 10.



Unabhangigkeit von mehreren Ereignissen
Beispiel.

e Wahlen wir einige aus den Ereignissen K1, ..., Kig aus, sei /
die Menge deren Indexe.

[1P(k; 2|/|

i€l

e Dann gilt

e (;c/ Ki besteht aus 210-1l Ergebnissen.

e Namlich aus solchen Sequenzen, deren i-tes Glied fiir alle
i € I ein Kopf ist, und deren anderen 10 — |/| Glieder beliebig
gewahlt werden konnen.

e D.h.
‘m o) Ki | 210 |/|
K; ’ = P(K
()" an = ¥t
und die Ereignisse K1, ..., K1 sind deshalb gemeinsam

unabhangig.



Unabhangigkeit von mehreren Ereignissen

Satz. Seien A;,..., A, gemeinsam unabhangige Ereignisse, und
nehmen wir die Komplemente von einigen von ihnen (die anderen
verandern wir nicht). Die so erhaltene Menge von n Ereignissen ist
auch gemeinsam unabhangig.



Anwendungen der bedingten Wahrscheinlichkeit

Anwendungen der bedingten Wahrscheinlichkeit:
1. Multiplikationsregel
2. Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

3. Bayes-Formel



Multiplikationsregel (szorzési szabaly)

Wir behandeln solche Situationen, wo die Eintritte einiger
Ereignisse die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten von anderen
Ereginissen vereinfachen.

Beispiel. Wir ziehen 3 Blatter ohne Zurticklegen aus einem
franzosischen Spielkartenpacket (mit 52 Blatter). Was ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass wir einen Konig, eine Dame und
einen Bube in dieser Reihenfolge ziehen?

Seien

K1 = {das erste Blatt ist ein Konig},
D, = {das zweite Blatt ist eine Dame},
B; = {das dritte Blatt ist ein Bube}.

Wir bestimmen P(K1 N Dy N Bs).



Multiplikationsregel

e Beim ersten Ziehen bekommt man einen Konig mit

Wahrscheinlchkeit i = i
5 13

e Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit P(Dy) ist nicht so
einfach, denn die beim zweiten Ziehen gebliebenen Blatter
hangen vom ersten Ziehen ab.

e Aber wenn das erste Blatt schon bekannt ist, dann konnen wir
diese Wahrscheinlichkeit leicht bestimmen, denn wir haben in
diesem Fall 51 Blatter mit 4 Damen. Also gilt

4
P(Dy | K1) = —.
(D2 | K1) = &5
e Die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit gibt jetzt

4 4

P(Kl N D2) = P(K]_)]P)(D2 | Kl) = 53 . 571



Multiplikationsregel

e Wir konnen ahnlich weitergehen: wenn das erste zwei Blatter

bekannt sind, dann konnen wir die Wahrscheinlichkeit von Bs
leicht bestimmen:

4
P(B3’K1HD2):%:

e Also

P((Kl N D2) N 33) = P(Kl N D2)P(B3 | Kin D2)

= P(K1)P(D2 | K1)P(B3 | K11 D2)
4 4 4
— - — - — = 0,0005.
" 52 51 50



Multiplikationsregel

Die obige Argumentation kann auch fiir n Ereignisse durchgefiihrt
werden:

Satz. (Multiplikationsregel) Seien Ay, ..., A, C Q Ereignisse.

(f0) - e )

i=1 k=1

falls die obigen bedingten Wahscheinlichkeiten definiert sind.



Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

Durch die bedingte Wahrscheinlichkeit konnen verschiedene Falle
getrennt behandelt werden. Namlich kann die Ergebnismenge in
dijsunkte Ergebnisse so zerlegt werden, dass die Berechnung der
Wahrscheinlichkeit unter den einzelnen Bedingungen einfacher
wird.

Definition. Ein System Aq,..., A, C Q paarweise disjunkter
Ereignisse (d.h. A;iNA; =0 firalle1 <i,j<n,i#j)mit

Q = (J7_; Ai heiBt ein vollstandiges Ereignissystem oder auch eine
disjunkte Zerlegung von  (teljes eseményrendszer).



Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

Satz. (Satz der totalen Wahrscheinlichkeit - teljes valdsziniiség
tétele)

Sei A1,..., A, C Q ein vollstandiges Ereignissystem mit P(A;) > 0.
Dann gilt

P(B) =) P(B|A)P(A)
i=1

fiir jedes Ereignis B C Q.



Satz der totalen Wahrscheinlichkeit
Beweis. Das Ereignis B ist eine paarweise disjunkte Vereinigung
der Ereignisse BN Ay, ..., BN A,. Folglich gilt

P(B) =P(U_{(BNA)) = iIP’(B NA;) = i]P’(B\A,-)IP’(A;),
i=1 i=1

wo wir auch die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit
benutzten.




Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

Beispiel. (Das Monty-Hall-Paradoxon)
e Es gibt drei geschlossene Tiiren, hinter einer gibt es einen
Gewinn, hiter den anderen gibt es nichts.
o Wir wahlen eine Tur, dann wird eine der zwei anderen Tlren
geoffnet, eine solche, die keinen Gewinn verbergt.

e Danach konnen wir noch einmal aus der zwei geschlossenen
Tiiren wahlen. Was ist die gute Strategie?



Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

Beispiel. (Das Monty-Hall-Paradoxon)

e Nehmen wir zuerst an, dass wir unsere erste Wahl nicht
verandern.

e Sei E das Ereignis, das unsere erste Wahl gut ist, also wahlen

wir zuerst die Tir, hinter der der Gewinn ist, d.h. P(E) = 3

e Da unsere Wahl nicht durch spatere Ereignisse beeinflusst
wird, ist die obere Zahl auch die Wahrscheinlichkeit dafir,
dass wir am Ende gewinnen.



Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

Beispiel. (Das Monty-Hall-Paradoxon)
e Nehmen wir jetzt an, dass wir unsere erste Wahl verandern.
e Sei G das Ereignis, das wir am Ende gewinnen.

e Die Ereignisse E und E formen ein vollstandiges
Ereignissystem, also gilt wegen des Stazes der totalen
Wabhrscheinlichkeit



Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

Beispiel. (Grippetest)
e Bei einer infizierten Person liefert ein Grippeschnelltest ein
positives Ergebnis mit Wahrscheinlichkeit 0,9.

e Allerdings kann der Test auch bei einer gesunden Person mit
Wabhrscheinlichkeit 0,2 ebenfalls positiv sein.

e Falls nun 1% aller Personen in einer Population tatsichlich
infiziert sind, wie groB ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass
der Test bei einer zufallig gewahlten Person ein positives
Ergebnis gibt?



Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

Betrachten wir die folgende Ereignisse:

B = “eine zufillig gewéhlte Person wird positiv getestet”,
A; = “eine zufillig gewahlte Person hat Grippe”,

A, = “eine zufallig gewahlte Person hat keine Grippe”.
Die Ereignisse A1 und A sind disjunkt und
A1 U Ay = Q = die ganze Population.

Also bilden A; und A ein vollstandiges Ereignissystem.



Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

Wir wissen, dass P(B|A;) = 0,9 und P(B|A,) = 0,2.

Es ist zusatzlich bekannt, dass 1% aller Personen infiziert sind, also
gelten noch P(A;) = 0,01 und P(A2) =1 —P(A;) = 0,99.

Aus dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit folgt
P(B) = P(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(A2)
=0,9-0,01+0,2-0,99
= 0,207.
Eine Person wird also mit Wahrscheinlichkeit 0,207 positiv getestet.

Nehmen wir an, dass eine Person, tiber die es nicht bekannt ist, ob
sie gesund oder infiziert ist, positiv getestet wird. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit ist sie tatsachlich infiziert? P(A; | B) =7



Bayes-Formel

Satz. (Einfache Bayes-Formel - egyszerii Bayes-tétel) Seien A und
B Ereignisse mit P(A),P(B) > 0, dann gilt

P(A| B) = P(BE’D(/L‘;);P A
Beweis.
_ P(ANB) _P(BNAP(A) _P(B| AP(A)
FAIBY="5) = EBP@A) ~ BB



Bayes-Formel

Satz. (Bayes-Formel) Seien A;, ..., A, C Q Ereignisse mit
P(A;) > 0, die ein vollstandiges Ereignissystem bilden. Sei auch
B C Q ein Ereignis mit P(B) > 0, dann gilt firalle i =1,...,n

P(B[A)P(A) _ P(B[A)P(A)
P(B) 2k P(BIAKP(AL)

P(A; | B) =

Beweis.

Einfache Bayes-Formel + Satz der totalen Wahrscheinlichkeit.



Bayes-Formel

Beispiel. (Grippetest) Eine Person, liber die es nicht bekannt ist,
ob sie gesund oder infiziert ist, wurde positiv getestet. Mit welcher
Wabhrscheinlichkeit ist sie tatsachlich infiziert?

B = “eine zufillig gewéhlte Person wird positiv getestet”,
A1 = “eine zufallig gewahlte Person hat Grippe”,

Ay = “eine zufillig gewéhlte Person hat keine Grippe”.

P(B | A1)P(A1)  0,9-0,01
P(B) 0,207

P(A; | B) = ~ 0,0435.



Bayes-Formel

Warum bekommen wir dieses liberaschende Ergebnis?

P(B | A1)P(A1)
(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(Az)

P(A1| B) = 5

e Das Verhaltnis der Personen, die gesund sind, ist zu groB, also
ist P(Az) viel groBer als P(Aj).

e Ein falsch positives Ergebnis hat auch eine relativ groBe
Wabhrscheinlichkeit.

e Die Wahrscheinlichkeit, mit der dieser Test die Krankheit bei
einer infizierten Person identifiziert, ist zu klein, um die obigen
Werte zu kompensieren.



