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*6.

6. Ubungsblatt
Stetige Zufallsvariablen, Dichtefunktion, uniforme und exponetielle Verteilungen,
Erwartungswert im stetigen Fall, transformierte Zufallsvariablen

. Betrachten wir solche Zufallsvariablen, deren Verteilungsfunktionen die unten angegebenen Funkti-

onen sind. Entscheiden wir in jedem Fall, ob die Variable stetig ist. Geben wir auch die zugehéorige
Dichtefunktion an, falls sie existiert.

1 fallst >0, . 1 1
0 ansonsten, b) F(t) =€, c) F(t) = p arctan(t) + 5"

a) F(t) = {

. Bestimmen wir den Wert von « im unten angegbenen Beispielen, falls f eine Dichtefunktion einer

Zufallsvariable ist. Geben wir auch die zugehorige Verteilungsfunktion an.

a(2t—t?) falls 0 <t <2, ayvt—2 falls 2 <t <3,

a) [t 0 ansonsten. b) frte 0 ansonsten.
_ t
) [t ayt—2 falls 3 <t <4, Q) F:tm acost falls 0 <t <,
0 ansonsten. 0 ansonsten.

*e) Betrachten wir fiir jede obige Funktion f eine solche Zufallsvariable X, deren Dichtefunktion die
Funktion f ist. Bestimmen wir den Wert ¢, fiir den P(X < ¢) = 1/2 gilt (dieser Wert ist der Median
der Verteilung).

. Betrachten wir die Zufallsvariablen, die in den Aufgaben 11-15. des fiinften Ubungsblatts definiert

wurden. Entscheinden wir, ob diese Variablen stetig sind. Bestimmen wir die Dichtefunktion und den
Erwartungswert in den statigen Féllen.

. Der Kraftstofftank einer Tankstelle wird jede Woche nachgefiillt. Sei X der wochentliche Bezinver-

brauch (angegeben in hunderttausend Liter), und nehmen wir an, dass die Dichtefunktion von X
folgenderweise definiert ist:

, 5(1—t)* falls0<t<1,
Pt { 0 ansonsten.

Wie grofl muss die Kapazitidt des Tanks sein, damit man eine Wahrscheinlichkeit kleiner als 0,05 dafiir
hat, dass der Kraftstoff in einer Woche nicht genug ist? Wie grof} ist der erwartete durchschnittliche
wochentliche Verbrauch?

. Die Verteilung der Durchmesser eines Kraters auf dem Zwergplaneten Pluto kann mit einer Zufallsva-

riablen S beschrieben werden, die die folgende Dichtefunktion hat:

foitis ct=3 falls t > d,

5 0 ansonsten.

Hier sind ¢ und d reelle Konstanten. Nehmen wir an, dass P(S > 9) = 0,2689 gilt. Bestimmen wir die
Werte von ¢ und d.

Wir wéhlen einen Punkt P im Inkreis eines regelméfliges Dreiecks der Seitenlédnge 1 zufillig, und dann
betrachten wir die Lote der Seiten des Dreiecks, die durch den Punkt P laufen, also die 3 Strecken mit
einem Endpunkt P, die senkrecht auf den Seiten stehen. Seien M;, My und M3 die anderen (also von
P verschiedenen) Endpunkte dieser Strecken. Bestimmen wir den Erwartungswert der Quadratsumme
|PM, | + |PMs|* + |PM;)%.

Sei X eine exponentialverteilte Zufallsvariable, fiir die P(X > 3) = ¢~ ¢ gilt.
a) Was ist der Parameter der Verteilung von X7 b) P(X <2)=? c) E(X)=?
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10.

Nehmen wir an, dass eine Washmaschine im Durschschnitt 2 Jahre lang ohne Fehler funktioniert, und
dass der Zeitpunkt des ersten Fehlers durch eine stetige gedédchtnislose Verteilung beschrieben wird.
Was ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dass die Waschmaschine in den ersten 3 Jahren ohne Fehler
funktioniert, wenn wir wissen, dass sie in den ersten 2 Jahren fehlerlos funktionierte?

. Eine Software funktioniert fehlerbehaftet: ihr Lauf stoppt ab und zu und dann muss sie neugestartet

werden. Die Laufzeit des Programms zwischen zwei Abbriichen ist exponentialverteilt mit Parameter
1/10. Dominik startet das Programm am Ende seiner Arbeitszeit, d.h. um 16 Uhr. Wenn er die Arbeit
néchsten Tag um 8 Uhr anfingt, lduft das Programm immer noch. Was ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass das Programm bis zu Dominiks Mittagspause, also bis 12 Uhr nicht neugestartet werden
muss?

Seien X und Y exponentialverteilte Zufallsvariablen. Nehmen wir an, dass der Erwartungswert von
X zweimal der Erwartungswert von Y ist, und dass 3P(X > 1) = 2P(Y < 1) gilt. Was ist der
Erwartungswert und die Varianz von X?

11. Seien X ~ Pois(A) mit Parameter A > 0, Y = 3X —1. Bestimmen wir den Wert der Verteilungsfunktion
von Y an der Stelle 7.

12. Sei X eine auf dem Intervall [1;4] uniformverteilte Zufallsvariable. Bestimmen wir die Verteilungs-
und Dichtefunktion der Zufallsvaribalen Y = v/X und berechnen wir die Wahrscheinlichkeit des Ereig-
nisses {1,2 < Y < 1,4}. Was ist der Erwartungswert von Y7 Kann dieser Erwartungswert ohne die
Bestimmung der Dichtefunktion von Y berechnet werden?

13. Sei X eine uniformverteilte Zufallsvariable auf dem Intervall [0; 1]. Bestimmen wir den Erwartungswert
der Zufallsvariablen Y = eX.

14. Seien X ~ U (—1;1) und Y = X2, Berechnen wir die Varianz von Y.

15. Seien X ~ Exp()\) und Y = X2, Bestimmen wir die Dichtefunktion und die Varianz von Y.

*16. Die Dichtefunktion der Standard-Cauchy- Verteilung ist
1 1
t)=— ——, teR.
a) Sei X standard-Cauchy-verteilt. Zeigen wir, dass E(|X|) = oo. Kann der Erwartungswert E(X) als
400 definiert werden?
b) 8 Zahlen zwischen 0 und 1 werden uniform zuféllig erzeugt:
0,966273477967348  0,394713268595531  0,899735231113891  0,474621461118444
0,728969725975848  0,0146911108455452  0,907138254095836  0,690170289037809
Wie miissen diese Zahlen transformiert werden, um solche Zahlen zu erhalten, die nach der Standard-
Cauchy-Verteilung erzeugt werden? Was ist der numerische Wert der kleinsten (bzw. grofiten) trans-
formierten Zahl?
Verteilung Notation ranX Fx(t) fx(k), fx(@®) | E(X)| D*X)
Indikatorvariable 1(p) {0,1} 1—p,p D p(1—p)
Binomialverteilung Bin(n;p) | {0,1,...,n} MpFL—pm* | np | np(1—p)
Poisson-Verteilung Poi(\) N %e*)‘ A A
geometrische Verteilung | Geo(p) N+ (1—p)lp % 1p§p
uniforme Verteilung U(a; b) (a;b) fa — ath (b;; &
Exponentialverteilung | Exp(A) [0; 00) 1—eM(0<t) e 3 =




