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1. Priifung
Losungen

1. Beantworten wir die folgenden Fragen aufgrund der in der Vorlesung angegebenen Behauptungen und
Definitionen.

(a) Sei X eine Zufallsvariable und ¢t € R. Wie wurde der Wert der Verteilungsfunktion von X an der
Stelle t definiert? (Nur die definierende Formel ist gefragt, es ist nicht notig, die Bedeutung der
in der Definition auftretenden Ausdriicke anzugeben.)

(b) Sei F': R — [0, 1] eine Funktion. Welche Eigenschaften muss F' haben, damit eine Zufallsvariable
mit Verteilungsfunktion F' existiert?

Megoldas:

(a) (6 pont)

(0 pont) Jeldlése: Fx(t).

(6 pont) Ertéke: P(X < t).

(P(X < t)-re 4 pont.)

(b) (14 pont)

(

4 pont) Ha F jobbrél folytonos (nem kell képlettel kiirni, de ha kiirja képlettel, az j6, barmilyen
értelmes és azonosithato jelolés OK a jobb oldali hatarértékre),

(4 pont) monoton névé (nem kell odairni, hogy nem feltétleniil szigortian. Ha viszont azt irja, hogy
szigortian, akkor max. 1 pont),
(3 pont) F(t) hatarértéke t — —oo esetén 0

(3 pont) és t — oo esetén 1.

2. Es gibt vier Kugeln Eis iibrig vor Schliefung in einer Konditorei. Zwei Teenager, Stephan und Tho-
mas, kommen unabhéngig voneinander, beide mit Wahrscheinlichkeit 1/2 in die Konditorei, bevor sie
schlief3t. Falls nur einer von ihnen dorthin geht, kauft er 3 Kugeln Eis. Falls beide dorthin gehen, dann
teilen sie sich briiderlich und kaufen zwei-zwei Kugeln Eis. (Wer nicht dorthin geht, kauft natiirlich
kein Eis.) Bezeichnen wir mit S (bzw. T') die Anzahl der Kugeln, die Stephan (bzw. Thomas) kauft.

(a) Bestimmen wir die gemeinsame Verteilung von S und 7'. Geben wir das Ergebnis moglichst in
einer Tabelle an (es ist aber auch geniigend, die Wahrscheinlichkeiten P(S = k,T = [) nur fiir
solche Zahlen k und [ anzugeben, fiir die diese Werte positiv sind).

(Die Losung von Teil (a) muss ausnahmsweise nicht begrindet werden.)
(b) Bestimmen wir die Randverteilungen von S und 7.
(c) Bestimmen wir die Kovarianz und den Korrelationskoeffizient von S und 7.
(d) Sind S und T" unabhéngig?

Megoldas:
S
T 0 2 3 fr
0 |1/4] 0 [1/4]1/2
2 0 [1/4] 0 |1/4
3 1/4 1 0 0 1/4

s |12 1A /4] (1

(a) (4 pont)

(4 pont) Tokéletes egyiittes eloszlas tablazat. Nem tokéletes megoldds esetén: ha minden 0 helyén 0
all, akkor arra jar 1 pont (akkor is, ha esetleg mas helyen is 0-k &llnak, ahol nem azoknak kellene
allniuk), a tobbi értékre jar 3 pont, minden hiba esetén -1 pont (persze az 6sszpontszam nem mehet
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negativba), silyos elvi hiba (a tédbldzatban negativ vagy 1-nél nagyobb szdmok is szerepelnek) esetén
az egész (a) rész 0 pont.

(Indoklas: ha sem Sandor, sem Tamdas nem megy el a fagyizoba, akkor S = T = 0. Ha csak Séndor
megy, akkor S = 3,7 = 0, ha pedig csak Tamas, akkor S = 0,7 = 3. Végiil ha mindketten mennek,
akkor S = T' = 2. Es minden lehetséges kimenetel valészintisége (1/2)% = 1/4.)

(b) (2 pont)

(1 pont) Az S peremeloszlasit az egyiittes tablazat megfelelé oszloposszegei adjék: P(S = 0) = 1

29
P(S = 2) = P(S = 3) = 1. Bz az egy pont csak akkor jir, ha (az adott tdblazathoz képest) a

szamszeri értékek is jok.
(1 pont) T peremeloszlasa ugyanaz, mint S-é.

Kiilon indoklas itt nem kell.

Ha felcseréli S és T szerepét (fs-t irja a sorokhoz és fr-t az oszlopokhoz, pedig S és T gy szerepel,
ahogy a mintamegolddsban van), akkor max. 1 pont (akkor sem 2 pont, ha a tablazat torténetesen
helyes, mert nem szimmetrikus tabldzatnal ez nem lenne j6 megoldas).

(c) (13 pont)

(1 pont) cov(S,T) = E(ST)—E(S) E(T) (meg lehet hatarozni definicié szerint is, ezt nem részletezzik).
(2 pont) Valahogyan meghatarozza, hogy E(ST) = i -2-2 =1, ebbdl 1 pont az indoklds. Vagy
meghatarozza ST eloszlasat, illetve az egyetlen nem 0 érték valdszinliségét:

1

1

vagy a transzformalt varhaté értékére vonatkozd képlettel szamol:

E(ST)= ). Y KPS =kT=0=2-2-PS=T=2).
k€Ran(S) (cRan(T)

P(ST=4)=P(S=T=2) =

(1 pont) E(S) =2-P(S=2)+3-P(S =3)(+0-P(S = 0)) (ez az 1 pont akkor is jar, ha a varhato
érték altalanos képletét irja fel helyesen).

1 1 5
(1 pont) 4+3 1= 1

)
(1 pont) E(T) = 1 vasy kiszamolja ugyanigy, vagy arra hivatkozik, hogy S és T azonos eloszlasiak

(vagy a szimmetriara hivatkozik). Itt kivételesen nem jar pont az indoklasra, elég a helyes végeredmény.

5 5 9

Teh TY=1—---=——.

(0 pont) Tehat cov(S,T) = 1 1= 18
cov(S,T)
1 t T)= ——F—.
(1 pont) corr(S,T) ]D)(S)]D)(T)
(1 pont) = /D*(S VE(S?) — (Ez a pont csak akkor jar, ha mindkét azonossig
megvan. )
9 2p 13

(141 pont) E(S?) = 22P(S =2) + 3°P(S = 3) = R

1 t) Tehat D(S \/ - = \/
(1 pont) Teha 16

(1 pont) D(T') = ,/ 16 a szimmetria miatt (vagy ugyanigy kiszamolja).

9

. -3 1

(1 pont) Igy corr(S,T) = 4% = -3
16

3

(d) (1 pont)
(1 pont) Nem fiiggetlenek, mert a kovariancidjuk (vagy a korreldciéjuk) nem 0.
Vagy: nem fiiggetlenek, mert pl. 0 #P(X =3)P(Y =3) #P(X =Y =3) =0.

Helyes indokléas nélkiil nem jar a pont.
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3. Es gibt 50 Klassenrdume (nummeriert von 1 bis 50) in einer Schule, die viele digitale Hilfsmittel besitzt.
In einem bestimmten Zeitpunkt iiberpriifen wir, wie viele HDMI-Kabel sich in jedem Raum befinden.
Sei X; die Anzahl der HDMI-Kabel im Raum ¢, und nehmen wir an, dass die Variablen X1,..., X5
gemeinsam unabhéngig und Poisson-verteilt mit Parameter A = 2 sind.

(a) Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass es gerade zwei HDMI-Kabel in diesem Zeitpunkt im
Raum 1 gibt?

(b) Sei Y die Anzahl der Rdume, in denen es gerade zwei HDMI-Kabel im bestimmten Zeitpunkt
gibt. Geben wir den Erwartungswert und die Standardabweichung von Y an. (Begriinden wir die
Antwort!)

(c) Schatzen wir durch eine geeignete Approximation die Wahrscheinlichkeit P(Y > 13). (Die Be-
stimmung des genauen Wertes der Wahrscheinlichkeit ist im Teil (c¢) nicht nétig, benutzen wir
die Tabelle der Standardnormalverteilung zur Approximation.)

Megoldas:

) (3 pont)
1 pont) A keresett valdsziniiség P(X; = 2)

1 pont) ~ 0,2707.

(a
(
(1 pont) = (A2/2)e™* = 2e72 (ezért az 1 pontért elég a kettSbdl az egyik alak)
(
(b) (7 pont)

1 pont) Y binomidlis eloszlast,

(

(1+1+1 pont) amelynek paraméterei n = 50 (mert ennyi kisérletet végziink/ennyi terem van) és p =
2e~2 (mert ilyen valészintiséggel sikeres egymastol fiiggetleniil minden kisérlet /ilyen valészintiséggel van
egy teremben pontosan 2 HDMI-kébel, a tobbi teremtdl figgetleniil). A kétfajta megfogalmazdsbdl az
egyik is elég az indoklasra jar6 1 ponthoz, a méasik 2 pont indokléds nélkiil is jar. Ha csak a fliggetlenség
hidnyzik az indoklasbél, azért ne vonjuk le ezt az 1 pontot.

(1 pont) Tehat E(Y) = np = 13,535 (13,5335 jon ki, ha nem az elézdleg kerekitett értékkel dolgozunk)

(2 pont) és D(Y) = \/n-p- (1 —p) ~ 3,1418 (a 3,1417 a pontos érték, ha nem a kordbban kerekitett
értékkel dolgozunk). Itt egy pont jar a szérasnégyzet képletére plusz a gyokvondsra, egy pedig a
szamolasra.

Alternativ megoldas: Y 50 darab fiiggetlen, azonos eloszlasu indikdtorok Osszege, amelyek paramétere
a fenti p; indikatorvaltozé minden momentuma p, ebbdl jon ki a varhatd érték linearitasa és a szé-
rasnégyzet azonossagai (ezeket legalabb egy kicsit részletezni kell) alapjan az eredmény. Ha nem irja,
hogy binomidlis, akkor a (c)-ben rendes CHT kell, kiilonben minimum 1 pont levonas!

(c) (10 pont)

X —
(3 pont) Sztenderdizélunk: P(Y > 13) =P < D

E(Y) _ 13— E(Y)
Y) ~ DY) )

Y — 13,5335 _ 13 — 13,5335
) =P > :
3,1417 3,1417
Y — 13,5335
P (

> — .
31417 T 0’1698))

) ~
)
1 pont) kozelitéleg 1 — &(—0,1698), ahol @ a sztenderd normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye,
)
)

(
(
(
(1 pont) ami kozelitéleg ~ 1 — ®(—0,17) (az eléz6 1épéssel dsszevonhato)
(1 pont) ami pedig = ®(0,17),

(

1 pont) ami kozelitéleg 0,5675.

4. Seien X ~ Geo(1/3) und Y ~ Exp(4) unabhéngige Zufallsvariablen. Geben wir die Regression
E(cos(X)Y + XY?2 - 6X? 4+ 5|X) an.
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Megoldas:
(2 pont) E(cos(X)Y + XY?2 +6X?|X) = E(cos(X)Y|X) + E(XY?|X) + E(—6X?|X) +E(5/X)
(2 pont) a regresszi6 (vagy: a feltételes varhaté érték) linearitdsa miatt.

Ha csak annyit ir, hogy a linearitads miatt, akkor a 2 pont akkor jar, ha kideriil, hogy jol alkalmazza a
regresszio linearitasat, kiilonben 0 pont. Ha azt irja, hogy a varhato érték linearitdsa miatt, akkor max.
1 pont (akkor is, ha a feladat jol folytatodik). Ha altalanos képlettel fejezi ki a megfeleld linearitast,
az OK.

(141 pont) = E(cos(X)Y|X) +E(XY? X)—6E(X?X)+5 (nem kell tovabbi indoklds és dsszevonhatd
az el6z6 1épéssel is)

(3 pont) = cos(X)E(Y|X) + XE(Y?|X) — 6X2 + 5, (a 6X2-et nem muszaj 6X2E(1|X)-ként felirni,
szintén Osszevonhatd az el6zé 1épéssel, de kiilon indoklas kell)

(2 pont) mert... (hivatkozik a regresszié megfelel§ tulajdonsagéra)

(2 pont) = cos(X)E(Y) + X E(Y?) —6X2 + 5,

(2 pont) mert X és Y fiiggetlenek (nem kell részletezni, hogy ha Y fiiggetlen X-t6l, akkor Y? is az).
( )

1 1
1 pont) E(Y) ( )\> =1 (nem kell indokolni)

(1 pont) és E(Y?) = D*(Y) + E(Y)?
1 1\? . P L1 I .
(1 pont) = e + 1 (itt a pont a helyes szérasnégyzetre jér, 2 formaban is OK megadni)
2 1
1 pont) = — = -.
(1 pont) = = ¢
1
(1 pont) Tehét a keresett regresszié + cos(X) + §X —6X2 4+ 5.

Ha egy adott fajta indoklds legalabb egyszer jol szerepel, de nem irja oda, hogy maskor is ezt kell
hasznalni, viszont maskor is mindig jél csinélja, akkor ne vonjunk le pontot. Ha nem mindig jol csinalja
és az indoklas is hianyzik, akkor az indoklasbél is -1 pont.

5. Sei X = (X3,...,X,) eine (einfache) Stichprobe vom Umfang n € NT, wo die Wahrscheinlichkeits-
funktion der diskreten Variablen X; an der Stelle k € {2,3,4,...} fiir einen unbekannten Parameter
¥ € (0;1) durch fy(k) =Py(X; = k) = (k — 1)9%(1 — 9)¥~2 angegeben ist.

(a) Bestimmen wir die Likelihood-Funktion Lyg(z1,...
Stichprobe (X1, ..., X,).

(b) Geben wir die Maximum-Likelikhood-Schétzung (aufgrund der Stichprobe) fiir ¢ an.

,xp) fir jede Realisierung (z1,...,x,) der

Um die mazximale Punktzahl zu erhalten, muss nicht gepriift werden, ob an der Grenze des Parame-
terbereichs eine Mazximalstelle liegen kann.

Megoldas:

) (4 pont)

pont) (Definicié szerint) Ly(z1,...,2n) = 11z fo(x:)

pont) = T2, (& — 1)9°(1 — 0)*~

pont) = 9" [Ty (2 — (1 = 9)772) = 9" [Ty (2 — D ITm, (1 — 9)* 2
b) (16 pont)

1 pont) arra az Otletre, hogy meg kell hatdrozni a log-likelihood-fiiggvényt (akkor is, ha az nem is
igazan sikertl).

(a
(2
(1
(1
(
(

(1 pont) A log-likelihood-fuggvény ly(x1,...,2,) = In Ly(x1,...,xy,)
(14141 pont) = 2nInd + 37 In(a; — 1) + 31 (2 — 2) In(1 — 9).



BME VIK - Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 19. Dezember 2024

*6.

(1 pont) A log-likelihood fiiggvényt 9 szerint derivaljuk és megnézziik, hogy hol 0 a derivélt. (Ez a pont
akkor is jar, ha a derivalas esetleg nem igazan szerepel, feltéve, hogy az is megvan, hogy a derivaltat
egyenl6vé tessziik 0-val.)

Tr; — 2

1-9’
2n 2 1 1 , s o
ra— (Ebbdl két pont a részletszamitisokra jar és
=1 %1 n

egy a helyes végeredményre, utébbi akar indoklas nélkil is, ha jé volt a derivalds. Részletszamitasok

0 2n o
(141 pont) %lﬁ(ml, ey X)) = 5~ ;

(142 pont) ez pontosan akkor 0, ha ¥ =

pl: a %” - > Qi:g = 0 egyenlet jobb oldalara atviszi a szummat és beszorozza mindkét oldalt
Y(1 — ¥)-val (1 pont), majd felbontja a zardjeleket és ¥-t kifejezi (1 pont).).

62 2n n Ty — 2
(1"‘1 pont) Wlﬁ(l’l, ceey I‘n) = —@ — ;m

(1 pont) ami minden pontban (vagy: a % pontban) kisebb, mint 0,

2

(1 pont) igy ¥ = x:—ban valéban szigort lokédlis maximum van (ezért az 1 pontért elég, ha azt irja,
n

hogy lokdlis maximum, s6t az is, ha azt irja, hogy maximum).

A 74 * P B (2 =
(1 pont) Igy tehat az adott realizdciéra vonatkozé maximum likelihood becslés 0, (x; Tn)
2n 2 2n 2
——— = — és igy a maximum likelihood becslés 9,(X1, ..., X,) = —-——— = =—. (Ha barmelyik
2?21 7 T, gy ( 1 ’n) ;1,:1 X’L X, ( Yy

forma szerepel, akkor jar a pont.)

Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X is

0, fallst<O,
t2
Fx(t) = T falls 0 < t < 2,

1, fallst>2,

und falls der Wert von X bekannt ist, dann ist die Variable Y uniformverteilt auf dem Intervall
(0;2/X). Bestimmen wir die Wahrscheinlichkeit P(Y < 1).

Els6 megoldas:

(1 pont) Meghatarozzuk X siirliségfiiggvényét, amit tgy kapunk meg, hogy Fx-et derivaljuk, ahol
pedig Fx nem differencidlhaté, ott legyen 0 (vagy barmilyen pozitiv szam). Elég, ha ez impliciten
deriil ki, és akkor is jar ez a pont, ha csak azzal a résszel foglalkozik, ahol nem 0 a stirtiségfiiggvény,
vagy ha nem veszi észre, hogy a szakaszhatarokon nem differencidlhaté. De ha nem jé a derivalt, akkor
ez a pont sem jar.
(141 pont) Vagyis

, hal0<t<2,
fx(t) =42
0, egyébként.

Innen 1. megoldds, folytonos TV T-vel.
(2 pont) A folytonos TVT (teljes valdsziniiség tétele folytonos esetben) szerint

(1 pont) B(Y < 1) = /OO P(Y < 11X = s)fx(s) ds

—00
2¢
(2 pont) = / 2 P(Y < 1|X = s) ds (az el6z0 1épéssel dsszevonhato, ha kideriil, hogy a folytonos TVT-
0
nek megfelel6 képletet hasznal).

1

(2 pont) Ha — < 1, vagyis s > 1, akkor P(Y < 1|X = s) =1 (mivel ¥ mindig 0 és 1/X kozé esik, de
s

bévebb indoklas nem kell).
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1
(2 pont) Ha — > 1, vagyis s < 1, akkor
s

P(Y <1|X =s)=

=S,

1 / s
(2 pont) mert X = s ismeretében Y egyenletes eloszlasi (0;1/s)-en (tehat ez alapjan a feltételes
eloszldsfiiggvény Fy| x(1]s) = 1 /8 0, de ezt nem muszaj igy felirni); vagy ugyanez feltételes stirtiség-
fliggvénnyel megfogalmazva: fy|x(t[s) = 1—/5 = s ilyen s-re, ha 0 < t < 1/s és 0 egyébként; vagy
egydimenziés geometriai valészintiségi mezével (kedvezd teriilet: 1, 6sszes: 1/s) érvelve.

142 24
(2 pont) Tehat P(Yﬁl):/ Eds—l— fds
0
371 272
(2 pont)z[s6 + SZ
0 1
1 4 1 11
(2pont) = -4 - ——-=—.

6 4 4 12
Masodik megoldas:

Az els6 3 pont ugyanaz, mint az el6z6 megoldasban.
(1 pont) P(Y <1) = Fy(1)

(1 pont) = /_ At
(1 pont) = / ) de
(1 pont) fy () / fxy(s,t)ds,

(1 pont) ahol fxy(s,t) = fx(s)fy|x(t]s).
Tovabbi pontokért a konkrét szamolasok:
1
2 pont) fy|x(t|s) = — =s,ha0<s<2é0<t<1/s, és fyx(t|ls) =0 egyébként. (Ha nem irja
| 1/ |
S

oda, hogy hol 0 a feltételes stirliségfiiggvény, de a késébbiekben tigy szamol, hogy abbdl kideriil, akkor
ne vonjunk le ebbdl a 2 pontbdl.)
2
(1 pont) tehat fxy(s,t) = %, ha0<s<2és0<t<1/s,
(1 pont) és fxy(s,t) = 0 egyébként.
(141 pont) A 0 < s < 2és 0 <t < 1/s feltétel alapjan ha t adott, akkor s lehetséges értékei 0 és
1/t kozott lehetnek. Ha t < 1/2, akkor ez azt jelenti, hogy s minden lehetséges értéke (0-tél 2-ig)
el6fordulhat. (Elég, ha ezek az integraldsi hatdrokbol, impliciten deriilnek ki.)
1/t g 1/t
(141 pont) fy(t) = / —ds = { 3/6}0 = t3’ ha t > 1/2 (Ebb6l 1 pont jar a szdmolasra és 1 a
0

végeredményre.)

282 5 2 4
(141 pont) és fy(t) = | —ds= {s /6} =—,ha0<t<1/2
0o 2 o 3
(0 pont) Ha t <0, akkor fy(y) =0.
1/2 4 1 2 1 q1 2 1 1 11
2 pont) Tehdt P(Y < 1) = —dt Lo -— N .
(2 pont) Tehdt P(Y < 1) /o 34T 68 3+[ 12t2}y=1/2 5 127312

Természetesen az is j0, ha nem fy-t hatarozza meg, hanem gy szdmol, hogy

P(Y <1)=Fy(1) = /_100 /_0:0 fxy (2, y)dzdy.

Ennek felirasara jar az alternativ megoldas els6 két pontja helyett 2 pont. Az utolsé 8 pont pedig a
megfeleld integraldsi hatarok meghatarozasara és az integralasok elvégzésére (az alternativ megoldds
utols6 8 pontjdhoz hasonléan).



