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Klausur (Zarthelyi dolgozat)
Megoldéas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megolddsdanak részletes leirasa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az titmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdm. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az Gtmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gttmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Zwei Zahlen werden nacheinander unabhéngig im Intervall [0; 1] ausgewdhlt. Wie grof} ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass die erste ausgewéhlte Zahl gréfler als die zweite Zahl ist, und zusétzlich die erste
Zahl kleiner als 0,75, wéahrend die zweite Zahl groler als 0,5 ist?

Megoldds:
(2 pont) A véletlen kisérlet megegyezik egy véletlen pont valasztdsaval a [0;1] x [0; 1] négyzetben.
(1 pont) Ez az Q eseménytér.

Tkedvezc’i

Ta

(3 pont) Geometriai val6szinliségi mez6 esetén a valdszinliség = . (T helyett Tisgszes vagy
hasonlé is jé.)
(1 pont) T = 1 (indoklas nélkill is OK).

(4 pont) (z,y)-nal jelolve a véletlen pontot a négyzetben, a kedvezd teriilet a négyzetnek az a része,
ahol 0,5 <y < x < 0,75.

(Ha nincs meg mind a harom egyenlétlenség, de kettd jo, akkor 2 pont, ha csak egy j6, akkor 1 pont.
Ne vonjunk le pontot, ha nem szigort egyenl6tlenségeket ir.)

(3 pont) j6 dbra

(2 pont) A kedvezd teriilet tehat a négyzetnek az y = z, y = 0,5 és = = 0,75 egyenletil egyenesek
kozotti része (elég, ha ez az abrardl deriil ki, pl. besatirozza a kedvezd teriiletet).

(1 pont) Ez egy derékszogli egyenlészari haromszog 0,25 hosszi befogdkkal,
0,25 - 0,25 1
(2 pont) tehat a tertilete % =0,03125 = 3

(Lehet masra is hivatkozni, pl. a kedvezo teriilet egy bizonyos négyzet teriiletének fele stb.)

(1 pont) Tehat a keresett valdszintiség is 0,03125 (ha egyértelmii, hogy ezt a szdmot szanja végered-
ménynek, akkor ne vonjunk le pontot, ha nem hangsilyozza, hogy le kell osztani az 6sszes teriilettel,

vagyis 1-gyel).
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Megjegyzés: Mivel a geometriai valdszinliségi mez6s feladatok megoldasait a gyakorlatokon is ritkan
irtuk fel ennyire részletesen, ebben a feladatban azokra a lépésekre is jar a pont, amiket a hallgaté
nem irt fel expliciten, de a kés6bbi megoldasbol egyértelmiien kideriil, hogy jél hasznalta 6ket. Pl.
ha kihagyja az els6 1épést, de utdna a megfelel6 médon rajzol dbrat/szdmol teriileteket, akkor ez a 2
pont is jar, vagy ha nem irja fel, hogy mi €2, de kés6bb vildgos, hogy jél hatarozza meg a teriiletét
(és nem csak véletleniil jon ki neki 1 megolddsként), akkor arra is jar pont stb. stb. Ha nincs abra,
de a szovegbdl/szamitasokbdl kideriil, hogy a megfeleld sikidomok tertiletét szamolja, akkor az dbréara
is adjunk pontot. Ha azonban a kés6bbi 1épés, ami a hidnyzé jo, de expliciten nem szerepl6 1épést
hasznalné, hibas, akkor sajnos a hidnyzé lépésre sem lehet pontot adni.

Ezen beliil konkrétan: ha nem rajzol abrat, de nemcsak a 0,5 < y < x < 0,75 egyenlGtlenséglanc van
meg (amire fent kiilon jart pont), hanem az is, hogy geometriailag hogy néz ki/hogy szamolhaté ki a
kedvezé teriilet, akkor helyes szdmoldsi méd (nem puszta helyes végeredmény!) esetén elfogadhat6 az
abra hidnydaban is annak megnevezése, hogy a kedvez6 teriilet egy derékszogl egyenlGszari haromszog.
Hibés szamolas esetén azonban az abrara adandé pontszam is elvész.

2. Nehmen wir an, dass die Ereignisse A, B und C paarweise unabhéngig sind (d.h.: beliebige zwei von
1 1

ihnen unabhéngig sind), und dass P(A) = P(B) = P(C) = 3 gilt. Sei noch 9 die Wahrscheinlichkeit

dafiir, dass keine der obigen drei Ereignisse eintritt. Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass alle

drei Ereignisse eintreten? Sind A, B und C' gemeinsam unabhéngig?

Figyelem! A feleadat rosszul lett kitiizve, bar a szamolasok elvégezhetdk, de a megadott
valésziniiségek ilyen formaban nem fordulhatnak elé (mert P(ANBNC) >P(ANC) adé-
dik). Ha valaki ezt a harmas metszet valészinliségének kiszamitisa utan (vagy mashogy)
észreveszi, akkor a fiiggetlenség ellen6rzéséért jaré pontszamot automatikusan megkap-
ja. Ha valaki végigcsindlja mechanikusan a szamolasokat, azt az alabbi itmutaté szerint
pontozzuk.

Megoldds. (13 pont az els6, 7 a masodik kérdésre)
(1 pont) A feladat elsé részében a keresett valésziniiség P(AN BN C).

1 I
(2 pont) A feladat szerint 9= P(AUBUC)=1-P(AUBUC) (a két 1épés Gsszevonhatéd pontlevonas
nélkiil),

(1 pont) tehat PLAUBUC) =
ezzel szamol).

(2 pont) A fuggetlenségek/paronkénti figgetlenség miatt P(ANB) = P(A) P(B), P(ANC) = P(A)P(C)
és P(BNC)=P(B)P(C) (ha nem irja ki, hogy a paronkénti fiiggetlenség miatt, de az megvan, hogy
a metszet valdszinlisége a valosziniiségek szorzata, akkor ne vonjunk le pontot. De ha nem szerepel itt
mind a harom egyenl6tlenség és kés6bb sem deriil ki, hogy mind igaz, akkor max. 1 pont),

(ez az 1 pont akkor is jar, ha csak a kés6bbiekben deriil ki, hogy

©| oo

1
(1 pont) tehat mindhdrom kettes metszet valdsziniisége 9
(1 pont) A Poincaré-formula szerint
8
0 t) —
(0 pont) o =
(3 pont) PLAUBUC) =P(A) +P(B) +P(C) —P(ANB) —P(ANC)—-P(BNC)+P(ANnBNC).
1 1. 1 1 1 1
(1 pont) = 3 + 3 + 3797979 +P(ANBNC) (ha nem irja ki ennyire részletesen a szdmokat, de
kijon egy helyes numerikus eredmény és kordbban mar szerepeltek az egyes valdszintiségek, az rendben
van),
2
(1 pont) amibél P(ANBNC) = g

(3 pont) Az egyiittes fiiggetlenséghez elég azt ellendrizni, hogy P(ANBNC) = P(A) P(B) P(C) teljestil-
e (ha ez csak impliciten deriil ki, de megemliti az egyenlet mindkét oldalat, akkor ebbdl jar 2 pont, és
ha vildgos, hogy azt nézi meg, hogy egyenléek-e, akkor 3 pont jar),
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(1 pont) mivel azt tudjuk, hogy paronként fiiggetlenek (vagy: mivel tudjuk, hogy a kettes metszetekre
teljestil a fiiggetlenség definicidja; ezt persze egyesével is ki lehet fejezni).

(2 pont) P(A)P(B)P(C) =~ - ~. 1 = L

(0 pont) és lattuk, hogy P(ANBNC) = 9’
(1 pont) tehat nem egyiittesen fliggetlenek (az is j6, ha azt irja, hogy ,nem fiiggetlenek”).

A feladatnak ebben a részében nem adhatoé részpontszam arra, ha gy tippeli be, hogy nem egyfiittesen
fiiggetlenek, hogy nem jelenik meg a megolddsban A, B és C' (vagy esetleg a komplementereik) harmas
metszete.

Lehetséges tovabbi j6 megoldas pl.: megnézi, hogy P(A N B N C) megegyezik-e P(A) P(B)P(C)-vel
(ami ekvivalens a hdrmas metszetre vonatkozé feltétellel, mert ha A, B,C paronként fiiggetlenek,
akkor A, B, C is azok). Ekkor nem kell P(AN BN C) értéke, mert P(ANBNC) = 1/9 a feladat szerint
ésP(A)=P(B)=P(C)=1-1/3=2/3.

J6 gy is, hogy kiszdmolja pl. P(C|A N B)-t és kijon neki, hogy ez nem P(C), ezért C nem lehet
fliggetlen A N B-t6l és igy az egyiittes fiiggetlenség sem teljestilhet.

Ilyen megolddsoknal a teljes pontszamhoz kell az itt megadott teljes indoklds (ami bévebb, mint a
standard megoldds esetén).

3. Ein Unternehmen besitzt zwei Biiros, eines in Prag, wo eine Hélfte der Mitarbeiter/innen arbeitet, und
das andere in Istanbul, wo die andere Hélfte arbeitet. Das Lieblingsgetrénk eines Drittels der Mitarbei-
ter/innen im Prager Biiro ist Kaffee, ein anderes Drittel dieser Mitarbeiter /innen bevorzugt Mineral-
wasser, und das letzte Drittel bevorzugt Bier. Das Lieblingsgetrédnk der Hélfte der Mitarbeiter/innen
im Istanbuler Biro ist auch Kaffee, die andere Hélfte bevorzugt dort Tee. (Jeder Mitarbeiter/jede
Mitarbeiterin hat genau ein Lieblingsgetrank, das in der obigen Liste enthalten ist.)

Ein(e) Mitarbeiter(in) des Unternehmens wird uniform zuféllig gewéhlt.
(a) Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Lieblingsgetrénk der ausgewéhlten Person Kaffee
ist?

(b) Angenommen, dass das Lieblingsgetrank der ausgewdhlten Person Kaffee ist, was ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass er/sie in Istanbul arbeitet?

(c) Angenommen, dass das Lieblingsgetrédnk der ausgewédhlten Person nicht Kaffee ist, was ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sein/ihr Lieblingsgetrénk Bier ist?
Megoldds:

Megjegyzés: Ez egy viszonylag hosszu feladat 20 pontért (ellentétben pl. az 1. és a 2. feladatban), ezért
bizonyos lépésekre, amikért mas feladatban kiilon-kiilon is jarhatna pont, itt csak Gsszevonva jar.

(0 pont) Jeldlje K azt az eseményt, hogy a kivélasztott dolgozé kedvenc itala a kavé, S azt, hogy a
sor (a tobbi italra nem lesz sziikségiink kiilon-kiilon), P azt, hogy a kivilasztott dolgoz6é Pragaban
dolgozik és I azt, hogy Isztambulban.

(a) (9 pont)
(1 pont) A keresett valoszintiség P(K) (elég, ha ez impliciten deriil ki).
(1 pont) A P és I események teljes eseményrendszert alkotnak,

(1 pont) mert egymas komplementerei (ehelyett az is jo, ha ellendrzi, hogy kizarbéak és az unidjuk €;
ha az egyik eseményt eleve a mésik komplementereként jeloli és tigy mondja ki, hogy teljes esemény-
rendszert alkotnak, akkor tovabbi indoklds nélkiil is jar a pont).

(1 pont) A feladat szerint P(P) =P(I) =1/2

(1 pont) és P(K|P) =1/3, P(K|I) = 1/2),

(1 pont) igy a teljes valészintiség tétele (elég: TVT) szerint
(2 pont) P(K) = P(P) P(K|P) + P(I) P(K|I).
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(b) (5 pont)

(1 pont) A keresett valdsziniiség P(I|K).
(

(

1 pont) Bayes-tétellel (ez a pont a tétel megnevezésére jar)

P(K|I)P(I

1 pont) P(I|K) = (IP”(I)()() (természetesen az is jo, ha itt a nevezdre wjra felirja a TVT-s képletet)

1.1
(1 pont) = 22 (az (a) feladat alapjén, tehdt nem kell indokolni)

12

3
1 t) = —.
(1 pont) = 2

Nem tilos a Bayes-tétel haszndlata nélkiil kiszamolni P(I|K)-t. Ekkor valahogy ki kell szdmolni P(1 N
K)-t, aminél lehet a szorzasi szabalyra hivatkozni vagy a feltételes valésziniiség definiciéja alapjin
(amire nem muszdj hivatkozni) tjra levezetni a szorzési szabalynak megfelel6 szdmitast. Ilyen esetben
a Bayes-tételre vald hivatkozéas helyett a szorzési szabalyra valé hivatkozasra, illetve ilyen hivatkozés
hidnyédban a (konkrét példdban) a szorzasi szabalynak megfelel6 szamitas levezetésére jar az 1 pont.

(c) (6 pont)

- P K
(1 pont) A keresett valdszintiség P(S|K) = (572)
P(K)
(1 pont) P(K) =1-P(K) = % (az (a) feladat alapjin, tehat nem kell rd hivatkozni),
P(S) . o I — . L
(1 pont) = W (Elég, ha impliciten deriil ki, hogy S N K ugyanaz, mint S, és az is OK, ha eleve

S-sel kezdi S N K helyett.)

(1 pont) P(S) =P(S|P)P(P) (itt most nem jar kiilon pont a szorzasi szabalyra val6 hivatkozédsra)

(1 £) 1 1 1
n — —_ .- = =
Pl =39 T g
— 1 2
(1 pont) vagyis P(S|K) = 7//162 ==

4. In einem Gebéaude gibt es vier Aufziige. Jeden Tag funktioniert jeder Aufzug mit Wahrscheinlichkeit
1/2, unabhéngig von den anderen Aufziigen und unabhéngig von den Konditionen aller Aufziige an
anderen Tagen.

(a) Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass hochstens zwei Aufziige an einem bestimmten Tag
nicht funktionieren?

(b) Von einem bestimmten Tag an beobachten wir jeden Tag, welche Aufziige an welchen Tagen
funktionieren. Sei Y die Anzahl der Tage (einschlieflich des letzten Tages) vom Anfang der
Beobachtung bis zum ersten solchen Tag, wenn kein Aufzug in Betrieb ist.

i. Geben wir die Verteilung von Y an, und wenn sie zu den gelernten bekannten Verteilungen
gehort, geben wir auch ihre Parameter an.
(Diese Antwort muss ausnahmsweise nicht begrindet werden.)

ii. Bestimmen wir die Standardabweichung von Y und den Erwartungswert von Y?2.
iii. Bestimmen wir die bedingte Wahrscheinlichkeit P(Y" > 2024|Y > 2022).

Megolddas:
(a) (7 pont)

(1 pont) A nem miikodé liftek szamat jeloljuk X-szel, ekkor X binomidlis eloszlasu (itt az indokldsra
nem jar kiilén pont)
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(1 pont) n =4 és p = 1/2 paraméterrel.
(1 pont) A keresett valosziniiség P(X < 2)
(I pont) =P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)

4\ /1Nt [(4) /1 1\ [4) [1\? [1)\? 4 4
2 = = A=)z A= -l= lhagyhaté é hel
(2 pont) (O) (2> + <1> (2> (2> + <2> (2) (2> (a o) clhagy ato és a ) elyett
o 4 4-3 . e o
jo az is, hogy 4, a 5 helyett az, hogy 5 és ha azt irja, hogy 6, jeloljiikk meg, hogy ez igy hianyos,

de ne vonjunk le pontot, illetve lehet minden tagnal (1/2)*-t frni),

1 4 6 11
(1 pont) = — + — 4+ — = — = 0,6875 (szabad négy értékes jegyre kerekiteni és az is j6, ha eleve
16 16 16 16
4
numerikus értékekkel szamol — ha kideril, hogy hogyan szamolt, beleértve azt is, hogy <2> = 6. Elég

kozonséges tort alakban megadni a végeredményt.).
Természetesen lehet azt a Z val. valtozét is tekinteni, amelyik a mikddé liftek szamat jeldli, ekkor
Z ~B(4;1/2)ésP(Z =k)=P(X =4—k), hake{0,1,2,3,4}.

Nem koételez6 a binomialis eloszlasra hivatkozni, meg lehet magyarazni kombinatorikai alapon is, hogy
miért ezek a valészinliségek lesznek. Ekkor azonban kell egy megfelel eseménytér és arra is hivatkozni
kell, hogy a valésziniiségi mezé klasszikus (vagy: kedvez6/osszes képlettel szdmolhatunk) és el kell
mondani, hogy hany eleme van; erre jar az 1+1 pont a binomidlis eloszlas és paramétere helyett.

(b) (6sszesen 13 pont)
(i) (2 pont):
(1 pont) Y geometriai eloszldsi

(1 pont) p = (1/2)* = 1/16(= 0,0625) paraméterrel. (Ha végig kerekitett tizedestért alakokkal szdmol
és sok/jelentds a kerekitési hiba, akkor vonjunk le 1 pontot.)

(ii) (6 pont):
(1 pont) D(X) = /D*(X)

l—p
1 pont) = | ——
( ) o
15/16 , e ,
(1 pont) = /162 =/15-16 = /240 =~ 15,4919 (elég, ha az utébbi kett koziil egy szerepel, és 15,5
mar jo).

p2

Ne vonjunk le pontot, ha nem irja oda az p—et altalanos p-re, de kidertil, hogy a konkrét p-re

ezt hasznalja. Ha azonban rossz képletbe helyettesit be és az dltalanos képlet hianyzik, akkor az utolsé
két pontbdl egyik sem jar.
(1 pont) E(Y?) =D*(Y) + E(Y)?%

1
(1 pont) E(Y)? = = = 16 = 256,
p

(erre itt csak 1 pont jar, mert kiilonben til sok lenne, de nem baj, ha nem szerepel altalanos p-re az
eredmény, s6t a 256 a 162 és az 1/p? nélkiil is elfogadhaté)

(1 pont) igy E(Y?)(= 240 + 256) = 496.

(iii) (5 pont)

(1 pont) arra az otletre, hogy az 6rokifjusagra kell hivatkozni, még ha ezt nem is sikeriil megfelel6en
kivitelezni.

(1 pont) P(Y > 2024|Y > 2022) = P(Y > 2) (a geometriai eloszlas orokifjisdga miatt — ennek
indoklasara az el6z6 pont jar)
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(Ipont) =1-PY <2)=1-P(Y =1) —P(Y =2) (a két 1épés Gsszevonhatd)
1 1 15

(Ipont)=1—p—p(l—p)=1-— 6 16 16 (ehhez az 1 ponthoz elég, ha csak a konkrét p-re szerepel
a szamolas)

256 — 16 — 15 225
(I pont) = ——— = — = 0,87890625 (elég négy értékes jegyre kerekitve).

256 256

A végeredményeket elfogadjuk kozonséges tort és tizedestort alakban is, kivéve az (ii)-nél a szoérést,
ahol a végeredmény irraciondlis szam; itt ha nincs numerikus érték, akkor —1 pont.

5. Ein Bild besteht aus 3 Pixeln in einer einzigen Zeile, die unabhéngig voneinander einzeln mit Wahr-
scheinlichkeit 1/2 schwarz und mit Wahrscheinlichkeit 1/2 weif gefarbt wurden. Sei X die Anzahl der
weilen Pixel, und sei Y die Linge der grofiten zusammenhéngenden Sequenz von schwarzen Pixeln.
(Beispielweise sind die Werte von X und Y in der unten gezeigten Situation beide 1.)

(a) Bestimmen wir die gemeinsame Verteilung von X und Y. Geben wir das Ergebnis méglichst in
einer Tabelle an (es ist aber auch gentigend, die Wahrscheinlichkeiten P(X = k,Y = [) nur fiir
solche Zahlen k und [ anzugeben, fiir die diese Werte positiv sind).

(b) Bestimmen wir die Randverteilungen von X und Y.

(c¢) Bestimmen wir den Erwartungswert E(XY).

(Alle Antworten miissen begrindet werden.)
Megoldds:
(a) (10 pont)

1| 2|3 | f

0

00| 0 |1/8]1/8
0 [1/83/8] 0 |1/2
0 |[1/4] 0 | 0 [1/4
18 0 | 0 | 0 |1/8
fx | 1/8]3/8[3/8|1/8] (1)

WIN| =IO

(6 pont) Tokéletes egyiittes eloszlas (az indoklasra és a peremeloszldsokra majd kés6bb jar pont; a
tablazatban szerepld nulldkat csak akkor kell figyelembe venni, ha tablazatban adja meg az egyiittes
eloszlast).

Részpontszam a kdvetkezokre adhato:

e Az 6t nem 0 val6sziniliség koziil ahdnyat eltaldlt, annyi pont (akkor is, ha a tobbi elem nem
stimmel, pl. a 0-k helyére nem mind 0-kat irt).

o Ezen feliil +1 pont, ha az 6sszes olyan elemre, aminek 0-nak kéne lennie, azt irja, hogy 0 (vagy ha
nem téblazattal csindlja, akkor egyikrél sem emliti, hogy pozitiv). Ennél az nem baj, ha mashova
is ir 0-t.

o Ha az egylittes eloszlas tablazataban szerepld szamok 6sszege nem 1, akkor viszont az eddigieken
feliil Osszesen —1 pont, ha pedig a tablazatban negativ vagy 1-nél nagyobb is szam el6fordul,
akkor még 6sszesen tovabbi —1 pont (kivéve ha ezektdl az (a) teljes pontszama negativva vélna;
abban az esetben az (a)-ra 0 pont).
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Az indoklésra az alabbiak szerint jar pont:

(1 pont) arra, hogy ha X = 0, akkor ¥ mindenképpen 3 kell, hogy legyen, és ha X = 3, akkor Y
mindenképpen 0 kell, hogy legyen. (Ez még énmagdban nem igazan teljes indoklds, de pont méar jar
érte. A rendes indoklas az, hogy ha X = 0, akkor nincs fehér képkocka, tehat mindharom képkocka
fehér, amelyek Gsszefiiggd teriiletet alkotnak, igy Y = 3. Ha pedig X = 3, akkor harom egybefiiggd
fekete képkocka van, vagyis nincs fehér képkocka.) Ezt nyilvan forditva is el lehet mondani: ha Y = 0,
abbdl X = 3, és ha Y = 3, abbdl X = 0 kévetkezik.

(1 pont) arra, hogy ha X = 2, akkor ¥ mindenképpen 1 kell, hogy legyen. (Ennyire is jar a pont; a
rendes indoklas az, hogy ha X = 2, akkor egyetlen fekete képkocka van, igy sziikségképpen Y = 1.)
2pont) P(X =1,Y =2)=2/8=1/4éP(X =1,Y = 1) = 1/8 megindoklasara. Itt sziikséges valami
érdemi esetszétvalasztds: ha X = 1, akkor ez az egy fehér képkocka vagy a kép szélén van (ennek a
valészintisége 2/8) és ekkor a két fekete kocka egymas mellé keriil, azaz Y = 2 lesz, vagy a kép kozepén

van (ennek a valdszintisége 1/8) és ekkor a fehér képkocka két részre vagja a fekete teriiletet, ezért
Y =1 lesz.

Ha lerajzolja a lehetséges eseteket és leirja, hogy mikor mennyi X és Y értéke, az bGven elég.
(b) (4 pont)
Helyes peremeloszlasok az el6bbi tablazatban.

(2 pont) fx(k)-t a k-nak megfeleld oszlop Gsszegeként kapja minden k-ra (részpontszdm adhato, ha ez
csak részben sikeriil).

(2 pont) fy(£)-t az k-nek megfelels sor Osszegeként kapja minden ¢-re (részpontszam adhaté, ha ez
csak részben sikeriil).

FEzeket a pontokat akkor is megadjuk, ha hibas egyiittes eloszlas tabldzatbol szamolja a peremeloszla-
sokat. De ha a fx(k)-k vagy a fy (I)-ek Osszege nem 1 és ezt nem veszi észre, akkor legfeljebb 1-1 pont.
Ha valamelyik peremeloszldsban negativ vagy 1-nél nagyobb fx (k) vagy fy (1) értékek is megjelennek,
akkor pedig arra a peremeloszlasra 0 pont.

(c) (6 pont)

1. megoldas: XY eloszlasaval szamolva.

(1 pont) ran(XY) = {0, 1,2} (ha olyan halmazt ir, ami ezt a hdrom elemet tartalmazza és még esetleg
néhany olyan elemet, amik eléallnak a 0, 1,2, 3 szdmok koziil kettd szorzataként, azt is el lehet fogadni).
Elég, ha ez a kés6bbiekben impliciten deriil ki.

(I pont) P(XY =1)=P(X=1,Y =1)=1/8,

(2pont) P(XY =2)=P(X=1,Y=2)+P(X =2,Y=1)=3/84+1/4=5/8,
(0 pont) P(XY =0)=1-1/8—5/8 =1/4.
( ) Ig

(

1 pont) fgy P(XY =0)=1-1/8+2-5/8(+0-1/4)

1 pont) = 5

Ha P(XY = 0) j6, de semmi mésra nem jarna pont a (c)-ben, akkor erre lehet adni 1 pontot.

2. megoldds: eloszlastranszformécié-szeriien szamolva.

(1 pont) Megadja az E(XY) = S3_ S0 k(P(X = k,Y = /) képletet vagy valami hasonlét; a
lehetetlen (k, £) parokat persze nem kotelezé belevenni. Elég, ha impliciten deriil ki, hogy ezt a képletet
hasznélja (ha a kovetkezd konkrét képlet jo, akkor ez a pont is jar).

Bpont) EXY)=1-P(X=Y=1)42-P(X=2,Y=1)+2-P(X =1,Y =2) (a 0-s szorzatokat is
oda lehet irni, de nem kdotelezd)

(I pont) =1/8+2-3/8+2-1/4

1 t) = —.
(1 pont) =~
Ha az megvan, hogy XY melyik celldkban 0, de semmi mdsra nem jarna pont a (c)-ben, akkor erre
lehet adni 1 pontot.



BME VIK - Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 22. Oktober 2024

*6.

Ha semmi nem jon 6ssze a megoldasbdl, de az legalabb egyértelmiien kideriil, hogy egy 8 elemii ese-
ménytérrdl van sz6 ES klasszikus valészintiséggel kell szamolni, akkor lehet adni dsszesen az egész
feladatra max. 2 pontot. De csak akkor, ha semmi masra nem jarna pont a feladatban, és ebbdl a 2
pontbdl is levonunk 1-1 pontot a nem 0 6sszegekre és a negativ vagy 1-nél nagyobb valdszinliségekre
(tgy, hogy az 6sszpontszam legalabb 0 legyen).

Fiir alle t € (—o0; —c) U (¢; 00) nimmt die Dichtefunktion fx einer Zufallsvariablen X den Wert 1/t4
an, wo ¢ > 0 eine positive reelle Zahl ist. Wir wissen weiter, dass fx im Intervall [—¢; ¢] konstant ist,
und dass fx in jedem Punkt der Zahlmenge R stetig ist. Bestimmen wir den Wert von ¢ und den
Erwartungswert von X. (Ohne Beweis kann es verwendet werden, dass E(|X|) < oo gilt.)

Megoldds (12 pont c-re, 8 a varhaté értékre).

(2 pont) A folytonossighoz az kell, hogy fx(t) = 1/c* legyen, ha —c < t < c. (Nem kell kiilon
indokolni.)

(1 pont) Ahhoz, hogy fx stirliségfiiggvény legyen, az kell, hogy fx nemnegativ legyen (errél elég ennyit
mondani, nem kell indokolni, hogy miért teljesiil)

o
(1 pont) és teljesiiljon, hogy 1 = / fx(t)dt

(3pont):/c>ot46l7f4—/_C dt+/ t4

(Ha nincs meg neki, hogy fx(t) = 1/c¢*, ha —c < t < ¢, de felirja ugyanezt paraméteresen a megfelelé
konstanssal, akkor is jar ez a 3 pont. Részpontszdm adhato.)

—e 1 1, _g1—¢ 1 . 1
(2 pont) / S dt = [— —t } = —=(—c¢) (1 a primitiv fiiggvényre, 1 az azt kovetd
— 3 —00 3 363
szadmolésra),
(1 pont) és hasonld / Tl
ont) és hasonléan —dt = —.
P o th 3c3
¢ 1 2¢ 2
(1 pont) /70074 dt = (374 = 5

. 1.1
(1 pont) Igy tehdt (242 - g)—?) =1, vagyis ¢® = 8/3, tehit ¢ =
c

Kb. teljes megoldds a varhaté értékre:

(1 pont) E(X) = / iot Fx () dt

(1 pont) mivel E(] X|) < oo (ennyi elég, de bévebben: mivel E(|X|) < oo, X varhaté értékét értelmezziik
és a fenti képlettel szamolhatjuk ki).

34/3¢
(1 pont) = oot4d+/f

is OK, és az el6z0 ponttal osszevonhaté, tehat elég a konkrét esetre vonatkozd képlet, de ha rossz,
akkor az el6z6 pont csak akkor jar, ha az altalanos képlet minimalis szintaktikai hibatél eltekintve jo)

2
—~_ ~1,3867.
V3

* f
dt + / , dt (paraméteresen/kordbban kapott rossz c-értékkel
3

_2 _2 2/3 2/3
t 1 11 3 3
(1 pont) ft4 dt = %t—Sdt = [— 57572} Vs — 5 + 0. (Numerikusan is jé: -
—00 —00 —00
—0,26001.)
o t 32/3
(1 pont) Hasonléan adédik, hogy / vy dt pont ennek az ellentettje, tehat —.
—37575 8
2
2 t 34/342. 2
(2 pont) Végil / V3 [ } B,
2 2-164--2%
3 v

(1 pont) Tehat E(X) = 0.

Valoszindsitjik, hogy aki meg tudja oldani ezt a feladatot, az el6bb-utobb a szimmetridra fog hivatkozni
és nem fogja végigszamolni az egészet..
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Ezen beliil 1. lehetdség: a 3 konkrét integrdl kiszdmitdsa utdn jon rd, hogy a szimmetridt kell haszndlni
és 0 lesz az eredmény.

(2 pont) Az els6 2 pont: mint a kb. teljes megolddsndl.

(3 pont) A szimmetria miatt 0 lesz az eredmény (ez a 3 pont tovabbi indoklas nélkiil is jar, de a
tovabbi pontok nem. Ha nem hivatkozik a szimmetridra sem, vagy semmi ezzel ekvivalens dologra,
akkor szamolas nélkiil 6sszesen max. 1 pont arra, hogy 0 lesz a varhat6 érték.)

o) N
Alternativa erre a 3 pontra: E(X) = / tfx(t)dt = lim / fx(t)dt = lim 0 =0 (az utolsé
00 N—oo ) N N—oo

el6tti 1épés elhagyhatd). Ennél a verzional is meg kell emliteni, hogy ez azért biztos, hogy jo, mert
E(]X]) < oo, amire lentebb adunk pontot.

(1 pont) Az els6 és a harmadik integral egyenlé egymaéssal, mert a 0-ra szimmetrikus intervallumokon
integrdlunk és az integrandus paratlan fiiggvény/a primitiv fiiggvény péros (ezt valahogy értelmesen
megfogalmazza, szdmolni nem kell. Ez jé Ggy is, hogy a —oo-tdl 0-ig és 0-tél oco-ig terjedd réeszre
bontja szét az integralast, ekkor a kévetkez6 2 pont is jar).

(1 pont) A kozéps6 integral 0, mert szintén egy O-ra szimmetrikus intervallumon integralunk és az
integrandus pératlan fiiggvény /a primitiv fiiggvény paros.

(1 pont) Végul E(X) értelmes/létezik, mert E(|X|) < co.
o0

(0 pont) Tgy E(X) = / thx(di=0.

2. lehetdség: mar az altalanos képlet felirdsa utan észreveszi, hogy a szimmetridat lehet haszndalni és 0
lesz az eredmény. Ekkor a szimmetriat valahogy indokolni kell, ha nem is irja fel a 3 szakaszt, pl. a
legegyszeriibb itt is az, ha a —oco-t0l 0-ig és 0-t6l oco-ig terjedd réeszre bontja szét az integraldst.



