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2. Priifung
Losungen

1. Geben wir die folgenden Definitionen an:

(a) Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

i. Seien A, B € F FEreignisse. Was bedeutet nach Definition, dass A und B unabhdngig sind?

ii. Seien X und Y auf Q) definierte Zufallsvariablen. Was bedeutet nach Definition, dass X und
Y unabhéingig sind? (Zur Antwort dieser Frage miissen die im Teil i. definierten Begriffe nicht
wieder definiert werden.)

(b) Sei X1, Xs,...,X,,... eine Folge von Zufallsvariablen und sei noch Z eine Zufallsvariable. Was
bedeutet nach Definition, dass die obige Folge gegen Z in Verteilung konvergiert?

Megoldas:

(a) (Osszesen 10 pont)

i. (4 pont)

A és B (pontosan) akkor fiiggetlenek, ha P(AN B) = P(A) - P(B).

Ha P(A|B) = P(A)-t vagy P(B|A) = P(B)-t ir, akkor 2 pont, ha hozzairja, hogy a feltétel valészintisége
pozitiv kell, hogy legyen, akkor még 1 pont.

ii.

4 pont) X ésY (pontosan) akkor fiiggetlenek, ha az {X < s} és az {Y < t} események fiiggetlenek
az is jo, ha azt irja, hogy P(X < s,Y <t) =P(X < s)P(Y <))

2 pont) minden s,t € R esetén.

(

(

(

(b) (6sszesen 10 pont)
(2 pont) Jeldlje Fy, ill. Fz az X; és Z valtozok eloszlasfiiggvényét.

(5 pont) X,, akkor konvergal eloszlasban Z-hez (amint n — 00), ha lim, . Fx, (t) = Fz(t) teljesiil
(

3 pont) minden olyan t € R esetén, ahol F; folytonos. (Ha azt irja, hogy minden ¢t € R-re, azért 1
pont jar a 3-bdl.)

2. Die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen X und Y ist in der folgenden Tabelle angegeben.

X

v 1 2
0 1/3 | 1/6
1 /12| 1/4
2 1/12 | 1/12

Berechnen wir die Kovarianz und den Korrelationskoeflizienten von X und Y, und bestimmen wir die
Regressionsgerade von Y auf X.

Megoldas:
(1 pont) cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y),

(1 pont) ahol E(XY) = 3 ) cran(xy) k- P(XY = k) (ha a kovetkezd 1épés jo, akkor ez a pont jir az
altalanos képlet feltiintetése nélkiil is)

(Ipont) =% -1+ (F+5) -2+ 5 -4=1,

(1 pont) valamint mivel P(X = 1) = P(X = 2) = 1/2 (ezt persze tablazatosan is fel lehet tiintetni),
(1 pont) E(X)=3-(1+2)=3,
)

(1 pont) és mivel P(Y =1) =1/3 és P(Y = 2) =1/6 (és igy P(Y = 0) = 1/2, de ezt nem muszij
odairni, mert a varhaté érték és szoras kiszamitasahoz ugysem kell),

(1pont) E(Y) =4-1+¢-2=3,
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(1 pont) tehét cov(X,Y) =

1
cov(X,Y
(1 pont) corr(X, Y) W
(1 pont) ahol D(X) = /E(X?2) —E(X)? és Y esetén hasonléan (de ha csak az egyiket irja oda, azért

ne vonjunk le pontot),

(1 pont) és E(X?) = %(12 +22) =3,

(1 pont) tehdt D(X) = /5/2 — (3/2)2 = \/1/4 =1/2,
(1 pont) valamint IE(Y2) =1-1243.22=1,
(1 pont) igy D(Y) = /I — (2/3)2 = ¥,
( )

1
1 pont) emiatt corr(X,Y) = 2= = % ~ 0,2236 (a tort alaki és a numerikus végeredmény koziil
3

elég, ha az egyiket irja ki).
(1 pont) A regressziés egyenes képlete {(x,y) € R?|y = Bz + o},

(1+1 pont) aholﬂ_mvé{){):%:%
1.3 _1
(141 pont) és a =E(Y) — BE(X) =2 — - 3 = L.

3. Die Verteilungsfunktion einer absolut stetigen Zufallsvariablen ist durch

0, falls t <1,
Fx:R—=R, Fx(t)=<Int, fallsl<t<e,
1, fallst > e

angegeben, wo e &~ 2,71 ... die Basis des natiirlichen Logarithmus ist.

(a) Bestimmen wir den Erwartungswert und die Varianz von X.

(b) 100 (gemeinsam) unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit der obigen Verteilungs-
funktion werden durch einen Computer simuliert. Schéitzen wir durch eine geeignete Approxi-
mation die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe dieser 100 Variablen hochstens 180 ist. (Die
Bestimmung des genauen Wertes der Wahrscheinlichkeit wird in dieser Aufgabe nicht bewertet.)

Bemerkung: Statt symbolischer Werte konnen die (gerundete) numerische Werte der in Teil (a) be-
stimmten Ergebnisse in Teil (b) benutzt werden.

Megoldas:

(a) (Gsszesen 8 pont)

(1 pont) fx(t) =7, hal<t<e

(1 pont) és fx(t ) = 0 kiilénben,

(1 pont) tehdt E(X) = [ tfx(t)dt = [{ 1dt (elég, ha a masodik képlet szerepel)

(1 pont) = [t]{ = e — 1(~ 1,7183).
(
(
(
(

1 pont) ahol E(X?) = 120 B fx(t)dt = [{tdt

)
)
) =
1 pont) D*(X) = E(X?) — E(X)?,
)
) = 1272 = 25 (~ 3.1945),

1 pont

1 pont) Tehat D?(X) = % — (e —1)? ~ 0,2420. (Nem baj, ha itt nem szerepel numerikus eredmény,

de el6bb-utébb hidnyozni fog.)
(b) (6sszesen 12 pont)

(1 pont) arra az oOtletre, hogy a CHT-t kellene hasznélni. Ez jar akkor is, ha ez a késébbiekben nem
sikeriil, feltéve, hogy kideriil, hogy az altalanos CHT-r6l és nem a de Moivre-Laplace-tételrdl van szo.
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(1 pont) Jeldlje X1, ..., X100 a szimulalt valsziniiségi valtozdkat, ekkor a keresett valsziniiség

100
P() " X; < 180).
=1

(5 pont) Sztenderdizalunk:

100 100 100
100 X; — 100E(X;) _ 180 — 100E(X ) 100 X; — 171,8282
P X; < 180) = P( ==L < ~P(=L < 1,6610
(; < 180) ( V100 D(X1) ~ V100D(X,) ) ( 4,9197 = )

(Ebbél 3 pont a kozépsd 1épés, 2 pont az utolsd, amibdl 1 az, hogy a szorasnégyzetbél gyokot vonva
kiszamolja a szérdst.) (Kisebb kerekitési hibakért, ha pl. mar az (a) részben kiszamolta a virhaté értéket és a
szérasnégyzetet és most a négy tizedesjegyre kerekitett értékekkel szdmol, ne vonjunk le pontot. Ha a kézépsé kifejezés
nincs ott szimbolikusan, de ott van E(X1) és D(X1) mér ismert értékeivel, az is j6, és a két 1épés Ossze is vonhatd, ha
kideriil, hogy mi micsoda. Ha a jobb oldalon csak szimbolikus értékek szerepelnek, azért ne vonjunk le pontot, de mint

mar emlitettem, a numerikus eredmények el6bb-utébb hidnyozni fognak.)
(2 pont) ~ P(Y < 1,6610), ahol Y ~ N(0; 1),

(141 pont) és P(Y < 1,6610)(= ®(1,6610)) ~ ®(1,66) (nem muszdj haszndlni a & jelolést, j6 a
P(Y < 1,66) is)

(1 pont) ~ 0,9515.

4. Die Dichtefunktion des Zufallsvektors (X,Y") ist durch

¢, falls0<t<lund0<s<t,
fxy:RP =R, fxy(s,t) = {
0  sonst,

angegeben, wo ¢ > 0 eine geeignete reelle Zahl ist.

(a) Bestimmen wir den Wert von c.
(b) Geben wir die Dichtefunktionen fx bzw. fy der Zufallsvariablen X bzw. Y an.
(c¢) Sind X und Y unabhéngig? Sind X und Y identisch verteilt?

Megoldas:

(a) (6sszesen 5 pont)

(1 pont) fxy akkor lesz egyiittes stiriségfiiggvény, ha (¢ nemnegativ — ez meg van adva, ezért nem
jar rd pont — és) 1 = [°0 fxy(s,t)dsdt

(1 pont) = fol [3 edsdt (ha ez j6, akkor az el6z6 pontot az elézé képlet hianydban is megadjuk)

(1 pont) = cfol [s]t_odt = cfol tdt

(1 pont) = c[t?/2]{_, = ¢/2,

(1 pont) amibél ¢ = 2.

Alternativ megoldds: a geometriai valészinliségi mezével érveliink. A sfirtiségfiiggvény konstans azon a
tartomanyon, ahol nem 0. Ez a tartomany pedig az {(z,y) € R?: 0 < x < y < 1} derékszdgii egyen-
16szart haromszog, vagyis az egységnégyzet y = x szogfelez6-egyenes feletti fele, amelynek amelynek
teriilete 1/2. Az (X,Y") valészintiségi vektorvaltoz6 1 valdsziniiséggel ebbe a tartoményba esik, és itt
a valészinliség a teriilettel ardnyos (mert a stirliségfiiggvény konstans), ami azt jelenti, hogy c-szer a
héromszog teriilete éppen 1, vagyis ¢ = 2. (5 pont, indoklas sziikséges, de ha lényegében helyes, csak
nem elég preciz, akkor ne vonjunk le til sok pontot.)

(b) (6sszesen 8 pont)
(1 pont) Ha 0 < s < 1, akkor fx(s) = [0, fx,y(s,t)dt

(1 pont) = [ Sl 2dt (ha ez j6, akkor az el6z6 pontot az eléz6 képlet hidnyaban is megadjuk)
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(1 pont) = [ }1 =2—2s,
t=s
(1 pont) és ha s <0 vagy s > 1, akkor fx(s) =0,
(1 pont) valamint ha 0 < t < 1, akkor fy(t) = [0 fxv(s,t)ds
(1 pont) = f 2ds (ha ez j6, akkor az el6z6 pontot az el6z8 képlet hidnyaban is megadjuk)
t
1 t =2t
o= o] -
(1 pont) és ha t <0 vagy t > 1, akkor fy(t) = 0.
(c) (Osszesen 7 pont)
Onmagéban arra a kijelentésre, hogy nem fiiggetlenek, nem jar pont.
(1 pont) Nem fiiggetlenek, mert... (valahogy megindokolja, akkor is, ha rosszul).
(2
(
(2 pont) arra, hogy vélaszt egy olyan s és egy olyan t értéket, amelyre fx(s)fy(t) # fxy(s,t), pl.
s=t=1/4.

(1 pont) arra az otletre, hogy pontosan akkor lennének azonos eloszldstiak, ha ugyanaz lenne a siirt-
ségfiiggvényiik (mivel mindkét peremeloszlas folytonos, de ezt nem kell odairni. Szabad az eloszlas-
fiiggvényeket is kiszdmolni és az alapjan kévetkeztetni, de f6losleges),

pont) X és Y pontosan akkor fiiggetlenek, ha fx(s)fy (t) = fx,y(s,t) minden s,t € R esetén teljesiil
ha kihagyja, hogy minden s,t € R esetén, akkor max. 1 pont).

(1 pont) arra, hogy ez itt nem teljesiil, ezért nem azonos eloszlastiak. (Ezt nem kell részletezni, de
t€(0,1)\ {1/2} esetén fx(t) # fy(t). Az utolsé két pont természetesen Gsszevonhato.)

5. In einer tropischen Hohle ist die Temperatur das ganze Jahr iiber fast konstant. Die Temperatur wurde
in 6 verschiedenen Zeitpunkten gemessen, und die folgende Werte (in Grad Celsius angegeben) wurden

erhalten:

1 =186 x9=18,0 x3=192 z3=174 x5=168 x=18,0.
Der Datenvektor x = (z1,...,xs) wird als Realisierung einer einfachen Stichprobe X = (X1,..., X¢)
betrachtet, deren Stichprobenvariablen die Verteilung N(u;4) haben, wo der Erwartungswert p unbe-
kannt ist.

(a) Geben wir ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 97% fiir den Parameter p aufgrund des
obigen Datenvektors an.

(b) In einem alten Geographielehrbuch steht die Behauptung p = 17,5 °C. Es wurde vermutet,
dass diese Behauptung wegen des Klimawandels nicht mehr haltbar sei. Konstruieren wir einen
Hypothesentest zum Fehlerniveau 5%, um zu entscheiden, ob die Behauptung gilt. Stellen wir eine
der Situation entsprechende Nullhypothese Hy und die zugehorige Alternativhypothese H; auf,
berechnen wir den Wert der Teststatistik. Entscheiden wir, ob Hy angenommen oder verworfen
werden muss, und begriinden wir die Entscheidung.

Megoldas:
(a) (Gsszesen 9 pont)

(1 pont) arra, hogy mivel a szérds ismert, az ismert szérdshoz tartozé (a képletgylijteményben az
u-prébandl szereplé) képletet hasznéljuk a konfidenciaintervallumra. Elég, ha ez impliciten deriil ki.

(1 pont) n =6 és e = 0,03 (elég, ha ezek is csak impliciten deriilnek ki a kés6bbiekben),

1 pont) u. /s = (1 —e/2) = ®1(0,985)

~ 2,17 (a normalis eloszlas tablazata alapjan).
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*6.

(2 pont) Igy a konfidenciaintervallum

T, \/ﬁ?wn—’— \/ﬁ

TUsjy aus/z} _ [18_ 22,17 2.2,17

(18 + ~ [16,2282; 19,7718
NG 7 [ ]

(itt csak a szdmoldsra, illetve a végeredményekre jar pont, mert arra mar adtunk pontot, hogy melyik
képletet kell hasznélni).

(b) (6sszesen 11 pont)

(1 pont) ismét jar arra, hogy mivel a szords ismert, u-probat kell haszndlni, és a proba egymintas,
(elég, ha ez kés6bb impliciten deriil ki).

(2 pont) arra, hogy kétoldali prébéara van sziikség (ez a foldrajztankonyvben szerepld éllitasbél kovet-
kezik). Ezt nem kell expliciten kimondani, ha jé a nullhipotézis.

Ha ezt elrontja a hallgaté, akkor ezt a két pontot elveszti, illetve az alternativa lentebbi értékelésénél a
Ho: 4 <175 vs. Hy: p > 17,5 alternativara maximum 1 pont jar, a Ho: p > 17,5 vs. Hy: p < 17,5 al-
ternativara pedig nem jar pont. Ezutan viszont a tovabbiakban gy értékeljiik a megoldast, mintha az
alternativa helyes lenne (feltéve, hogy szintaktikailag értelmezhetd), tehat az adott egyoldali alternati-
vanak megfelelen az 1 —e-kvantilis egyszerese, illetve —1-szerese a helyes és azzal kell 6sszehasonlitani
az u-statisztikat és az alapjan donteni.

(2 pont) Tehét az alternativa Ho: pu = 17,5 vs. Hy: p # 17,5 (itt p jeloli a mintaelemek varhato
értékét, de ezt nem muszdj odairni).

(1 pont) (Mivel egymintds u-probardl van szd), a probastatisztika értéke u(zq,...,x¢) = “%"U;“O\/ﬁ
(elég, ha ez impliciten deriil ki a kovetkezd 1épésbdl. Ha csak wu-t ir wu(xq,...,x¢) helyett, azért ne
vonjunk le pontot, mert a tdbldzatban is az van)

(1 pont) = B-172/6 ~ 0,6124.

(1 pont) Ho-t pontosan akkor fogadjuk el, ha |u(x1, ..., zn)] < u.pp = @711 —2/2),

(1 pont) ahol ¢ a terjedelem (Fehlerniveau), vagyis 0,05, tehat ®~1(1 —¢/2) = ®71(0,975)
(1 pont) ~ 1,96.

(

t

1 pont) Ezért Hy-t elfogadjuk (vagyis arra jutunk, hogy a varhaté érték [még] 17,5 °C-kal egyenlének
ekinthetd).

X
Sei (Y) ein zweidimensionaler nicht singuldr normalverteilter Zufallsvektor mit Erwartungswertvek-

tor (fﬁ) Nehmen wir an, dass E(Y|X) = X + d gilt, wo d eine geeignete reelle Konstante ist.

(a) Berechnen wir den Wert von d.
(b) Bestimmen wir die Regressionsgerade von Y auf X.
(c¢) Sind X und Y unabhéngig?

X
(d) Ist die Kovarianzmatrix von (Y) eine Diagonalmatrix?

Bemerkung: Wenn der Wert von d im Teil (a) nicht bestimmt wird, so konnen die anderen Teilaufgaben
auch parametrisch gelost werden.

Megoldas:

(a) (Osszesen 6 pont)

(1 pont) A teljes varhaté érték tétele szerint
(1 pont) E(Y) = E(E(Y]X))

( ) =E(X +4),

( ) =E(X)+d.

1 pont
1 pont
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(1 pont) = E(X) 4+ d = 42 4 d, aminek —1-gyel kell megegyeznie (a megadott varhaté érték vektor
alapjan),

(1 pont) tehat d = —43.
Egy mdsik lehetséges megoldds:

(2 pont) Az el6adason tanultak szerint ha a két dimenziés normalis eloszlas nem elfajulé, akkor a fenti
regresszié megegyezik a linearis regresszidval.

(2 pont) Ha tehat az Y-nak az X-re vett linedris regresszidja X + a, akkor f =1
(2pont) ésd=a=E(Y)—-FE(X)=—-1—-42= —43.

(b) (6sszesen 5 pont)

Ha az a) részben az elsd megoldds szerepelt:

(2 pont) arra, hogy nem elfajulé tobbdimenziés normadlis eloszlds esetén a regresszié megegyezik a
linedris regresszi6val (ez a pont akkor is jar, ha a konkrét szituaciéra nem tudja megfeleléen alkalmazni.
A t6bbdimenziés normalitasra viszont mindenképpen hivatkozni kell).

(1 pont) Ez azt jelenti, hogy E(Y|X) = X + «a, ahol § és « a linearis regresszié képletében szerep-
16 kifejezések (nem kell kiirni, hogy mi 8 és « képlete, de az valahogy dertiljon ki, hogy a linedris
regressziénak felelnek meg).

(1 pont) Ezért =1 és a(=d) = —43,

(1 pont) vagyis a regressziés egyenes {(x,y) € R?|y = z — 43}.
Ha az a) részben a mdsodik megoldds szerepelt:

1 pont) Az Y-nak az X-re vett linedris regresszidja X — 43,

4 pont) vagyis a regressziés egyenes {(z,y) € R?|y = z — 43}.

(
(
(c) (6sszesen 4 pont)

(2 pont) arra, hogy ha X és Y fiiggetlenek lennének, akkor E(Y'|X) megegyezne E(Y)-nal.

(2 pont) Ez viszont itt nem teljesiilhet, hiszen E(Y|X) = (X +d =)X — 43, és X (vagy: X —43) nem
konstans valdszintiségi valtoz6 (vagy: nem 1 valdszintiséggel konstans) (mivel az eloszlas nemelfajuld,
de nem varjuk el az erre valé hivatkozast), mig E(Y')(= d = —43) egy konstans.

Egy mdsik lehetséges megoldds:

1 pont) A linedris regressziéban az X egytitthatoja nem 0,

cov(X,Y)
D2 (X)

(

(1 pont) ez az egyiitthato

(1 pont) tehat cov(X,Y) # 0,
(1 pont) igy a két valtoz6 nem lehet fiiggetlen.
(d) (6sszesen 5 pont)

Ha a c) részben az elsé megoldds szerepel:

(1 pont) A kovarianciamatrix pontosan akkor diagonélis ha cov(X Y) =0.

e sz

kovarianciaméatrix egy 2 x 2-es sz1mmetr1kus matrix, amelyben a f6atlon kivil mmdket helyen cov(X YY)
all).

(2 pont) Ha cov(X,Y) = 0 teljestilne (vagyis ha X és Y korreldlatlanok lennének; ha ezt irja, nem
kell indokolni, hogy a korrelacié létezik, de ez is abbdl kovetkezik, hogy az eloszlas nemelfajulé), akkor
viszont fiiggetlenek is lennének, mert (X,Y)? kétdimenziés (vagy: tobbdimenziés) normélis eloszlast.

(1 pont) Es mivel 14ttuk, hogy nem fiiggetlenek, ezért korreldlatlanok sem lehetnek, tehdt a kovarian-
ciamatrix nem diagonélis.

Az utolsé harom pont ugy is megszerezhetd, ha a c) részben latott indoklas szerepel itt.

Ha a c) részben a mdsodik megoldds szerepel:
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(1 pont) A kovarianciamatrix pontosan akkor diagondlis, ha cov(X,Y’) = 0.
(1 pont) ennek indokldsara

(3 pont) ez pedig a c) rész megolddsa szerint nem igaz, tehat a kovarianciamatrix nem diagonalis.



