BME VIK - Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 11. Januar 2024

1. Priifung
Losungen

1. Geben wir die folgenden Definitionen an:

(a) Sei k € N, wenn und wie wird der k-te Moment einer diskreten Zufallsvariablen definiert? (Zwar
bleibt die Definition auch im Allgemeinen giiltig, aber es ist genug, sie nur fir diskrete Variablen
anzugeben.)

(b) Fiir alle n € N sei X = (X1,...,X,,) eine einfache Stichprobe, wo die Verteilung der Variablen
durch einen Parameter ¥ € © C R? bestimmt ist. Seien noch 1) : © — R eine Funktion und
T : R® — R eine Stichprobenfunktion. Was bedeutet (nach der in der Vorlesung angegebenen
Definition), dass T'(X)
(i) ein erwartungstreuer Schatzer von (V) ist?

(ii) ein asymptotisch erwartungstreuer Schétzer von (V) ist?
Bemerkung: Die Bezeichnungen E und Ey kénnen wie in der Vorlesung benutzt werden, also miissen
sie hier nicht definiert werden.
Megoldas:
(a) (10 pont)
(8 pont) X-nek a k-adik momentuma E(X*)
(2 pont) amennyiben ez a varhaté érték véges ( <= E(|X|¥) < o). Az is elfogadhaté feltétel, hogy a
varhato érték definialt.
(b) (10 pont)
(i) A torzitatlansag akkor teljesiil, ha
(4 pont) Ey(T(X1,...,X,)) = (9)
(1 pont) minden ¥ € ©-ra.
(ii) Az aszimptotikus torzitatlansdg akkor teljestil, ha
(4 pont) limy, oo Ey(T(X1, ..., Xpn)) = ¢(9)
(1 pont) minden ¥ € f#-ra.

Ha Ey helyett csak E-t ir, akkor a vonatkozé 4 pontbdél maximum 2 pont jar.

2. In einem imagindren Land stammen 70% der verkauften Streichholzer von einem Unternehmen, das
billige Streichhélzer herstellt, 1/3 davon sind unbenutzbar. Die restlichen 30% werden von einem
anderen Unternehmen hergestellt, das teurere Streichholzer herstellt, von denen im Durchschnitt jedes
zehnte unbenutzbar ist.

(a) Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zufillig gewéhltes Streichholz, das in diesem Land
verkauft wird, unbenutzbar ist?

(b) Ein in diesem Land verkauftes Streichholz wird zuféllig gewéhlt. Sei X die Zufallsvariable, die den
Wert 1 annimmt, falls das gewéhlte Streichholz unbenutzbar ist, und den Wert 0 annimmt, falls es
benutzbar ist. Sei weiter Y die Zufallsvariable, die den Wert 2 annimmt, falls das gewéhlte Streich-
holz von dem Unternehmen hergestellt wurde, das billige Streichholzer herstellt, andernfalls sei
der Wert von Y 1. Bestimmen wir die Varianz von X und die Kovarianz von X und Y.

Megoldas:

(a) (7 pont)

Jeloljiik B-val azt az eseményt, hogy a kivalasztott gyufat az olcsébb gyufakat gyartd cég gyartotta
és T-vel azt az eseményt, hogy a dragabb gyufakat gyartd cég gyartotta. Jeldljiikk tovabba U-val azt
az eseményt, hogy a kivalasztott gyufa hasznalhatatlan. (Nem sziikséges persze ezekre az eseményekre
jelolést bevezetni.)
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(1 pont) arra, hogy legaldbb minimalis indoklast ad arra, hogy a TVT feltételei teljesiilnek (elég tovabbi
magyarazat nélkil arra hivatkozni, hogy B és T teljes eseményrendszert alkotnak).

(1 pont) A teljes valészintiség tétele szerint
(2 pont) P(U) = P(U|B)P(B) + P(U|T)P(T)

7T 1 3 1
1+1 pont) — - = + — . —
(L pont) 755+ 15 10
79
(1 pont) = — (j6 tizedestort alakban, kerekitve is).

300
(b) (13 pont)

174
(1 pont) DA(X) = 72 (1 79)_ 7459

=300 ~300,) = 90000 — 0,19398 ~ 0,1940 (j6 végtelen szakaszos tizedestort

alakban, kerekitve és kozonséges tort alakban is)

(1 pont) ennek indolkalas. Itt lehet arra kell hivatkozni, hogy X egy indikdtorvaltozo, ekkor ki lehet
olvasni a tabldzatbdl a szérasnégyzet képletét, vagy ki lehet szamolni D?(X) = E(X?)—E(X)? alapjan,
ahol az jon ki, hogy E(X?) = E(X), hiszen indikatorvaltozérdl van szé, nagyon részletes indoklds nem
kell,

(1 pont) tovabba E(X) (ez a kovariancidhoz is kell)

o
300’
(1 pont) mert... (itt vagy ki kell szdmolni, nagyon részletes indoklas nem kell; vagy arra kell hivatkozni,
hogy X egy indikatorvaltozé, ekkor ki lehet olvasni a tablazatbél, hogy a varhaté értéke a vonatkozo
esemény valdszintisége),

(1 pont) cov(X,Y) =E(XY) —E(X)E(Y), (elég, ha kés6bb kideriil, hogy ezen képlet alapjan szamol)
(2 pont) ahol E(XY) =2P(X = 1,Y =2)+P(X = 1,Y = 1) (persze nem baj, ha a 0-s tagokat is
odairja, de azokra nem jar pont)

(I pont) =2-P(UNB)+PUNT) (ezt nem kell ilyen expliciten kimondani, de a kovetkez6 pontnél

szereplo 30 és 100 valésziniiségek eredetére kell valami apré magyardzat, akar az a) megoldasanak
részleteire hivatkozva)
7 3

lpont) =2+ — +1-——
(1 pont) =2- 55 +1- 155

149 ., . ) o
(1 pont) = 300 (j6 tizedestort alakban, kerekitve is),
(1 pont) és E(Y) =2 l—i—l 3

P TR0

17
1 t) = —.
(1 pont) 10

, 149 1343 147 49
(1 pont) Tehdt cov(X,Y) = 555 = 55055 = 3500 ~ 1000

mar szerepelt, akkor itt nem jar pont a részletszamitasokra, csak a végeredményre. Ha nem szerepelt,
de itt az alapjan szdmolt, akkor a fenti 1 pontot itt utélag meg lehet adni).

(=0,049) (ha a kovariancia &ltaldnos képlete

3. Auf einer Insel im Pazifischen Ozean treten Taifune oft auf. Sie werden vom Anfang eines bestimmten
Jahres an (und fiir unbegrenzte Zeit) beobachtet.

(a) Die Anzahl der in einem Jahr aufgetretenen Taifune werden durch eine Poisson-verteilte Zufalls-
variable X modelliert. Nehmen wir an, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass kein Taifun in
einem Jahr auftritt, e~! ist. Was ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass gerade 3 Taifune in
einem Jahr auftreten?

(b) Die Zeit vom Beginn der Beobachtung bis zum Auftreten des ersten Taifuns wird durch eine
absolut stetige gedédchtnislose Zufallsvariable Y beschrieben, fiir die

P(Y > 1) = P(X = 0)

gilt. Bestimmen wir den Wert der bedingten Wahrscheinlichkeit P(Y > 11]Y > 5) und den
Erwartungswert E(Y?2).
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Megoldas:
) (5 pont)

0 pont) Eldszor a Poisson-eloszlds \ paraméterét kivanjuk meghatérozni.

(a
(
(1 pont (A feladat szovege szerint) P(X = 0) = e~!
(
(
(

)
1 pont) = e~ (persze az is j6, ha (A\°/0!) - e~ -t ir)
1 pont) tehat A = 1.

)

1 pont) A keresett valdsziniiség P(X = 3)
13

(1 pont) = ye_l =1-2,5-e (=~ 0,0803)

(b) (15 pont)

(2 pont) arra, hogy ha Y eloszlasa folytonos és 6rokifja, akkor csak exponencidlis lehet (és a paraméterét
kellene meghatarozni, amit itt p-vel fogunk jelolni, mivel a A jelolés mar foglalt. Ha ezt is A-val jeldli,
azért ne vonjunk le pontot, de annak ki kell deriilnie, hogy a priori nem egyértelmi, hogy ez a rata
ugyanaz, mint a Poisson-eloszlas paramétere, hanem majd a szamitdsokbol jon ki).

2pont) P(Y >1)=1—Fy(l) =e#
1 pont) és P(X = 0)(=e ) =e 1,
1 pont) tehat u = 1.

—6

=e

)
)
1 pont) Az orokifjusidg miatt
)
1 pont) =
)

(
(
(
(
(3 pont (Y > 11\Y >5) =P > 6)
(
(
(
(

0 pont (% 0,0025).
2 pont) E(Y?) = D*(Y) + E(Y)?
1+1 pont) = 1/12 + 1/12 (a tabldzat alapjn, ezért nem kell indokolni, a négyzeteket természetesen
el lehet hagyni)
(0 pont) = 2.
4. Die Fuiballmannschaft eines Dorfes gewinnt jedes Spiel einer Liga (gemeinsam) unabhéngig von den
anderen Spielen mit Wahrscheinlichkeit 1/3, beendet das Spiel unentschieden mit Wahrscheinlichkeit

1/3 und verliert auch mit Wahrscheinlichkeit 1/3. Nach den iiblichen Regeln des Fufiballs wird ein
Sieg mit 3 Punkten, ein Unentschieden mit 1 Punkt und eine Niederlage mit 0 Punkten bewertet.

(a) Sei Y die Anzahl der Punkte, die die Mannschaft in einem bestimmten Spiel erhélt. Berechnen
wir die Varianz von Y.

(b) Sei X die Summe der Punkte, die die Mannschaft in 20 nacheinander folgenden Spielen erhélt.
Néahern wir die Wahrscheinlichkeit P(X > 20) durch eine geeignete Approximation an. (Die
Bestimmung des genauen Wertes der Wahrscheinlichkeit wird in dieser Aufgabe nicht bewertet.)

Megoldas:

(1) (6 pont)
(1 pont) DA(Y) = E(Y?) — E(Y)?,

1 1
(1p0nt)aholE(Y):3-§+1-§
4
1 pont) = -
(1 pont) = 1,
, 11
(1p0nt)IE(Y):9-§+1-§

1 pont) = —
(pon) 3’
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10 16 14
(1 pont) tehat D?(Y) = — — — = — (itt mar csak a végeredményre jar pont, viszont ha a széras-

négyzet fenti altalanos képlete hidnyzik, de itt az alapjan szdmol, akkor azt a pontot utélag meg lehet
adni).

(b) (14 pont)

(1 pont) arra az oOtletre, hogy a CHT-t kellene hasznélni. Ez jar akkor is, ha ez a késébbiekben nem
sikertil, feltéve, hogy kideriil, hogy az altaldnos CHT-rél és nem a de Moivre-Laplace-tételrél van szo.

(1 pont) arra, hogy valamit mond arrél, hogy miért lehet a CHT-t alkalmazni, pl. hogy az X va-
16szintiségi valtozd 20 darab fiiggetlen, azonos eloszlast val. valtozé Osszege, amik az egyes meccsek
pontszamai. Ezt nem kell nagyon formadlisan és részletesen, de ha folirja képlettel, hogy X ilyen val.
valtozdk Osszege, az elég, és ebben az esetben ezért az 1 pontért még a fiiggetlenséget sem kell hang-
stlyozni.

(4 pont) Sztenderdizdlunk:

X—20~% 20—20-§

) =P 1432 143 ’
\/%,/5 \/%,/5

(Nem kell f6lirni dltaldnos nE(X;)-vel és v/nD(X;)-vel, ahol az X;-k az egyes meccsek pontszamai, de
annak ki kell deriilnie a megoldasbol, hogy a sztenderdizalas soran mit vonunk le, majd mivel osztunk.
Ha viszont rossz numerikus értékek szerepelnek nE(X;)-nél és /nD(X;)-nél, akkor részpontszam csak
akkor adhat6, ha szerepel az altalanos képlet is valamilyen elfogadhaté forméban.)

P(X > 20

(3 pont) amit P (Y > 20203
a standard normalissal valé kozelitésre, 1 pont a jobb oldal numerikus értékének kiszamitdsira, amit
szabad ennél el6bb vagy ennél késébb is megtenni, de el6bb-utébb sziikség lesz ra, hogy ki lehessen

olvasni valamit a tdbldzatbol)
(I pont) =1—-P(Y < —1,1952)
(1 pont) = 1 — &(—1,1952)

(1 pont) = ®(1,1952) (itt nem jar kiilon pont arra, hogy P(Y > ...) = P(Y > ...), csak arra, hogy ®-s
alakra hozzuk a keresett valdsziniiséget. A @ jel6lés sem kotelezo. Természetesen més sorrendben is el
lehet jutni ehhez az alakhoz)

) ~ P(Y > —1,1952)-vel kozelitiink, ahol Y ~ N(0;1) (ebbé&l 2 pont

(1 pont) ~ ®(1,20) (ha az 1,1952 numerikus érték sehol nem szerepel, de az 1,20 mar igen, az is OK)
(1 pont) ~ 0,8849 (a téblazat alapjan).
Ha a de Moivre-Laplace tételt akarja haszndlni (pl. igy, hogy a gy6zelmeket akarja megszamolni, vagy

a gy6zelmek és dontetlenek szamanak 6sszegét), akkor a b) részben maximum 5 pont.

5. Die Dichtefunktion des Zufallsvektors (X,Y) wird durch

Fry iR SR, (s tw{%m%’ folls =1 <a<0undt>0

0, sonst
angegeben.
(a) Entscheiden wir, ob X und Y unabhéngig sind.
(b) Welche spezielle (gelernte) Verteilung hat Y und was ist der Parameter der Verteilung?

(c) Bestimmen wir die Verteilungsfunktion von X.

Megoldas:
(a) (13 pont)

(2 pont) X és Y pontosan akkor fiiggetlenek, ha fxy(s,t) = fx(s)fy(t) teljestl minden s,t € R
esetén (mivel (X,Y") folytonos valészintliségi vektorvaltozo; ezt nem muszaj odairni. Részpontszam
adhaté példdul, ha kifelejti, hogy ez minden s, t-re igaz, de amigy a képlet jo).
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1 pont) = —45{ — %e‘Qt] ::0

)
)
)
1 pont) = —4s- (04 1/2) = —2s,
)
)
)

és ha t <0, akkor fy(t) = 0 (ezt sem kell részletesebben indokolni).

1 pont) arra a kovetkeztetésre, hogy fxy(s,t) = fx(s)fy(t) az eddigiek alapjin minden s,t € R
esetén teljesiil, és igy X és Y fliggetlen (nem sziikséges tovabbi indoklas).

Részpontszamok részben jo megolddsokra:

o Ha az megvan, hogy fx y(s,t) pontosan azokra az (s,t)-okra 0, amelyekre fx(s)fy(t) =0, arra
jar 2 pont, akar indoklas nélkiil is.

o Ha szerepel, hogy fluiggetlenek, azért 6nmagaban még nem jar pont, de ha van valamilyen (akar
rossz) indoklas is ra, akkor legaldbb 1 pont jar.

o Ha azt mutatja meg, hogy Fxy(s,t) = Fx(s)Fy(t) minden s,t € R esetén, az is j6, de ezt a
megoldasi lehetdséget itt nem részletezziik (tovabb tart, mint a fenti mintamegoldés).

« Ha tudja a fiiggetlenség kritériumat, és utdna valami olyasmire hivatkozik, hogy a —4se™?t egy
csak s-t6l fiiggd és egy csak t-t6l fliggd mennyiség szorzata, és ezért fliggetlenek, arra (az elsé 2
ponton feliil) csak 4 pont jar, mert lehetne olyan is fx )y, hogy maga a képlet szorzatra bomlik, de
szakaszonként van definidlva és az X-re és az Y-ra vonatkozé szakaszhatarok fliggenek egymastol.
Teljes pontszamot akkor lehet integrilas nélkiil elérni, ha valami olyasmire hivatkozik, hogy a
tartomany, ahol fxy nem 0, pontosan annak a két intervallumnak a Descartes-szorzata, ahol fx,
illetve fy nem 0, ezen a tartomanyon fx y(s,t) egy csak s-tél és egy csak ¢-t6l fiiggd kifejezés
szorzatara bomlik, és mindenhol mashol mind fx y, mind fx fy konstans 0. Attdl fiiggden, hogy
ezt mennyire sikeriil értelmesen megfogalmazni, részpontszam is adhato.

(b) (2 pont)
(0 pont) Az a) feladatban azt kaptuk, hogy

2¢ 2% hat>0,
fr(t) = -
0, kiilénben.
(2 pont) Ez alapjan Y ~ Exp(2). (1 pont arra, hogy exponencidlis, 1 pont pedig a paraméterre).

Ha az a)-ban az eloszlasfiiggvényt szdmolta ki, akkor abbdl is hasonléan lehet levonni a kovetkeztetést.
Ha pedig sem az eloszlasfiiggvényt, sem a stiriségfiiggvényt nem szamolta ki, akkor most az egyiket
ki kell szamolni!

Ha valahogy megsejti, hogy Exp(2), arra adjunk 1 pontot akkor is, ha hidnyzik az indoklds/perem-
stirliségfiiggvény /perem-eloszlasfiiggvény. De ha csak azt tippeli, hogy exponencidlis, arra ne adjunk
pontot.

(c) (5 pont)
(1 pont) t € R esetén Fx(t) = [*_ fx(s)ds,

(141 pont) ami 0, ha t < —1 és 1, ha t > 0 (ez OK indoklas nélkiil is, még akkor is, ha nem tudta
kiszdmolni a perem-stirliségfiiggvényt és nem irta fel az el6bbi integralt).
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*6.

1 pont) és ha —1 < ¢ < 0, akkor Fx(¢) = [*,(—2s)ds (az el8z8 eldtti lépéssel sszevonhatd
p 1 p

(1 pont) = [—s?]L, =1 — 2.

(Ha méar korabban kiszamolta az eloszlasfiiggvényt, akkor pontozzuk ott.)

Természetesen mas modon is meg lehet hatarozni X eloszlasfiiggvényét, pl. (X,Y") egyiittes eloszlas-
fliggvényét meghatarozva és annak argumentuméban t-vel végtelenhez tartva.

(a) Stephan Schwindler verdient sein Brot mit Wiirfelspielen. Heute bietet er das néchste Spiel den
Passanten auf der Strafle. Der Spieler wiirfelt mit einem regulédren sechsseitigen Wiirfel, und falls er eine
Sechs wiirfelt, zahlt ihm Stephan ("2 000 Forint pro Punkt*, also insgesamt) 12 000 Forint und das Spiel
endet. Andernfalls zahlt der Spieler Stephan in dhnlicher Weise, ist das Ergebnis ndmlich 1 < k <5,
so bekommt Stephan k- 1000 Forint und das Spiel lduft weiter, also wiirfelt der Spieler immer wieder
nach den obigen Regeln bis zur ersten Sechs, wenn das Spiel endet. Was ist der Erwartungswert von
Stephans Profit pro Spiel? (Der Profit pro Spiel ist die Differenz zwischen Stephans Einnahmen und
Ausgaben in einem Spiel, die auch ein negativer Wert sein kann.)

(b) Es ging Stephan in letzter Zeit nicht besonders gut, deshalb entschied er, seinen gezinkten Wiirfel
einzusetzen, um seinen Profit zu steigern. Damit der Trick nicht auffillig ist, wurde der gezinkte
Wiirfel mit 9 anderen regularen Wiirfel gemischt, die duferlich identisch aussehen und auch zum
gezinkten Wiirfel passen. Beim gezinkten Wiirfel ist die Wahrscheinlichkeit einer Sechs % — p, und
die Wahrscheinlichkeit einer Eins ist % + p fiir eine reelle Zahl 0 < p < %, wahrend alle anderen
Augenzahlen die Wahrscheinlichkeit % haben. Die Spieler wéihlen jetzt uniform zuféllig einen aus den
10 Wiirfeln und spielen das Spiel mit dem gewéhlten Wiirfel nach den im Teil a) diskutierten Regeln.
Bestimmen wir den Wert von p, wenn wir wissen, dass sich der Erwartungswert von Stephans Profit
pro Spiel auf den Betrag von 4600 Forint dnderte.

Megoldas:
(a) (9 pont)

(2 pont) Legyen X a profit varhat6 értéke, és legyen FE; az az esemény, hogy elsére i értéket dob a
jatékos (1 < i < 6). Ekkor az FEi, ..., Eg események teljes eseményrendszert alkotnak.

(2 pont) Mivel a dobésok fiiggetlenek, ezért amennyiben a jatékos nem 6-osat dob, akkor (fizetés utan)
a kezdeti szituacio all elo, igy

(1 pont) a teljes varhat6 érték tétele szerint

(4 pont)

E(X) = Zz:IE(X | E)P(E;) = % (z;(z -1000 + E(X)) — 12000) = gE(X) + %

amit atrendezve E(X) = 3000 forint adédik. (Ebbél 1 pont a teljes varhaté érték tétele megfelels
alakjara, 1 a megfelel§ behelyettesitésre, 1 a megfelel Gsszegzésre és 1 a végeredményre.)

(b) (11 pont)

(1 pont) Szamoljuk ki el8szor a varhaté értéket, ha a jatékos a cinkelt kockat vdlasztja, azaz ha a hatos
valbszintlisége % — p, az egyesé pedig % + p, ahol p egy pozitiv valis szdm (a tobbi dobés valdszintisége
pedig 1/6). Jelolje ez utébbi eseményt C'.

(1 pont) Mivel a feltételes varhat6 érték maga is egy (a feltételes valdsziniiség dltal meghatarozott
valészinliségi mérték szerinti) varhatéd érték, igy a fenti okoskodas, azaz a teljes varhat6 érték tétele
alkalmazhato,

(2 pont) igy tehat

1 1 1
E(X | C) = (6+p)-(1000—|—E(X|C’))— (6—p> -12000—1—6;(1-1000—1—E(X|0))

5)
_ (6+p) E(X | C)+ 500+ p- 13000,
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(1 pont) ezt dtrendezve pedig

(é_p)ug(xm)_ (1_(567’)1@()(yC)_500+p-13000,

(2 pont) azaz

3000 + p - 78000 — 3000

E(X|C)=
(X1e) 1—6p 1—6p

—3000( 41+ 16 )— 13000 + 1000 16
N 3 3—-18p) 1—6p

(1 pont) Mivel C és C teljes eseményrendszert alkot, igy ezekre ismét a teljes varhato érték tételét
alkalmazva

(2 pont)

E(X)=E(X |C)P(C)+E(X | C)P(C)

—< 13000 + 1000 16 > ! + 3000 )
N 1—-6p/) 10 10

1 1
0 + 2700 = 1400 + 1 600

= —1300+ 100 -
+ 1—6p — 6p

= 4600,

1
(1 pont) amibdl p = 12

Egy masik lehetséges megoldas vazlata:

Nem az els6é dobas eredményére feltételeziink, hanem arra, hogy hanyadik dobasra lesz el6szor hatos
az eredmény, jelolje az els6 hatosdobas sorszamat Y.

(2 pont) Az (a) részben azt kell észrevenni, hogy barmely k € {1,2,...} esetén, feltéve, hogy Y = k,
Sandor bevétele tgy viselkedik, mint £ — 1 darab fiiggetlen valdszinliségi valtozd Osszege, amelyek
1/5-1/5 valdszintiséggel veszik fel az 1, 2, 3, 4, 5 értékeket.

(1 pont) arra, hogy az 1/5 valdszintliségeket a feltételes valosziniiség definicija alapjan megindokolja.
Az egyes dobasok fliggetlenségének és azonos eloszlaséanak (feltéve, hogy Y = k) formalizdldsa bonyo-
lultabb, ezért ezt itt nem is varjuk el kiilon pontokért (és ezért sem ez az ajanlott megoldds, hanem
az el6z6).

(2 pont) Mivel egy ilyen valészintiségi valtozé értéke 3 (a teljes pontszamért ezt indokolni kell)
(2 pont) és Y ~ Geo(1/6), tehat E(Y) = 6,

(1 pont) a teljes varhato6 érték tétele szerint

(1 pont) E(X) = E(E(X|Y)) = —12 000 + 1 000 - 3 - (E(Y) — 1) = —12 000 + 15 000 = 3 000.

A (b) részben szintén érdemes el@szor megnézni, hogy mi torténik, ha a cinkelt kockdt valasztja a
jatékos (ezt az eseményt tovabbra is C-vel jeléljiik), majd a ,Mivel C' és C teljes eseményrendszert
alkot” résztol ugyanigy megy a megoldas, mint az el6z6.

(2 pont) Ha a cinkelt kockat vilasztja, most barmely k € {1,2,...} esetén, feltéve, hogy Y =k, az 1. 2.,
1/6 1
5-1/6+p 5+ 6p

valoszintiséggel az 1 értéket.

..., k—1. dobas gy viselkedik, mint k—1 fiiggetlen valdsziniiségi valtozd, amelyek

1/64+p  1+6p
5-1/6+p 5+ 6p
(1 pont) Egy ilyen val6szintiségi valtozd varhat6 értéke

valoszintiséggel veszik fel a 2,3,4,5 értékeket és

1+ 6p 25: ko 154+6p 12p

5+ 6p 5+6p b5+6p  5+6p

k=2
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(2 pont) Mivel feltéve C-t (azaz a P(-|C) valdszinliségi mérték szerint) és tovabbd {Y = k}-ra
(k = 1,2,...) feltételezve X megegyezik k — 1 darab fliggetlen és ilyen eloszlast valdsziniiségi val-
tozb Osszegével

(1 pont) és Y ~ Geo(1/6 — p),

(1 pont) a teljes varhaté érték tétele szerint

(2 pont)

12p 1
E(X|C) = —12 000+ 1 000- (3 — - —1).
(X1 * ( 5+6p> (1/6—19 )

(4 pont) Innen lasd a ,Mivel C és C teljes eseményrendszert alkot” részt (tovabbi egyszerti algebrai
atalakitdsok még sziikségesek, de ezekre mar nem jar pont).
Harmadik megoldas:

Jelolje Y; az i-edik kor profitjat, ekkor ha Y Sandor profitja, akkor

(o @)
Y = Z Y;la
i=1
ezért -
E(Y) = Y E(Y)).
i=1

Ez utébbi 1épés jogossaga persze indoklasra szorul, ez azonban tulmutat a kurzus keretein, de a mér-

tékelmélet eszkoztaraval konnyen precizzé tehetd az érvelés. (Valojaban azt kell felhasznalni, hogy

=1 E(]Y;]) véges, ami az aldbbiakhoz hasonlé szamolasokbdl kovetkezik.)

Legyen H; az az esemény, hogy az elsé hatost az i-edik dobds el6tt kapjuk, ekkor a teljes varhaté érték
tétele szerint
E(Y;) =E(Y; | Hy) P(H;) + E(Y; | H;) P(H,).

Itt E(Y; | H;) = 0, hiszen a feltétel miatt megall a jaték az i-edik kor elétt. A H; feltétel viszont azt
jelenti, hogy az i-edig kérben dob a jatékos a korabbiaktdl fiiggetleniil, igy
— 1
E(Y; | H;) = 6(1 000 4 2000 + 3000 + 4000 + 5000 — 12 000) = 500,

i1
azaz E(Y;) = 500 - (Z) , ebbdl pedig

00 5 1—1 1
E(Y) =500 <6> =500 - —5 = 3000.
i=1 6

Ha a cinkelt kockéaval dobunk, és a profitot Z; ill. Z jeldli, akkor a fenti szdmolas a kovetkez&képp
moédosul:

1 1 1
E(Z; | Hi) = £(2000 + 3000 + 4000 +5000) ~ (6 —p> -12000 + <6+p> - 1000 = 500 + 13 000p,

és P(H;) = (1- (4 - p))i_l, tehét

[e'e} 1 1—1
IE(Z) _ (500+ 13000p) . ; (1 — (6 —p)) = (500+ 13000p) . - (1 - (% _p))

6
= (500 + 13000p) - ———.
(500 + p) T o
Persze a kockat is valasztjuk, igy ha X a tényleges profit, és C' az az esemény, hogy a cinkelt kockét
valasztjuk, akkor

4600 =E(X)=E(X |C)P(C)+E(X | C)P(C)

1 9
= — - (500 + 13 000p) - — 3000
10 (500 + P) 1—6p+10 '




BME VIK - Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 11. Januar 2024

tehat Atrendezve 6
190 = (5 + 130p) - —,
(5+130p) - 7— &

ebbol pedig 190 — 1140p = 30 + 780p, azaz 1920p = 160, vagyis p = 1—12



