Valészintiségszamitas és statisztika 2023. november 07.

Wiederholung der Klausur (Pé6tlé zarthelyi dolgozat)
Megoldéas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozéasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megolddsdanak részletes leirasa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gitmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az itmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gtmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Uber die Ereignisse A, B und C wissen wir, dass sie (gemeinsam) unabhingig sind und positive
1 1
Wahrscheinlichkeiten haben. Nehmen wir noch an, dass P(LAN BN C) = 3 -P(ANC) = 3 und

1
P(A|B) = 5 gelten.

(a) Bestimmen wir die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens eines der Ereignisse A, B und C
eintritt.

(b) Unter der Bedingung, dass das Ereignis A eintritt, was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass auch
C eintritt, B hingegen nicht?

(c) Sind die Ereignisse BN C und AN C unabhéingig?

Hinweis: Wenn wir uns auf die Unabhéngigkeit von Ereignissen beziehen, spezifizieren wir die betref-
fenden Ereignisse in jedem Schritt.

Megoldds:

(a) (12 pont)

(0 pont) A keresett valdsziniiség P(AU B U C).

(1 pont) A szita-formula szerint

(1 pont) PLAUBUC) =P(A)+P(B) +P(C) —P(ANB)—-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC).
(1 pont) Egyrészt P(ANBNC) =P(A)P(B)P(C),

(1 pont) mert A, B,C (egyiittesen) fiiggetlenek,

(1 pont) mérészt IP’(A NC)=PAPC),

(1 pont) mert A és C fiiggetlenek (Vagy itt is szabad az egytittes fiiggetlenségre hivatkozni).

(1 pont) Tehét PLAN BN C) = 1 - P(AN C) miatt P(B) = 1/2. (Ha az elébbi lépéseket egy kicsit
Osszevonja, az nem baj, de a teljes pontszémért mind a két szorzatra valé bomléast meg kell indokolni.)
(1 pont) P(A|B) =P(A) =1/2,

(1 pont) mert A és B fiiggetlenek (és P(B) > 0, de ha ezt nem irja oda, azért ne vonjunk le pontot).
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is j6, de arra is csak 1 pont jar).

(1 pont) Ezért P(C) = 1/2 (P(A)P(B)P(C) = 1/8 miatt — ha az mar szerepelt, akkor rendben van
tovabbi indoklas nélkiil is).

(0 pont) Az egyiittes fiiggetlenség miatt (vagy: kiilon-kiilon amiatt, hogy A és B, illetve B és C' figget-
lenek; erre itt nem adunk kiilén pontot, mert Gsszesen csak 20 pontot lehet adni, és ez a 1épés ugyanaz,
mint a fenti P(AN C) = P(A)P(C) indoklasa)

(1 pont) P(BNC)=P(ANB)=(1/2-1/2) =1/4.

(1 pont) Tehat (visszahelyettesitve a szita-formuldba) P(AUBUC) = 7/8. (Itt, miutan a képletre mér
adtunk pontot, az egyszerii részletszamitasokra nem jar pont, csak a végeredményre.)

(b) (4 pont)

(1 pont) A keresett (feltételes) valészintiség P((C'\ B)|A), avagy P((C N B)|A).

1. megoldds.

(1 pont) P((C N B)|A) megegyezik P(C \ B)-vel,

(1 pont) azaz P(C\ B) =P(C)—-P(BNC)=1/2—-1/4=1/4,

(1 pont) mivel A, B,C egyiittesen fiiggetlenek; avagy: mivel C, B és C'N B is fiiggetlen A-t6l (és igy
C'\ B is); avagy: mivel A, B és C is egyiittesen fiiggetlenek; avagy: mivel C, B és C' N B is fiiggetlen
A-t6l (és igy C'\ B is).

Ezért az 1 pontért nem varunk el kiilon indoklast arra, hogy A, B és C egyiittes fiiggetlensége akkor is
igaz marad, ha B-t B-re cseréljiik, azt viszont 1dtni kell, hogy itt az egyiittes fiiggetlenséget haszniljuk
és nem elég paronkénti fliggetlenségekre hivatkozni.

Nem jo (és ez az 1 pont nem is jar rd) azt mondani, hogy azért, mert B és C' is figgetlenek A-t6l; kell
az is, hogy BNC (és emiatt C'\ B) is fiiggetlen A-t6l. Hasonléan az sem elég, hogy B és C fiiggetlenek
A-t6l, az is kell, hogy B N C fiiggetlenek A-tél.

2. megoldds.

(1 pont) P(C'\ B|A) = ZUGH0A)

P(CNA)-P CNA
(1 pont) = (en )]P(/(lfm nA)

(1 pont) = % =1/4.

(c) (4 pont)

(1 pont) arra, hogy nem fiiggetlenek, ha van valamilyen indoklds (akar rossz indoklds esetén is, de
indoklas nélkiil nem jar pont).

(1 pont) A fuggetlenség azt jelentené, hogy P(ANC)N(BNC)) =P(ANC)P(BNC). (Itt az is jo,
ha egyb6l P(AN BN C)-t ir P(ANC) N (BN C)) helyett.)

(1 pont) P(ANC)N(BNC)) =P(ANBNC) = 1/8 (itt a pont akkor is jar, ha P(AN BN C)-t
korédbban rosszul szamolta ki, de az els 1épés jo),

(1 pont) viszont P(AN C)P(BNC) = 1/16.

2. Die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen X und Y ist in der folgenden Tabelle angegeben.

X
v 315
0 % a
I
bl g
2 0| c

(a) Bestimmen wir die Werte von a, b und ¢, falls P(X = 3) = 7/12 und E(Y) = 1/2 gelten.
(b) Sind X und Y unabhéngig?
(c) Berechnen wir E(XY).
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Megoldds:

(a) (8 pont)

(1 pont) P(X = 3)-at ugy kaphatjuk meg, hogy az X = 3-nak megfelel$ oszlopban szereplé értékeket
Osszegezzik, igy

(1 pont) b="7/12—1/2 =1/12. (Az el6z6 1 pont is jar, ha ez igy le van irva. Ha csak azt irja le, hogy
b =1/12, arra max. 1 pont.)

(1pont) 1/2=E(Y)=(0-P(Y =0))+1-P(Y =1)+2-P(Y =2)

(1 pont) =1/12+1/4 + 2¢,

(1 pont) és ezért ¢ = 1/12.

(Ha a varhaté érték altalanos képletét irja fel és utdna egybdl behelyettesit az P(Y = k) értékekbe, az
is jo. De ha csak a varhato érték altalanos képlete szerepel, azért nem jar pont. A szdmolds utolsé két
sora rovidithetd, de arra max. 1 pontot adjunk, ha az elsé sor utan egybdl a végeredmény jon.)

(1 pont) Végiil a tabldzatban szerepld szamok Osszegének 1-nek kell lennie (elég, ha ez impliciten ki-
deriil a megoldasbdl),

(1 pont) ezért a megegyezik 1 minusz a tabldzatban 1évé Gsszes tobbi szam Osszegével (ahol most mér
b= 1/12-rt és ¢ = 1/12-et is behelyettesitjiik).

(Elég, ha ez impliciten deriil ki a megoldasbdl, de ha az el6z6 is csak impliciten deriilt ki, akkor a két
lépésre egyiitt csak 1 pont jar.) (1 pont) tehat a = 1/12 (ez elfogadhaté tovabbi részletes szamolds
nélkiil is).

(b) (6 pont)

Onmagaban annak a kijelentésére, hogy nem fiiggetlenek, nem jar pont.

(1 pont) Nem fiiggetlenek, mert... (valahogy megindokolja; ez az 1 pont akkor is jar, ha amugy az
indoklés rossz)

(2 pont) Ahhoz, hogy fiiggetlenek legyenek, az kellene, hogy P(X =k, Y =1) = P(X = k)P(Y =)
minden k € {3,5} (vagy: minden k£ € Ran(X)) és [ € {0,1,2} (vagy: minden [ € Ran(Y)) esetén
teljesiiljon. Ez a két pont akkor is jar, ha a kovetkezd 1épésbol impliciten kideriil, hogy tudja, hogy mi
a fliggetlenség és az adott konkrét esetben igyekszik megcafolni, hogy teljesiil.

(3 pont) Viszont ez nem teljesiil, mert példaul... (valaszt egy megfelel6 (k,[) part, és és leirja, hogy
mennyi P(X = k,Y =) [a tdblazat alapjan, a) végeredményét felhaszndlva] — 1 pont, illetve leirja,
hogy mennyi P(X = k) és P(Y = [) [itt nagyon hosszan nem kell indokolni, de valahogy deriiljon ki,
hogy oszlop- illetve sordsszegzésrél van szd] — 141 pont.

Ha a peremeloszlasok megfelel6 értékeinél csak végeredményt kozol, akkor az utébbi 141 pontbdl csak
1 jar. Itt egy esetben lehetiink engedékenyebbek: ha a tablazatban szereplé O-s elemet valasztja és
csak annyit ir, hogy P(X = k), P(Y = [) # 0, amit elhihetiink anélkiil is, hogy kiszdmolnd ezeket a
peremvaldszintiségeket. )

(c) (6 pont)

(1 pont) E(XY) = 3 jcran(xy) P(XY = k). (Ha késébb kiderill, hogy ezzel a képlettel dolgozik, jir
ez az 1 pont is.)

(2 pont) Ran(XY') = {0,3,5,10} meghatdrozasara: itt elég a lehetséges értékeket felsorolni, de rész-
ben hibas megoldéds esetén csak akkor jar részpontszam, ha van indoklas. Az nem baj, ha a 6-ot is
beleveszi az értékkészletbe, ha utana kidertil, hogy P(XY = 6) = 0. Indoklés pl.: ha Y = 0, akkor XY
mindenképpen 0, ha Y =1, akkor XY =3, ha X =3, és XY =5, ha XY =5, végiil ha Y = 2, akkor
(XY =3,ha X =6¢és) XY =10, ha XY = 10.

(Ha ez kideriil, akkor a kovetkezd 1épés atugorhaté, illetve ha megvan a kovetkezd 1épés, az itt is in-
doklasnak szamit.)

(1 pont) Tehat (az a)-beli eredményeket is felhaszndlva) E(XY) = (0P(X = 3,Y = 0) + 0P(X =
5Y=0)+3P(X=3Y=1)+5P(X =5Y =1)(+6P(X =3,Y =2))+ 10P(X =5,Y =2)

(1 pont) = ({5 -0) + 75 - 3+ 5 - 5(+0 - 6) + {5 - 10

(1 pont) = 7/3(= 2,3 = 28/12) (tizedes és kozonséges tort alakban is j6, kerekitve is).

Megjegyzés: Természetesen tgy is jo, hogy E(XY) = > keRan(X) 2_lcRan(Y) EIP(X =k, Y =1). Eb-
ben az esetben XY értékkészletét nem sziikséges meghatdrozni, ha X és Y értékkészlete (legalabb
impliciten) helyesen szerepel.
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3. In einer Bibliothek kann jedes Buch in jedem Monat hochstens einmal, von hochstens einer Person
und nur fiir den entsprechenden Monat ausgeliehen werden. In die Bibliothek werden immer mehr
Biicher gebracht, aber die Anzahl der Besucher dndert sich nicht. Daher ist es mit der Zeit immer
weniger wahrscheinlich, dass jemand ein bestimmtes Buch in einem Monat ausleiht. Im k-ten Monat
(vom Anfang der Beobachtung an) gibt es 3k Biicher in der Bibliothek (k¥ € NT), und jedes von ihnen
wird in diesem Monat unabhéngig von den anderen Biichern mit Wahrscheinlichkeit 1/k ausgeliehen.

(a) Bestimmen wir die (prézise) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, dass mindestens 3 Biicher im
68. Monat ausgelichen werden. Was ist die Standardabweichung der Anzahl der ausgeliechenen
Biicher im 68. Monat?

(b) Schétzen wir bei einer grolen k durch eine geeignete Approximation die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses, dass mindestens 3 Biicher im k-ten Monat ausgeliechen werden.

Megolddas:

(a) (10 pont)

(0 pont) Jelélje X a 68. hénapban kivett konyvek szdmat (1 pont) Eszreveszi, hogy X eloszldsa bino-
mialis,

(1 pont) n(= 3k = 3-68) = 204 és p(= 1/k) = 1/68 paraméterekkel (ha annyit ir, hogy X ~
Bin(204;1/68), az elég).

(1 pont) A keresett valdsziniiség P(X > 3)

(I+41 pont) = (1 —-P(X <3))=1—-P(X =0) —P(X =1) - P(X = 2) (ha a késébbi szdmolasbdl
ez impliciten kidertl, az is elég — 1 pont a komplementer valdszintiségre, 1 pont a helyes kivonandé
értékekre)

(14141 pont) = 1—(*0%) (1-1/68)20 — (*9)(1/68)" (1—1/68)2%% — (*}*)(1/68)2(1—1/68)2°2. (Természe-
tesen szabad a (284)—8 szorzot elhagyni és a (2(1)4) helyett 204-t irni, a (234) helyett pedig 204 - 203/2-t.)
(1 pont) = 0,5785.

(1 pont) D*(X)(= np(1 — p)) = 204 - & - & = 2% (~ 2,9559),

(1 pont) tehat D(X) = /D2(X) =~ 1,7193. (Osszevonhat6 egy formulaba az elézével.)

(b) (10 pont)
(1 pont) arra az 6tletre, hogy Poisson-approximdciordl (a binomidlis eloszlds Poisson-approximéciéjarél)
van sz, még ha nem is jol csindlja a tovabbiakban.

kezeli az Y harom relevans értékét)
(1 pont) = 0,5768.

4. Wir warten auf einen Bus in der Haltestelle. Wir wissen, dass die Verteilung unserer Wartezeit stetig
und gedéachtnislos ist. Unter der Bedingung, dass wir schon 5 Minuten lang warteten, ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass wir noch mindestens 5 Minuten lang warten miissen, zweimal die (bedingte)
Wahrscheinlichkeit des Gegenteils dieses Ereignisses.

(a) Was ist der Erwartungswert unserer (totalen) Wartezeit?

(b) Ab einem bestimmten Tag warten wir jeden Tag einmal auf den Bus, die oben genannten An-
nahmen werden jeden Tag erfiillt und die Wartezeiten sind an verschiedenen Tagen unabhingig
voneinander. An welchem Tag miissen wir voraussichtlich zum ersten Mal mindestens eine halbe
Stunde warten? D.h.: bestimmen wir den Erwartungswert der Anzahl der Tage bis zum ersten
solchen Tag, wenn wir mindestens eine halbe Stunde warten miissen.
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Megoldds:

(a) (13 pont)

(0 pont) Jeldlje X a buszra val6 varakozas idétartamat (percben mérve), ekkor E(X)-et keressiik.

(1 pont) arra, hogy ha X folytonos és orokifju, akkor exponencidlis eloszlast (és az eloszlds A > 0
paraméterét kellene meghatarozni).

(2 pont) A feladat szerint P(X > 10/X > 5) = 2P(X < 10|X > 5). (Ha azt irja, hogy P(X >
10|X > 5) = 2P(X < 10|X > 5), az ugyanolyan jo, a feladatbd6l barmelyik kovetkezhet, de az eloszlas
folytonossaga miatt mindegy is.)

(2 pont) Az orokifjusdg miatt P(X > 10|X > 5) = P(X > 5),

(1 pont) ami a folytonossidg miatt megegyezik P(X > 5)-tel (elég, ha ez a késébbi szamitdsokbol
impliciten kidertl).

(2 pont) gy P(X < 10[X >5) =1 —P(X > 10|X > 5) = 1P(X > 10|X > 5) (az elsd 1épés azért igaz,
mert A — P(A|X > 5) egy valdszinliségi mérték F-en, de nem varjuk el, hogy ezt odairjak, csak azt,
hogy jol hasznaljak, igy tovabbi indoklas nem sziikséges).

(1 pont) Tehat P(X > 5) = 2/3,

(1 pont) vagyis 1 — Fx(5) = e = 2/3,

(141 pont) tehat A = 11In(3/2) (avagy A = —%1n(2/3)). (1 pont a helyes végeredményre, 1 arra, hogy
valahogy atalakitja — elég egy kozbiilsé 1épés, nem kell részletesen, nem kell kiirni, hogy az exp./log.
fiiggvény szigort monotonitasat hasznaljuk.)

(1 pont) Ebb6l kovetkezik, hogy E(X) =1/A =5/1n(3/2) ~ 12,33 perc a keresett varakozasi idé.

(b) (7 pont)
(2 pont) Jeldlje Y azon nap sorszamat, amikor elészor kell legalabb fél érat varakoznunk. Ekkor Y
geometriai eloszlasu,

(1 pont) az eloszlas paramétere pedig p = P(X > 30)

(1 pont) = 73 (Ha P(X >t) = e vagy P(X > t) = e~ az a) megolddsidban mar szerepel, akkor
ezt a pontot meg lehet adni.)

(1 pont) = 64/729 = 0,0878 (j6 tizedes és barmilyen kézonséges tort alakban is, az eloszlasfiiggvény
folytonossagara nem jar még egyszer pont.).

(1 pont) Ezért E(Y) =1/p

(1 pont) = 729/64 = 11,390625.

5. Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X ist

0, falls t < 0,

%, falls 0 < ¢ < 1/2,
Fx(t) = i, falls 1/2 <t < 2,

(t _41)2, falls 2 < ¢ < 3,

1, falls t > 3.

(a) Zeigen wir, dass X absolut stetig ist.
(b) Bestimmen wir die Dichtefunktion von X.

(c) Berechnen wir den Erwartungswert von X.

Megoldds:

(a) (6 pont)
1. (legcélszeriibb) megoldds:

(2 pont) Az el6adason tanult tétel szerint ha F'x folytonos és véges sok pont kivételével differencialhatd,
akkor X folytonos val. valtozé. (Ebbél nem lehet részpontszéamot adni, a részben helyes megoldasokrél
lejjebb lesz sz6.)
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(1 pont) arra, hogy megindokolja, hogy a szakaszhatarokat kivéve (vagy: konkrétan kifejezett nyilt in-
tervallumokban) az eloszlasfiiggvény folytonos, pl. mert folytonos fliiggvények kompozici6ja, vagy mert
(szakaszonként) polinom stb. Ha csak a konstans szakaszokon val6 folytonossidgot nem indokolja, azért
nem vonunk le pontot.

(141 pont) Osszesen arra, hogy a folytonossig a szakaszhatdrokon is teljesiil, ugyanis lim,_,;/, v/2 =
lim, ,o(x — 1)2/4 = 1/4 és lim, 0 2/2 = 0, lim,_,3(z — 1)?/4 = 1: 1 pont &sszesen a bels6 konstans
szakasz hatarara és 1 pont Osszesen a kiilsé hatarokra. (Ha nem szerepel az 6sszes ilyen részletesen
leirva, de latszik, hogy elgondolkodott rajta, hogy a folytonossagnak minden szakaszhataron teljesiilnie
kell és a kozépsé konstans szakasz mindkét végpontjaban 1/4-nek kell lennie, akkor az is elég. Az se
baj, ha nem hatérértékekkel irja, hanem a fiiggvényértékeket behelyettesiti a szakaszhatér pontokba.)
(1 pont) arra, hogy a szakaszhatérok kivételével az eloszldsfiiggvény mindenhol differencidlhaté (mert
differencialhaté fiiggvények kompozicidja, vagy odairja, hogy mi a derivélt, ldsd b) rész — azért megint
ne vonjuk le az 1 pontot, ha csak a konstans szakaszokat felejti ki).

2. megoldds:

(2 pont) Egy valésziniiségi valtozé (definicié szerint) pontosan akkor folytonos, ha létezik olyan fx
(stirliség)fiiggvény, amelyre Fx(t) = [*_ fx(s)ds, minden t € R-re.

(1 pont) arra az otletre, hogy ennek az fx-nek az eloszlasfiiggvény derivéltjanak kell lennie a szakasz-
hatarokon kiviil.

Sajnos innentdl kezdve ez a megoldas bonyolultabb, mint az el6z6, mert azt is ellendrizni kell, hogy ha
a kapott fx-et —oo-t6l t-ig visszaintegraljuk, akkor tényleg F'y (t)-et kapjuk, minden t € R esetén.

(1 pont) Gsszesen a derivalt meghatarozaséara, legaldbb a nemkonstans szakaszokon.

(2 pont) arra, hogy ellenérzi (szakaszonként, és itt a konstans szakaszok kifelejtése esetén is vonjunk
le legaldbb egy pontot), hogy Fx(t) = [*_ f(s)ds. A szamitdsokat itt nem részletezziik, mert ez nem
a legjobb megoldas, lentebb a (b) megolddsanal szerepel a stirliségfiiggvény, azt kell integralni —oo-tél
t-ig.

Megjegyzés: Ha a derivaltat nem szamolja ki, de részletesen indokolja, hogy F'x miért differencidlhaté
véges sok pont kivételével minden pontban (viszont hidnyzik az el6adasbeli tétel és/vagy F'x folytonos-
sdgat nem vizsgalja meg), akkor max. 4 pont: a derivalt meghatarozédsa helyett a differencidlhatésig
indoklésara adhatunk itt egy pontot.

(b) (5 pont) — ha az eloszlasfiiggvényt mar kordbban derivalta, az ott kiszamitottakat vegyiik itt is
(tovabbi pontokért) figyelembe.

(1 pont) A stirliségfiiggvény megkaphat6 gy, hogy az eloszlasfiiggvényt derivaljuk, ahol pedig nem
differencialhaté, oda O-t frunk. (Ha ez impliciten vagy csak az a) megoldasabdl deriil csak ki, az is
rendben van. A 0 helyett természetesen irhatunk mast, a kovetkezOkben megadott képletektdl csak a
szakaszhatarokon eltéré képleteket is elfogadjuk.)

(2 pont) Igy tehat fy(t) =0, hat <0,1/2 <t <2vagyt >3 (ebbdl 1 pont jar a két szélsé és 1 pont
a kozéps6 konstans szakaszra).

(1 pont) Ezenkiviil fx(¢) =3, ha 0 <t <1/2

(1 pont) és fx(t) =5t ha2 <t < 3.

1 pont) E(X) = [ tfx(t)dt

2 pont) = 01/2 %dt + f23 t(t;)dt. (Ha ez helyes, akkor az el6z6 1épésre is meg lehet adni az 1 pontot.)

)

) Jo!? Lt =[]y

1 pont) (=1/16 —0) = 1/16(= 0,0625).
)
)
)

> t(tQ_I) dt = [3 %—‘tdt = [§t3 — 1t%3 (vészpontszdm adhato)

1pont) (=3 —9—35+1) = 2(=1,9167).
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*6. In der Ebene wihlen wir einen Punkt A zufillig auf der Strecke zwischen den Punkten (1/2;0) und
(1;0) und (unabhéngig von A) einen zufilligen Punkt B auf der Strecke zwischen dem Ursprung und
dem Punkt (0;1). Sei X der Tangens des Winkels ZABO. Geben wir die Verteilungsfunktion von X
an.

Megoldds:

(0 pont) Jeloljiik a-val az A pont origdtdl valo tavolsagat (vagyis az A pont x koordindtajat) és b-vel
a B pont origtdl vald tdvolsagat (vagyis a B pont y koordinatajat).

(1 pont) Az ABO szognek, amit itt a mintamegolddsban az egyszeriiség kedvéért a-val fogunk jel6lni,
a tangense X = a/b.

(1 pont) Mivel a € (1/2,1) és b € (0,1), Ran(X) = (1/2,00) (elég, ha ez kés6bb implicit médon
kidertil).

(1 pont) Ezért Fx(t) = P(X <t), (ez elég, ha implicit médon kideriil valamikor a megoldés soran)

(1 pont) ami 0-val egyenld, ha ¢ < 1/2. (Ezt ki lehet hozni kés6bb a geometriai valészinliségi mezds
szamitasokbdl is.)

(2 pont) Ha t > 1/2, akkor Fx(t) =P(X <t)=P(a/b<t)=P(b > a/t).

(1 pont) A véletlen kisérlet megfelel egy véletlen (a,b) pont vélasztasinak (kétdimenzids egyenletes
eloszlassal) az (1/2,1) x (0,1) (nyilt) téglalapon. (Elég, ha ez kés6bb implicit médon deriil ki; ugyanez
vonatkozik a kovetkez6 négy részre is, itt a pontozas elve nagyon hasonlé a zh 1. feladataéhoz.

Azért ide irom ezt a megoldasban és nem az F'x kiszamitisanak kezdete elé, hogy hangsilyozzam,
hogy a fenti pontokat akkor is meg lehet kapni, ha nincs meg a megfelel§ valésziniiségi mez6.)

(1 pont) Ez a téglalap az Q eseménytér.

(2 pont) Geometriai valésziniiségi mezé esetén a valdszintliség = Tk%gm

(1 pont) T = 1/2.

(1 pont) A kedvezd teriilet az ) téglalapnak a b = a/t egyenes f61é es6 része.

(t <1/2 esetén az egyenes az  nyilt téglalapot nem metszi — ezt akkor kell odairni, ha korabban nem
szamolta ki, hogy Fx(t) =0, ha t <1/2, erre 1 pont jar.)

(2 pont) 1/2 <t <1 (vagy 1/2 <t < 1) esetén az egyenes a téglalapot a bal oldaldn, az (1/2,1/(2t))
pontban és a fels6 oldalan, a (¢,1) pontban, mig t > 1 (vagy ¢t > 1) esetén a bal oldaldn, szintén az
(1/2,1/(2t)) pontban és a jobb oldaldn, az (1,1/t) pontban metszi. (¢t = 1 esetén a két esetre vonatkozo
nem bal oldali metszéspontok igy egybeesnek és (1,1)-gyel egyeznek meg, de ezt nem kell hangsiilyoz-
ni.)

(Ha nincsenek meg a metszéspontok, de az megvan, hogy van egy esetszétvéalasztds a metszett oldalak
szerint 1/2 < t < 1 és ¢t > 1 kozott, arra jar 1 pont. Ha a késébbi szamitasokbdl vagy abrakbol a
metszéspontok /relevans metszett oldalhosszak is kidertilnek, akkor meg lehet adni a masik pontot is.)
(2 pont) J6 dbra (és megfelelé jelmagyarazat esetén erre is meg lehet adni az el6z6 2 pontot a szoveges
magyarazat helyett, az ott leirt részpontszdm-szabély alapjan. Ha a metszéspontok/relevans szakasz-
hosszak nincsenek odairva az abraba, de mashonnan kidertiilnek, az nem baj. S6t ha nincs abra, de
szovegesen minden le van irva, ami az 4brdbdl deriilhetne ki, az is OK.).

(1 pont) Innen 1/2 <t < 1 esetén (Fx(t) =)P(b>a/t)=2((1 —1/2t)-(t—1/2)-1/2)

(1 pont) =t —1+ 4.

(1 pont) Tovdbba t > 1 esetén (Fx(t) =)P(b > a/t) = 2-((1 —1/t) - 1/24 (1/t — 1/(2t)) - 5 - 1).
(Méshogy is ki lehet szamolni a kedvez§ trapéz teriiletét.)
(

1 pont) =1— 2.



