BME VIK - Valészintiségszamitas és statisztika 2023. oktéber 24.

Klausur (Zarthelyi dolgozat)
Megoldéas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozéasi itmutatd célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsdnak f6bb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az Gtmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gitmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédé gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa nélkiil nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az dtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra tobb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtébb részpontot éro
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximdlis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszdmolasonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas lényegesen egyszerusiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriltek, nem jar pont.

1. Im Wald kommen zwei verschiedene Arten von Kleinkatzen vor: Hauskatzen und Wildkatzen. Die
Wildkatzen ergeben 10% der ganzen Population. Alle Wildkatzen und im Durchschnitt eine von 5
Hauskatzen sind getigert.

(a) Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine aus dem Wald zufillig gewdhlte Katze getigert
ist?
(b) Im Wald erblicken wir zufillig eine getigerte Katze, aber sie ist zu weit, und wir kénnen nicht

entscheiden, ob sie eine Wildkatze oder eine Hauskatze ist. Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
das wir eine Hauskatze sehen?

(c) Eine Katze wird aus dem Wald zuféllig gewéhlt. Entscheiden wir, ob die folgenden Ereignisse
unabhéngig sind:
A = { die gewihlte Katze ist nicht getigert } und B = { die gewéhlte Katze ist eine Hauskatze }.

Megolddas:

A megoldéasban az egyszeriiség kedvéért hasznédljuk a (c) feladatban szereplé A és B eseményeket. Ez
természetesen nem elvaras, mashogy is lehet jelolni az eseményeket.

(a): 9 pont

(1 pont) A keresett valészintiség P(A) (vagy valahogy a sajat jelolése szerint lefrja, hogy mit keresiink
— ha ez kés6bb kideriil, akkor nem baj, hogy nem szerepel az elején expliciten).

(1 pont) P(B) = 9/10,

(1 pont) tehat P(B) = 1/10.

(1 pont) P(A|B) =1/5

(1 pont) és P(A|B) = 1.

(1 pont) Mivel B és B teljes eseményrendszert alkotnak (diszjunktak és uniéjuk ©Q — ezt nem kell
részletezni, de valami indoklas kell, hogy miért haszndlhaté a TVT),

(1 pont) a teljes valésziniiség tételébdl

(1 pont) P(A) = P(B) P(A|B) + P(B) P(A|B)

(Opont) = -1 4+ L .1



BME VIK - Valészintiségszamitas és statisztika 2023. oktéber 24.

(1 pont) = % = 0,28. (Tizedestort és barmilyen kozonséges tort alakban is jok az eredmények, a
feladat tovabbi részeiben is.)

b): 5 pont
1 pont) A keresett (feltételes) valészintiség P(B|A).
1 pont) A Bayes-tétel (vagy: Bayes-formula, egyszerii Bayes-tétel) szerint
T P(A|B)P(B . (s = P(A|B)P(B .
2 pont) P(B|A) = F(ATE) ]I”((B‘)-gP((Z\)E) 55 (elég, ha azt irja, hogy P(B|A) = %, mivel ennek a
nevez6jét az (a) részben mar kiszamoltuk)
1.9

— 5 1
(0 pont) = %%H_%
(1 pont) = 77 = 0,6429.

(
(
(
(

(c): 6 pont

Onmagaban arra, hogy kimondja, hogy nem fiiggetlenek, nem jar pont.

(1 pont) arra, ha kimondja és van valami indoklas, akkor is, ha az nem (teljesen) j6.

Indoklas: 1. megoldds.

(1 pont) A fiiggetlenség azt jelentené, hogy P(AN B) = P(A) P(B).

(1 pont) P(4) = 1 — P(A) = 1,

(1 pont) és ezért P(AN B) P(A|B)P(B),

(1 pont) ahol P(A|B) =

(1 pont) és igy P(AN B) 2.5 =B +£PUAPB) =1 2 = B (itt a pont csak annak a megdl-
lapitasara jar, hogy a sziikséges szamitasokat mar elvégeztiik és a két oldal tényleg nem egyenl6, nem
is musz&j, hogy a 18/25 és a 81/125 végeredmények ott legyenek).

2. megolddas.

(1 pont) A fiiggetlenség azzal ekvivalens, hogy P(A|B) = P(A),

(1 pont) mivel P(B) > 0 (ezt nem lehet megkeriilni azzal, hogy ,impliciten szerepel a megoldasban”!).
(1 pont) P(4) = 1 - P(A) = 1,

(2 pont) viszont P(A|B) = 4/5 # 38

3. megoldds.

(1 pont) A fiiggetlenség azzal ekvivalens, hogy P(B|A) = P(B),

(1 pont) mivel P(A) > 0 (ezt nem lehet megkeriilni azzal, hogy ,impliciten szerepel a megoldasban”!).
(1 pont) P(B|A) =1,

(1 pont) mert... (Bayes-tétellel vagy anélkiil, de megindokolja, hogy nem cirmos macskaféle nem lehet
vadmacska).

(1 pont) Igy P(B|A) # P(B) = 1.

Tovdbbi lehetséges megolddsok. A és B pontosan akkor fiiggetlenek, ha A és B fiiggetlenek, avagy ha
A és B, avagy ha A és B. Erre jar 1 pont, ezutdn pedig annak megindokoldsira, hogy az emlitett
ekvivalens fiiggetlenség nem &ll fent, tovabbi 4 pont (az (a)-ban méar megkapott eredmények miatt
A-val kénnyebb dolgozni, mint A-val).

2. Zwei reelle Zahlen werden im Intervall [0; 1] unabhéngig und (uniform) zuféllig ausgewahlt. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit wird die Summe der zwei Zahlen grofer als zweimal die Differenz der grofleren und
kleineren Zahl?

Megoldds:

(2 pont) A véletlen kisérlet megegyezik egy véletlen pont valasztéséval a [0, 1] x [0, 1] négyzetben.

(1 pont) Ez az € eseménytér.

(2 pont) (z,y)-nal jelolve a véletlen pontot a négyzetben, a kedvezé teriilet a négyzetnek az a része,
aholx >yésx+y>2x—y)vagyy>xésaz+y>2y—x).

(2 pont) arra, hogy ezeket az egyenleteket az dbra elkészitéséhez/kedvezé teriilet kiszamitasahoz hasz-
nalhaté alakra hozza: x >y > x/3 vagy y > = > y/3. (Vagy z-et fejezi ki y fiiggvényeként, hasonldan.)
(2 pont) A kedvezd teriilet tehdt a négyzetnek az y = /3 és az y = z, illetve az y = z és az y = 3z
egyenesek kozé esO része.



BME VIK - Valészintiségszamitas és statisztika 2023. oktéber 24.

(3 pont) j6 dbra

(3 pont) Geometriai valészinliségi mez6 esetén a valoszinliség = Tl‘%{;‘m

(1 pont) Thedvess = 1 — Tiedvesstien

(1 pont) T =1

(2 pont) Tkedvezétien = 2 X % = 1/3 (valahogy kidertil, hogy két derékszogli haromszog teriiletének

Osszegét szamolja, megfelelé oldalhosszakkal)
(0 pont) ezért Tkedvezs = 2/3
(1 pont) és igy a kérdezett valdsziniiség is 2/3.

Ha egybdl a kedvezétlen tertiletet kezdi el koriilirni a kedvezd helyett, az is j6. Ha méshogy szamolja
a kedvez6 tertiletet, az is jo.

Megjegyzés: Mivel a geometriai valdszintiségi mez6s feladatok megoldasait a gyakorlatokon is ritkan
irtuk fel ennyire részletesen, ebben a feladatban azokra a lépésekre is jar a pont, amiket a hallgaté
nem irt fel expliciten, de a kés6bbi megoldasbdl egyértelmiien kideriil, hogy jél hasznalta 6ket. Pl.
ha kihagyja az els6 1épést, de utdna a megfelel6 médon rajzol dbrat/szamol teriileteket, akkor ez a 2
pont is jar, vagy ha nem irja fel, hogy mi €2, de kés6bb vilagos, hogy jél hatarozza meg a teriiletét
(és nem csak véletleniil jon ki neki 1 megolddsként), akkor arra is jar pont stb. stb. Ha nincs abra,
de a szovegbdl/szamitasokbdl kideriil, hogy a megfelel6 sikidomok tertiletét szamolja, akkor az dbréara
is adjunk pontot. Ha azonban a késébbi lépés, ami a hidanyzé jo, de expliciten nem szerepl6 1épést
hasznalné, hibas, akkor sajnos a hidnyzé 1épésre sem lehet pontot adni.

3. Anna, Bea und Christa spielen ein Kartenspiel mit einem ungarischen Spielkartenpaket. Nach der
Mischung bekommt jede von ihnen (gerade) 8 Karten (und 8 Karten werden nicht verteilt). Was ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass

(a) es kein Blatt der Farbe "Herz" nach der Verteilung in der Hand von Anna gibt?
(b) es kein "Herz" nach der Verteilung in den Handen von Bea und Christa gibt?

(c) jede Spielerin mindestens ein "Herz" nach der Verteilung in ihrer Hand hat?

(Ein ungarisches Spielkartenpaket besteht aus 32 Blittern, von denen genau 8 Blétter die Farbe "Herz"
haben.)

Megoldds:

(a) (5 pont)
(1 pont) Jeloljiik rendre A-val, B-vel és C-vel azt az eseményt, hogy Annanal, Beandl, illetve Christa-
nal van piros lap. Ekkor a P(A) valdszintiséget keressiik.
1. megoldas.
(1 pont) Az otlet az, hogy nézziik meg, hogy melyik 8-as blokkban lehetnek piros lapok (az Annénak,
Bednak, illetve Christdnak osztottak és a maradék, ki nem osztott 8 koziil).
(1 pont) Itt a kedvezd lehetéségeket az adja, amikor csak Bednal, Christanal és a maradékban lehet
piros lap, tehat (284)—féleképpen oszthatjuk el a piros lapokat.
(1 pont) Az sszes lehetéséget az adja, hogy barmelyik 8-asban lehetnek piros lapok, tehét (382) lehe-
t6ség van.

: . e - _ (3
(1 pont) Igy tehdt a keresett valésziniiség P(A) = (&8

8

~—

2. megoldds.

(1 pont) Ahhoz, hogy Annandl ne legyen piros lap, az kell, hogy a 24 nem piros lap koziil kapjon 8-at,
mig 6sszesen 32 lap van (és ha ez teljesiil, akkor a maradékbél Bea és Christa barmit kaphat), mig az
Osszes lehetOséget az adja, hogy 32 lapbdl huz 8-at, tehat

(2 pont) P(A) =
(1 pont) (= ity
3. megoldds.

(1 pont) Tegyiik fel (az altalanossdg megszoritasa nélkiil, a jatékosok kozti szimmetria miatt), hogy
Anna, Bea, Christa sorrendben osztjuk ki a lapokat. Ha Annéndl nincs piros lap, § a 24 nem piros
lap koziil kap 8-at, majd Bea a még ki nem osztott 24 lap koziil 8-at, majd Christa a maradék 16 lap

—~

382) (ha ezt helyesen felirja, akkor jar az el6z6 1 pont is szoveges indoklas nélkiil is)
8

~—

~ 0,0699.
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koziil 8-at. Az Osszes lehetOséget pedig az adja, hogy Anna a 32 lapbdl kap meg 8-at, Bea a maradék
24-bél 8-at, majd Christa a még mindig fennmaradé 16-bol 8-at.

_ (284) 284 16

(2 pont) Tehéat P(A) = (32)(24%1%; (ha ezt helyesen felirja, akkor jar az el6z6 1 pont is szoveges indoklds
8

8 8
nélkiil is)
(1 pont) (= ) ~ 0,0699.

Ha mashogy szdamolja ki, de j6l megindokolja, az is rendben van.

(b) (5 pont)

(1 pont) Az el8bbi jeloléssel most P(B N C)-t keressiik.

1. megoldds.

(2 pont) Az el6bbi 1. megoldas gondolatmenete alapjan most az adja a kedvezé lehet&ségeket, ha csak
Anna lapjai és a ki nem osztott 8 lap kozott lehetnek pirosak.

(1 pont) Ez tehdt (186) lehetdség.

(0 pont) Az 6sszes lehetdség szama még mindig (382). .

(1 pont) Igy tehat a keresett valészintiség P(B N C) = E;‘Qg

2. megoldas. ’

(1 pont) Tegyiik fel most (az dltaldnossidg megszoritasa nélkil), hogy Bea, Christa, Anna sorrendben
osztjuk ki a lapokat. Ahhoz, hogy se Beanal, se Christanal ne legyen piros lap, az kell, hogy Bea a 24
nem piros lap koziil kapjon 8-at, Christa pedig az ezutan fennmaradé 16 nem piros lap koziil 8-at (ami
utdn Anna barmit hizhat a maradékbdl), mig az Gsszes lehet&séget az adja, hogy Bea 32 lapbdl, majd
Christa az 4ltala nem hiizott 24 lapbdl hiiz 8-at (Anna pedig ezutdn barmit hizhat a maradékbdl).

L 24\ (16
(2 pont) Tehat P(BNC) = Eg?gggﬁl; (ha ezt helyesen felirja, akkor jar az el6z6 1 pont is szoveges
8 8

indoklas nélkiil is)
(1 pont) (= 82 ~ 0,0012.
3. megoldds. Ugyanez, csak az (a) 3. megolddsidhoz hasonlbéan az Osszes jatékos huzdsira val6 lehetd-

ségek szaméat figyelembe vessziik, {gy az Osszes kedvezd eset szamanak (284) (186) (186) és az Osszes eset

szadmdanak (382) (2; ) (186) felel meg.

(c) (10 pont) (1 pont) A keresett valészintiség P(AN BNC).
(1 pont) Osszesen arra az Otletre, hogy a komplementer esemény valdszintiségét kellene kiszdmolni és
a valészinfiség 1 —P(ANBNC)=P(AUBUCQC).
(1 pont) dsszesen arra, ha valahogy kideriil a megolddsbdl, hogy P(A) = P(B) = P(C) és P(AN B) =
P(ANC)=P(BnNC).
Ha ezt nem veszi észre, de kiilon-kiilén mindet kiszamolja, jar ez az 1 pont.
(1 pont) A Poincaré-formula szerint
(1 pont) PLAUBUC) = (P(A) +P(B) +P(C) —P(ANB) —P(BNC) —P(ANC)+P(ANBNC)) =
3P(A) -3P(BNC)+P(ANBNC).
(1 pont) Leirja, hogy P(A N B N C)-t milyen gondolatmenet alapjan lehet kiszamolni.
A korabbi 1. megolddsokra emlékeztetd megoldds: Most mind a 8 piros lapnak a nem kiosztottak k6zott
kell lennie (vagyis pontosan a piros lapokat nem osztjuk ki). Ez 1 lehet6ség, mig az Gsszes lehetOség
szdma, tovabbra is (382).
A kordbbi 2. megolddsokra emlékezteté megoldds: Ha az P(AN B N C) esemény bekovetkezik, akkor
pl. Anna, Bea, Christa sorrendben kiosztva a lapokat, Anna a 24 nem piros lapbdl kap nyolcat, Bea
a 16 maradék nem pirosbol 8-at és Christa megkapja a fennmaradd 8 nem piros lapot, mig az Gsszes
lehet&séget az adja, hogy Anna 32, Bea az dltala nem hizott 24 és Christa az altaluk nem huzott 16
lapbdl kap 8-at. Ezért

ANBAE) - L AABAT) = EE) e -
(2 pont) PLANBNB) = &) avagy P(ANBNC) = eEhy (ha ezek valamelyikét helyesen felirja,
akkor jar az el6z6 1 pont is8 szoveges indoklas nélkiil is)
(1 pont) (= 28 ~ 9,507 - 1076.
(1 pont) Behelyettesitve a fenti formuldkba, P(AN B)(=1—-P(AUBUC) = ... = 0,7939.
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Eqgyéb megjegyzések a pontozdshoz. Ha teljesen rossz eseménytérrel szamol, de az kideriil, hogy klasszi-
kus a valdsziniiségi mez6 / kedvezd és Osszes esetek szamdanak ardnyaval probal szdmolni, akkor max.
1 pont.

Tudomasul vessziik, hogy egyszerlibb szdmolégépek is tudnak binomidlis egyiitthatékat kiszdmolni,
emiatt a zardjelben szereplo, faktoridlisokbdl allé kifejezéseket nem muszaj kiirni.

Ha valahogy brute force-szal Poincaré nélkiil kiszdmolja helyesen a keresett valésziniiségeket (ami elég
valészintitlen), azért jar a max. pont is, ha kelléen megindokolja.

4. Das Organisationskomitee einer Veranstaltung soll zwischen zwei Programmen wéhlen, sie werden als
Programm A und Programm B bezeichnet. Jedes der 9 Mitglieder des Komitees soll fiir gerade eine
Moéglichkeit votieren, keine Enthaltung ist méglich. Drei Mitglieder votieren sicherlich fiirs Programm
A, und zwei Mitglieder wissen schon, dass sie das Programm B wéihlen werden. Vier Mitglieder sind
aber unsicher, deshalb werfen alle von ihnen unabhingig voneinander eine reguldre Miinze, und sie
votieren folgenderweise: falls der Wurf eines Mitglieds einen Kopf gibt, dann wéhlt er/sie das Programm
A, sonst das Programm B. Sei X die Anzahl der Mitglieder, die fiirs Programm A votieren.

(a) Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine der zwei Optionen mindestens drei Stimmen mehr
erhélt, als die andere?

(b) Geben wir die Verteilung der Variablen X — 3 zusammen mit ihrem/ihren Pramater(n) an.

(c) Sei Y die Anzahl der Mitglieder, die das Programm B wéhlen. Bestimmen wir die gemeinsame
Verteilung der Variablen X und Y und die entprechenden Randverteilungen. Geben wir das
Ergebnis moglichst in einer Tabelle an (es ist aber auch geniigend, die Wahrscheinlichkeiten
P(X =k, Y =1), P(X = k) und P(Y =) nur fiir solche Zahlen k und ! anzugeben, fiir die diese
Werte positiv sind).

Megolddas:

Ami zaréjelben van, azt nem muszaj odairni.

(a) (7 pont)

(1 pont) P(t6bb mint két szavazattal nyer valamelyik opcié) = P(A nyer t6bb mint 2 szavazattal)

+ P(B nyer t6bb mint 2 szavazattal).

(Ha a kovetkez6 1épések jok, ezt at szabad ugrani pontlevonds nélkiil.)

(1 pont) P(A nyer tobb mint 2 szavazattal) = P(A-ra (pontosan) 6-an szavaznak)

+P(A-ra 7-en szavaznak)
P(A-ra 3 bizonytalan szavaz) 4+ P(B-re 4 bizonytalan szavaz) (=P(X =6) +P(X = 7))

1+1 pont) = (: )(%)4 + (j:) (%)4 (a (ﬁ) helyett 4, a (j:) helyett 1 vagy semmi is j6 persze)

0 pont) = £ (= 0,3125).

1 pont) Hasonloan P(B nyer tobb mint 2 szavazattal) = P(B-ra (pontosan) 6-an szavaznak)
P(A-ra 0 bizonytalan szavaz)) (= P(X = 3)).

1 pont) = (5)(3)"

0 pont) = 15,

(1 pont) tehat a keresett val6szintiség 3/8(= 0,375, mas kozonséges tort alakban is jo).

Ha valamiért kiilon-kiilon szamolja ki, hogy mi a valdsziniisége, hogy A, illetve B legaldbb 2 szavazattal

nyer, és nem adja Ossze ezeket, azért 1 pontot vonjunk le.

(=
(
(
(
(=
(
(

(b) (3 pont)

(2 pont) (X —3) ~ B(4;1/2) (1 pont arra, hogy binomialis, tovabbi 1 pont arra, ha mindkét paraméter
jo és vilagos, legalabb impliciten, hogy melyik az n és melyik a p),

(1 pont) mert... (valahogy megindokolja, hogy 4 fiiggetlen kisérletet végziink és mind 1/2 valészini-
séggel sikeriil, ahol a siker az, hogy egy adott bizonytalan fejet dob, és X — 3 a sikerek szdma. Nem
baj, ha az indoklds nem egészen teljes, de indoklds hidnydban nem jar a pont).

J6 megoldés az is, hogy P(X — 3 = k) hidnyz6 értékeit (amiket még nem szamoltunk ki az (a)-ban:
E=1,2) kiszémolja és uténa éllapitja meg, hogy pont a B(4' 1/2) Sl’ﬂyfiiggvényét kapta. Ebben az
értékek kiszamitasara.

Ha valaki tokéletesen megadja X — 3 eloszldsat (pl. a silyfiiggvény 6sszes nem 0 értékével), de nem
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irja oda, hogy binomidlis, vagy odairja, de azt nem, hogy milyen paraméterekkel, arra 2 pont jar. Eb-
bél részpontszam adhat6 (pl. ha egy-két értéket kifelejt, de nem tobbet, vagy ha leirja minden egyes
értékhez a kedvezd esetek szamat, de nem magukat a valdsziniiségeket stb.).

(c) (10 pont)
A helyes tédblazat (peremeloszldsokkal egyiitt):

X

v 3140516 7| fy
9 olololol ]2
16 || 16

T T

3 ololol=]o0 | =
4 4

3 3

4 olol2]o] o] 2
8 8

T T

5 ol=lolol] o | =
A 1

T T

6 —lololo]o |l =
16 16

T [T 3T 1

— 1212z =la
Ix 16|4|8|4]16 (1)

A téblazatban szerepld értékek indoklasardl lasd a kovetkezd gyorsitott pontozdsi dtmutatdt.

Gyorsitott pontozdsi utmutato tokéletes egytittes eloszlas esetén (ha P(X = k,Y = [)-re minden olyan
(k,l)-re helyes érték szerepel, amelyre az nem 0):

(3 pont), ha az egyiittes eloszldsban szerepld pozitiv értékek helyesek, akar mindenfajta indoklas nélkiil
is. A feladat megfogalmazdsa miatt nem jar levonds azért, ha csak ezeket szamolja ki és nem emliti
meg, hogy minden mas kimenetel valészintisége 0.

(1 pont) annak megemlitésére, hogy P(X =3,Y =6), P(X =6,Y =3) és P(X =7,Y = 2) értékeit
mar kiszdmolta az (a) vagy a (b) részben, vagy ha nem szdmolta még ki, akkor ezek kiszamitdsdra
osszesen. Ha (a)-ban vagy (b)-ben mar észrevette, hogy tulajdonképpen ezeket a valdsziniiségeket sza-
molta ki, az is jo.

(1 pont) P(X = 4,Y = 5) kiszdmitasara (itt természetesen lehet a (b)-re hivatkozni és azt mondani,
hogy ez P(X = 4), avagy P(X —3 = 1), de nem muszdj. Elég, ha az szerepel, hogy P(X =4,Y =5) =
(L)t =1/4).

(1 pont) P(X =5,Y = 4) kiszamitasara (hasonléan).

(2 pont) X peremeloszldsara, ha az is helyes.

(2 pont) Y peremeloszldsara, ha az is helyes.

Altaldnos javitdsi dtmutatd (hibas vagy hidnyos egyiittes eloszlds esetére):

Az egyiittes eloszlasra Gsszesen 6 pont jar.

(1 pont) arra az otletre, hogy X + Y mindig 9-cel egyenld, masképp fogalmazva ¥ = 9 — X (1 val6-
szinliséggel vagy mindig). Ha ez a megoldasbdl deriil ki, akkor is jar rd a pont. Ha van tablazat, ez
ekvivalens azzal, hogy a ,mellékatlon” kiviili elemek 0-val egyenlok.

(1 pont) arra, hogy P(X = k,Y = [) pontosan akkor nem 0, ha k =3,...,7és 1 =9 — k. Ez is elég,
ha a végén a tablazatbdl kideriil, illetve ha nincs tabldzat, de ezek az értékek mind pozitivak és az
osszegiik 1 (és az 6sszes tobbi P(X = k,Y =) vagy 0, vagy nincs is megemlitve), akkor jar ez a pont,
tovabbi indoklas nélkiil is.

(1 pont) Valahogy kideriil az, hogy P(X = k,Y = [) értékét k = 3,6, 7-re mar kiszamoltuk az (a)
részben. Ehhez is elég, ha a tabldzatba irja a helyes értékeket.

(1 pont) P(X =4,Y =5) = (5)(})" = L.
(Ha ez igy szerepel, akkor mar nem kell tovabb indokolni. Lehet azt is mondani, hogy p = 1/2 miatt/-
szimmetria miatt ez ugyanannyi, mint P(X = 6,Y = 3), amit mar kiszamoltunk.)

(1 pont) P(X =5,V =4) = () (1) = &
(Plusz hasonlé megjegyzések a javitdshoz, mint az el6z6 pontnal.)
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(0 pont) Ezek alapjan elkésziil a tablazat (ha van).

Tovdbbi megjegyzés: A (c) részbdl eddig, ha a tdblazatban szereplé nem 0 értékek részben vagy teljesen
rosszak, de az j6, hogy melyik értékek nem 0-k (illetve hogy melyik értékek vannak felsorolva, ha a 0
értékeket nem sorolja fel), akkor max. 3 pont.

A peremeloszlasokra 4 pont jar (ha van tablazat, akkor az alapjén, tovabbi indoklds nélkiil is):

(1 pont) X és Y értékkészlete is jo, és minden olyan értékre, amire P(X = k), illetve P(Y =) nem 0,
meg van adva egy-egy nem 0 érték, és ezen értékek Osszege X és Y esetén is 1.

(141 pont) fy(I) = >k f(x,v)(k, 1) minden [-re és fx (k) = >, fx,y)(k,]) minden k-ra teljesiil a hall-
gat6 altal megadott megoldasban.

(1 pont) jar végiil arra, ha a perem-sulyfiiggvények értékei nemcsak az eddig felsoroltakat teljesitik,
hanem tényleg mind jok is.

Tovabbi megjegyzések: Ha nem irja le a peremeloszldsokat, akkor ebbdl a 4 pontbdl csak az értékkész-
letekre lehet pontot adni, illetve esetleg ha az (a) vagy a (b) részbdl kideriil még valami a peremelosz-
ldsokra vonatkozdan, akkor arra.

Ha az egyiittes eloszlast nem tudja j6l megadni, de X stlyfiiggvényét (pl. a binomidlis eloszlas képlete
alapjan) jél meg tudja adni, arra jar a (c)-ben max. 4 pont. Ha rdjon, hogy (Y —2) ~ B(4;1/2) és ez
alapjan Y sulyfiiggvényét is jol meghatarozza, arra tovabbi max. 4 pont.

5. Die Dichtefunktion der Zufallsvariablen X ist durch die Formel

. {;2 falls ¢ > 1,
x(t) =

0 sonst
angegeben, wo c¢ eine passende Konstante ist.

(a) Bestimmen wir den Wert von c.
(b) Wir definieren die Variable Y folgenderweise:

3, falls X <3,
Y =1¢0, falls3< X <4,
4,

sonst.

Bestimmen wir die Wahrscheinlichkeit P(Y = k) fiir jede k € R, fiir die dieser Wert positiv ist.

(c) Berechnen wir den Erwartungswert und die Standardabweichung von Y.

Megoldds:

(a) (6 pont)

(1 pont) fx akkor lesz stiriiségfiiggvény, ha nemnegativ (ezt elég csak megemliteni, ¢ > 0 miatt vildgos,
hogy ez teljesiil)

(2 pont) és 1 = [% fx(z)dz = [{° Sdx

(/25 fx(x)da-t ki lehet hagyni és egybdl [ Gda-szel kezdeni, de ha csak az el6bbi szerepel, akkor
csak 1 pont)

(1 pont) = [—c/x]7°

(1 pont) (=04¢) =c,

(1 pont) tehat ¢ = 1.

Ha c-t rosszul hatarozta meg, de tovabbszamol a rossz értékkel, akkor a tovabbi részekre lehet pontot
adni, de ha a P(Y = k)-k 6sszegére nem 1 jon ki neki, akkor vonjunk le még 1 pontot.

(b) (7 pont)

(1 pont) Ran(Y) = {0, 3,4} (ha ez hidnyzik, de kés6bb szerepel P(Y = k) minden k € {0,3,4} esetén
és ezek Osszege 1, vagy kimondja, hogy més értéket nem vesz fel YV, akkor is jar ez a pont)

(1 pont) P(Y =3) =P(X <3)(=P(1 < X <3) = [} fx(z)dz) = [} Ldz
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*6.

(1 pont) (= [~1/z]3) =1 —1/3 = 2/3. (A primitiv fiiggvényre itt nem jar kiilon még egy pont, mert
az (a) részben mar adtunk, {gy nem baj, ha egybél a behelyettesitéssel kezdi.)

(1 pont) Hasonléan P(Y =0) = P(3 < X < 4)(= f; fx(x)dz) = 34x—12d:c (ha itt nem indokolja meg,
hogy ez az eloszlasfiiggvény /a val. valtozé folytonossidga miatt igaz, akkor is jar ez a pont)

(1 pont) (= [~1/z]3) = 1/3 —1/4 = 1/12. (0, 83 tizedes tért alakban, illetve 4 értékes jegyre kerekitve
is j6, az el6bbi 2/3 is.)

(1 pont) Végill P(Y =4) =P(X > 4)(= [;° fx(z)dz) = [;° Sdx

(1 pont) (=[-1/z]°) =0+1/4=1/4.

(Ha P(Y = k) a harom relevans k pontbdl kettében mar megvan, a harmadikat szabad komplementer
valészintiséggel is szdmolni.)

(c) (7 pont)

(1 pont) E(Y) = 3P(Y = 3)(+0P(Y = 0)) + 4P(Y = 4)

(1 pont) =3-2+4-1 = 3. (Az el6z8 pont akkor is jér, ha egybél ,E(Y) =" utdn irja a behelyettesitett
szamszeri értékekkel a varhaté érték képletét, vagy ha a varhato érték altalanos képletét irja le el6szor
és utdna egybdl mindent behelyettesit.)

(1 pont) DA(Y) = E(Y?) — E(Y)?,

(1 pont) ahol E(Y?) = 9P(Y = 3)(+0P(Y =0)) + 16 P(Y = 4)

(1 pont) =92+ 161 =10, (A vdrhat6 érték pontozaséhoz hasonléan elfogadunk ennél témérebb
megoldasokat.)

(1 pont) fgy D*(Y) =10 — 32 =1,

(1 pont) tehat D(Y)(= /D*(Y) = V1) = 1.

Megjegyzés: Ha valaki a (b) részben nem tudta Y eloszldsat meghatarozni, de prébalja altalanosan/pa-
raméteresen meghatarozni E(X)-et és D?(X)-et, akkor a (c)-re max. 3 pont. Pontozds attdl fiiggSen,
hogy mennyire hiheto, hogy az ezekre vonatkozo6 képleteket nem csak ismeri, hanem konkrét val. val-

tozdkra is jél tudja alkalmazni. A teljes 3 ponthoz mindenképpen sziikséges, hogy Y értékkészletét
felismerje (a 0 értéket persze ki lehet hagyni a momentumok meghatdrozasanal).

Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fy: R — [0,1], z + ¢ (e &~ 2,71...). (Auf dem
5. Ubungsblatt zeigten wir, dass diese Funktion wirklich eine Verteilungsfunktion ist, dieser Fakt kann
in dieser Aufgabe benutzt werden.)

(a) Zeigen wir, dass eine Zahl ¢ > 0 mit P(X < ¢) < 1/2 existiert.

(b) Sei noch Y = e~X. Bestimmen wir die Dichtefunktion und die Standardabweichung von Y.

Megoldds:

a) (6 pont)

1. megoldds.

(1 pont) P(X <0)=Fx(0)=e"*
(0 pont) = 1/e (vagy: e~ !; 1/e =~ 0,3679, de latni fogjuk, hogy a pontos numerikus érték nem olyan
fontos. Az eléz6 1épésbdl az "= Fx (0)" kihagyhato és egybdl johet a képlet, de ha egybél a végeredmény
jon, akkor csak 1 pont jar a 2-bdl).

(1 pont) Tehat Fx(0) < 1/2 (ezt nem kell tovabb indokolni akkor sem, ha nem adta meg 1/e numerikus
értékét, higgyiik el, hogy tudja, hogy e > 2).

(1 pont) Az eloszlasfiiggvény folytonos,

(1 pont) mert... (valahogy megindokolja: pl. azért, mert folytonos fiiggvények kompoziciéja, vagy azért,
mert minden pontban differencidlhaté — ha ezt irja, higgyiik el neki akar anélkiil is, hogy lederivalna
— és ezért minden pontban folytonos),

(1 pont) ezért van olyan € > 0 is, amelyre Fix(¢) < 1/2,

(1 pont) és szintén a folytonossidg miatt P(X < ¢) = Fx(e), amibél kovetkezik a bizonyitandé &llitas.

—0

(Ne vonjunk le pontot, ha egyszer mar hivatkozott a folytonossdgra és most nem teszi, illetve csak
egy pontot vonjunk le 6sszesen, ha nem hivatkozott ra egyaltalan. A legels6 1 pont jar akkor is, ha
nem irta oda, hogy F'x(0) = P(X < 0), tehat ennek hidnyaban akdr maximdlis pontszam is kaphatd,
viszont az utolsé pont csak akkor jar, ha szerepel, hogy Fx(¢) =P(X < ¢).)
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Alternativ j6 megolddsok példdaul:

o A folytonossagot a 0-ban alkalmazza és azt irja, hogy P(X < 0) = 1/e < 1/2, és utdna (szintén
a folytonossag miatt) P(X < e) < 1/2 is teljestil, ha ¢ > 0 elég kicsi. Itt tulajdonképpen nem
z = P(X < z), hanem x — P(X < z) folytonossagara kell hivatkozni, de ha ez az egyetlen
probléma, azért ne vonjunk le pontot.

o A folytonossig helyett arra hivatkozik, hogy P(X = ¢) = 0 valamilyen ¢ € R-re (pl. ¢ = 0, ¢ stb.).
Ez ugyanigy jé, de valahogy meg kell indokolni, pl. azzal, hogy X folytonos val. valtoz6, mas
szavakkal azzal, hogy van stirtiségfiiggvénye (erre jar 1 pont a folytonossdg helyett), amit szintén
meg kell indokolni, pl. azzal, hogy az eloszlasfiiggvény mindeniitt differencidlhat6 (erre jar 1 pont
a folytonossidg megindoklasa helyett).

o Eljut addig, hogy P(X < ¢) < 1/2 valamely ¢ > 0-ra, és utdna nem az eloszlasfiiggvény
folytonossagara hivatkozik, hanem azt mondja, hogy ekkor valamely (barmely) ¢/ € (0,¢)-re
P(X <€) <1/2.

(Ez a valésziniliség monotonitdsabdl kovetkezik, de nem kell indokolni.)

Alternativ ,brute force” megoldds, szintén teljes pontszdmért: valaszt valami tetsz6leges 0-nal nagyobb
£ szamot, amire e® ~ < 1/2 (pl. € = 1/4 j6). Ebbél kijén az, hogy Fy(¢) = P(X < ¢) < 1/2 (4 pont),
és ezutéan meg kell indokolni, hogy ebbél miért kovetkezik, hogy P(X < ) < 1/2 (pl. folytonossdg, 1
pont), amit az el6bbiekhez hasonléan szintén meg kell indokolni (1 pont).

Alternativ megoldds megint csak az, hogy P(X <€) < 1/2-bél azt vezeti le, hogy akkor valamilyen
(barmely) &’ € (0,e)-ra P(X < &) < 1/2.

Ha ezzel prébélkozik, de nem jo e-t valaszt, akkor az elsé 4 pontbdl max. 2 pont, utdna az utolsd 2
pontot még megkaphatja akar mind az indoklas jésagatol fiiggben.

(b) (14 pont, ami zaréjelben van, azt nem kotelezé odairni)
(1 pont) arra az otletre, hogy Y stirtiségfiiggvénye kiszamitasahoz elészor az eloszlasfiiggvényét kellene
meghatédrozni (akkor is, ha ezutdn semmi mds j6 nincs. Ha csak az latszik, hogy az eloszlasfiiggvényt
prébélja felirni, és szintaktikailag értelmezheté dolgot ir, akkor jar az 1 pont) (1 pont) Ran(Y) = [0, 00)
(elfogadjuk = helyett C-val és/vagy [0,00) helyett (0, 00)-vel is. Ha késébb kideriil, hogy Fy(x) = 0
minden z < 0-ra, akkor ez az 1 pont jar.)
1 pont) és ezért Fy (z)(=P(Y < z)) =0 minden z < O-ra.
1 pont) Ha x > 0, akkor Fy (z) =P(Y < x)
0 pont) = P(e™X < x)

pont) (=P(—X <Ilnz))=P(X > —Inz)
o—(~Ina)

—X

(

(

(

(2

(2pont) (=1—-P(X < —Inz)=1—-Fx(lnz))=1—¢" =1-e
(Ebbél 1 pont jar a komplementer valészintiségre, 1 pont az dtalakitdsra az azonossigok segitségével.
Itt ugye megint hasznéljuk F'x folytonossdgat, de tobbszor méar nem jar ra pont.)

(2 pont) Tehat Y ~ Exp(1),

(1 pont) és igy (a tablazat alapjan) fy(z) =e™*, haz >0

(1 pont) és fy(z) =0, ha x <0 (ha a 0-t a mésik szakaszhoz veszi, az is OK),

(1 pont) valamint (szintén a téabldzat alapjan) D?*(Y) = 1,

(1 pont) és igy D(Y') = 1.

Ha az eloszlasfligguény alapjan nem veszi észre, hogy Y exponencidlis eloszldsu: 1 pont jar arra, hogy
fy(z) =0, ha x <0, 1 pont arra, hogy x > 0 esetén fy(z)-et az eloszlasfliggvény derivalasaval lehet
megkapni, és 2 pont arra, hogy ezt a derivilast jol el is végzi.

Ha ezutdn a striségfiigguényérdl sem ismeri fel az exponencidlis eloszldst, akkor sajnos sokat kell dol-
gozni az utolsé 2 pontért, rdaddsul fél pontokat nem is adhatunk. A szérast D(Y) = /E(Y?2) — E(Y)?
képlettel kell meghatérozni (0 pont), amihez ki kell szdmolni E(X)-et (1 pont, 1Xx parc. int. vagy
E(Y) = [;°(1 — Fy(z))dz) és E(Y?)-et (2x parc. int., esetleg az els utan kapott képletben fel lehet
ismerni a mar kiszamolt varhato értéket), majd elvégezni a sziikséges kivonast és gyokvondast (6sszesen
1 pont).




