BME VIK - Wahrscheinlichkeitstheorie 26. Januar 2023

2. Priifung
Losungen

1. Geben wir die folgende Definition und Aussage an:
a) Wie ist die Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors X = (X1, Xo,...,X,,) definiert?

b) Sei X eine stetige Zufallsvariable. Nehmen wir an, dass g : R — R eine solche Funktion ist, fiir
die der Erwartungswert E (g(X)) existiert. Wie kann E (¢g(X)) anhand der Dichtefunktion von
X ausgedriickt werden?

Megolddas:
(a)

cov(X1,X7) cov(Xy,X2) ... cov(Xy,Xn)

cov(Xo, X1) cov(Xo,Xo) ... cov(Xa, X,)
cov(X) = ) : ) )

cov(Xp, X1) cov(Xp,X2) ... cov(Xy,X,)

(4 pont) ha megjelennek a matrixban a paronkénti kovariancidk
(4+3 pont) ha kidertil, hogy n x n-es

(+3 pont) ha minden index jé

(14. eléadés, 8. dia) (Ha csak n=2-re irja fel, akkor max 5 pont)
(b
(

)
10 pont) N
E(g(X) = [ g(a) - fx(@)do

(7. el6adés, 12. dia) (Ha nincsenek integréldsi hatarok vagy rosszak, akkor -2 pont.)

2. Hans kauft jede Woche 3 Rubbellose. Er wahlt immer aus zwei verschiedenen Typen, aber er kauft
immer 3 Lose vom gleichen Typ. Beim Typ A gewinnt man im Durchschnitt mit jedem zwo6lften
Rubbellos, wihrend die Gewinnchance beim Typ B 10% ist. Um zu entscheiden, welchen Typ er in
einer bestimmten Woche wéhlt, wirft Hans einen Wiirfel vor dem Kauf. Wenn er die Augenzahl 1 oder
2 wirft, dann wéhlt er den Typ A, und sonst wihlt er den Typ B.

a) Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Hans in einer Woche mit mindestens einem Rubbellos
gewinnt?

b) Angenommen, dass Hans in einer bestimmten Woche (mit mindestens einem Los) gewann, was ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass er Lose vom Typ A kaufte?

Megoldds:
(a)
Tekintsiik a kovetkez6 eseményeket:
(0 pont) A = Hans az adott héten 1-est vagy 2-est dob a dobdkockaval, W = Hans az adott héten
legalabb egy sorsjeggyel nyer
(1 pont) P(A) =%
(1 pont) Az A és A események teljes eseményrendszert alkotnak
(2 pont) ezért alkalmazhaté a teljes valdszintiség tétele:
(2 pont)
P(W)=P(W | A)P(A) + P(W | A)P(A)

a nyerés valbszintisége 3 A tipusi sorsjegy esetén

) v
)=1-P(W [A) ,
) = P(hdrom A tipusu sorsjegy koziil eggyel sem nyer ) = (Q)
3
W) =1- (1) = &% ~ 02297
_ 3
asonléan P(W | A) =1 — (%) =0,271

s

( )
( )
(1 pont)
( )
( )

2 pont
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(1 pont) P(W) =P(W | A)F + P(W | A)2 ~0,2297- £ +0,271 - 2
(1 pont) ~ 0,2572

(b)

(1 pont) A kérdés P(A | W) =7

(1 pont) A Bayes-tételt alkalmazva

(2 pont)

a t)No,2297-§
PO ™ =0 9572

(1 pont) ~ 0,2977

3. Kapitdn Hering war 20 Jahre alt, als er begann, mit seinem Schiff zu fischen. Am Ende jedes Jahres
verglichen er und die anderen Fischer die Gesamtgewichte der Fische, die verschiedene Schiffe fingen.
Sie stellten fest, dass der Durchschnitt des jahrlichen Gesamtgewichts fiir ein Schiff 150 Tonne ist,
und dass die Standardabweichung dieses Gewichts 30 Tonne ist. Diese Verteilung verdnderte sich nicht
in den vergangenen Jahren, und die Fiange verschiedener Jahre sind unabhéngig voneinander. Herr
Hering lernte aber Wahrscheinlichkeitstheorie in seiner Freizeit, und er berechnete, dass die Standard-
abweichung des Gesamtgewichts aller Fische, die ein einziges Schiff wéahrend der ganzen Karriere des
Kapiténs fischte, 150 Tonne ist.

a) Wie alt ist der Kapitdn?
b) Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Gesamtgewicht der wéahrend Herings Karriere gefan-
genen Fische bei einem Schiff den Erwartungswert dieses Gewichts um mehr als 3% iibersteigt?

Megoldds:
)

(a
(0 pont) Jeldlje X; az adott hajé éves fogasanak Gssztomegét az i-edik évben, n az eltelt évek szamat
(1 pont) ( ) =30
(1 pont) D X;) =150
(1 pont) X -k fuggetlen azonos eloszlasuak
(2 pont) ezért 1502 = D? (37, X;) = 3 D?(X;) = n - 30
(1 pont) n =25
(1 pont) A kapitéany tehat 20 4+ 25 = 45 éves. (20 + 24 = 44-re is jar a pont)
(b)
(1 pont) P (z 1 Xi—E (27, X) > 003-E (X2, X)) =7
fvagy P(S2, X, > 1.03-E (2, X:)) =7/
(1 pont) E(3X2°, X;) = 25-E(X;) = 3750
(2 pont) Sztenderdizalunk:
IP( 21X —E(CR X)) 5 0.03-E( 2 Xz‘)) L
D(332, Xi) D2, Xi)

(1 pont) tehat a kérdés

25 25
P ( i=1 <1 3750 > 0.03-3 50) P ( 1=1 1;() 3750 > 0’ 5>

2 pont) Tehat a keresett mennyiség: 1 — ®(0,75)
1 pont) =~ 1 —0,7734 = 0,2266.

150 150

2 ¥, 3750
(1 pont) = (“150 < 0,75
(1 pont) X ., Xo5 azonos eloszlast, egyiittesen fiiggetlen valészinliségi valtozok
(1 pont) ezert a centralis hatareloszlas-tétel miatt
(2 pont) 2= 730 15 it 6leg standard normlis eloszlést.
( )
( )
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4. Wenn der Nikolaus am 6. Dezember zum letzten Haus ankommt, bemerkt er, dass die hungrigen
Rentiere fast alle Geschenke von seinem Sack ausaflen, und deshalb blieben nur zwei verschiedene
Schokoladen dort. Im Haus leben 4 Kinder, und jedes Kind stellte (genau) einen Stiefel vor den Tiir.
Aber die Schokoladen sind nicht aufteilbar, also legt der Nikolaus jede Schokolade in einem zufillig
gewahlten Stiefel ein. (Die zwei Wahlen sind unabhéngig, und es kann passieren, dass ein Kind beide
Schokoladen bekommt.) Dann geht er schnell weg, bevor die Kinder aufwachen.

Zwei von diesen Kindern, Andrea und Beate sind eifersiichtig aufeinander, deshalb beachten sie im-
mer sehr auf die Geschenke, die das andere Kind bekommt. Sei X die Anzahl der Schokoladen, die
Andrea bekommt, und sei Y die Indikatorvariable des Ereignisses, dass Andrea und Beate gleich viele
Schokoladen bekommen.

a) Geben wir die gemeinsame Verteilung von X und Y. Sind diese Variablen unabhéngig?

b) Geben wir die Kovarianz von X und Y, und auch die Varianz von Z = —2X + 3.

Megoldds:
(a)

(3 pont) Az X és Y valbsziniiségi valtozok egytittes eloszldsat az aldbbi téablazat irja le:

v X 0 | 1| 2 || Y peremeloszlasa
R AN I
N B S —
’ X peremeloszlasa H % ‘ % ‘ % H ‘

(2 pont) nem fiiggetlenek, ami pl abbdl 14tszik, hogy

0=P(X=2Y=1)#P(X =2)-P(Y =1) = L - 2 (mds j6 indoklasra is jar a pont)
b)

2 pont) cov(X,Y) =E(XY) —E(X)-E(Y)

1 pont) a megoldo tudja a varhaté érték definiciojat

1 pont) E(X) = E(Y) %

2 pont) E(XY) = Z i -P(X =4,Y =7)

ha nem irja igy le, de a konkrét esetben jol hasznélja, akkor is jar a pont)
1 pont) E(XY) =

1 pont) Tehat COV(X Y)=—%

2 pont) D?(Z) = D?(—2X + 3) = 4D*(X)

vagy D(Z) = D(—2X + 3) = 2D(X), de ha —2-vel szoroz 0 pont)

2 pont) DA(X) = E(X?) - (EX)?

1 pont) E(X

[
o]
o O
& E—E
g o
[\~] (Y]
—_~
\—N/ 5 \_/
Il Il
A oo\oo oolen

5. Sei (X,Y) ein stetiger Zufallsvektor mit Dichtefunktion

e 72 falls0 < sund 0 < ¢,
sonst.

o
fX,Y(Sa t) - { 0
a) Bestimmen wir den Wert von «. b) Geben wir die Regression E(X - Y +2- X214 + 1Y) an

Megoldds:
)
pont) [ [ fxy(z,y)dzdy =1
_3x:|OO

(a

(2

(1 pont) Tehdt 1 = [;° [ a e 3" 2dazdy = [Ca-e Qy-[e—o dy =
(

(

=3
e . Ldy=q. L. [T .1
Jo e sdy =« 3[ } =a-g

)
)

1 pont) = =
)a=6

1 pont) «
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6.*

(b)
(1 pont) az egyiittes sfirfiségfiiggvény szorzatalakba frhaté: fxy(z,y) = (3-e73%) - (2-e~%)
(1 pont) tehdt X és Y fliggetlenek

(2 pont) fx(z)=3-e 3 haz >0 — X ~E3),é fy(y) =2-e % hay>0—Y ~ E2)
(1 pont) a regresszi6 linearitasa alapjan

(Ipont) E(X Y +2-X2L +1|Y)=E(X -V |Y)+E@2 -X2% |Y)+1

(2pont) =Y -E(X |Y)+2 -+ E(X?|Y)+1

(1 pont) mert... (a megoldé valahogy hivatkozik a regresszié megfelel tulajdonsigéra)

(1 pont) E(X | ¥) = E(X), BE(X? | V) = E(X?)

(2 pont) mert fliggetlenek

(1 pout) ECX) = 4, DY) =}

(1 pont) E(X2) = DX(X) + (E(X))? = 2

(1 pont) A kérdezett regresszi6 tehat =Y -2 +2 -+ -2 +1 =1V + 5L +1

Immer wenn Onkel Otto einen Stab zerbricht, die Bruchstelle wird ein uniform verteilter Punkt auf
dem mittleren Drittel des Stabs. Nehmen wir an, dass Onkel Otto einen 15 Zentimeter langen Stab
zerbricht, und danach zebricht er auch das Stiick, das in seiner linken Hand bleibt. Geben wir die
Dichtefunktion der Lédnge des Stiicks an, das am Ende (nach dem zweiten Bruch) in seiner linken
Hand bleibt.

1 pont) Jeldlje az els6 toréspontnak a bot bal végétol vett tavolsagat X, erre X ~ U(5,10)

pont) A masodik toréspontnak a bot bal végétdl vett tavolsaga YV, erre Y ~ U (?,f , %)

(

(2 pont)

(0 pont) a kérdés fy(y) =?

(3 pont) folytonos teljes valészintiség tétele: fy (y) = [To fyx (ylz) fx (2) da

(1 pont) fx(z) = %, ha x € (5,10), kiilonben 0

(2 pont) fy|x(ylz) =3, hab <z <10és § <y< I , kiillonben 0
min(10,3

(3 pont) fy(y) = fmang,,%yy)) 3.1y

( ) % [ ]min(10,3y)

( )

(2 pont)

(2 pont)

max(5 y)

% <y< 3 , kulonben 0

ha
ha 2 <y < 3,akkorfy(y)—g"[lnx]gy:%-ln%y
ha X <y < 2 akkor fy(y) =2 [In x]l(; =3.In2



