BME VIK - Wahrscheinlichkeitstheorie 12. Januar 2023

1. Priifung
Losungen
1. Geben wir die folgende Definition und Behauptung:

(a) Wie ist die Varianz einer Zufallsvariablen definiert?

(b) Unter welchen Bedingungen und wie kann der Erwartungswert des Produkts von zwei Zufalls-
variablen X und Y anhand der Erwartundswerte E(X) und E(Y) (nach der in der Vorlesung
gegebenen Behauptung) ausgedriickt werden?

Megoldds:
(a)

(10 pont) Egy valészintiségi valtoz6 szérasnégyzete (die Varianz):
D?*(X) = E(X — E(X))?

Ha csak az szerepel, hogy sajat magdval vett kovariancigja, akkor 3 pont.)
Ha a D*(X) = E(X?) — E(X)? formulét adja meg (hibatlanul), akkor 3 pont.)
8. eléadas elsd definicidja)

)

o

4 pont) Ha X és Y fiiggetlen valdszintiségi valtozok, és
2 pont) E(XY), E(X) és E(Y) véges,
4 pont) akkor

(
(
(
(
(
(
(

E(XY) = E(X)E(Y).
(9. eléadés 9. dia)

(A feltételek felirasaért akkor jar a pont, ha az &llitas is szerepel.)

2. Wir mischen vier Spielkartenblétter, von denen genau ein Blatt rot ist, und dann legen wir den Stapel
der vier Karten auf den Tisch. Danach werfen wir eine Miinze héchstens viermal, aber nur bis zur
ersten Zahl. Wir halten also nach der ersten Zalh oder (wenn vier Képfe geworfen werden, dann) nach
dem vierten Wurf an. Endlich ziehen wir so viele Blatter aus dem Kartenstapel nacheinander, wie die
Anzahl der geworfenen Kopfe ist. (Wir ziehen immer das obere Blatt des Stapels, und wenn kein Kopf
geworfen wurde, dann ziehen wir kein Blatt.) Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, das vier Kopfe
geworfen wurden, wenn es bekannt ist, dass das rote Blatt herausgezogen wurde?

Megoldds:
Tekintsiik a kovetkezd eseményeket:
(0 pont) Pi=a huzott lapok kozott szerepel a piros, F;=i darab fejet dobunk, pontosabban az els6 i
dobés fej, és i < 4 esetén az (i + 1)-edik irds (i = 0,1,2,3,4).
(1 pont) A kérdezett valdésziniiség P(Fy|Pi)
1 pont) az egyszerii Bayes-tételbol
o _ P(Pi|Fy) P(Fy)
P(Fy|Pi) = B
A teljes valészintiség tételébol

2 pont

1 pont
pont

( )
( )
( )
(2 pont)

4
=Y P(Pi| F,)P(F)
=0

(Ha nem két 1épésben irja le, hanem azonnal a Bayes-tételt helyesen és arra hivatkozik, akkor is jar a
pont.)

1
(1 pont) Ha i < 4, akkor P(F;) =

2'L+1

(1 pont) P(Fy) = o
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(1 pont) Ha nem dobunk fejet, akkor persze nem hiuzhatunk pirosat, igy P(Pi | Fp) =0
(1 pont) Ha 4 fejet dobunk, akkor biztosan kihizzuk a piros lapot, azaz P(Pi | Fy) =1
(1 pont) P(Pi | Fy) = —
(2-2 pont) valamint (szdmitasba véve, hogy hanyadikra hiznuk pirosat)
1 3 1 1 1 31 3 2 1 3
P(Pi|Fy) =~ +°. == P(Pi|Fy)=-+2.-4+2.2.2 ~°
PilF) =3+ 5373 (PilF) =3+ 3% 53271
(vagy ha a huzas sorrendjét nem vessziik figyelembe:
: () _3_1 . G 3
]P)(PZ|F2):%:—:7 ]P)(PZ|F3):%:7
() 6 2 (3 4
igy kiszdmolva is nyilvidn ugyanannyi pontot ér)
(2 pont) Behelyettesitve
1 1 1 1 3 1 1 4+4+3+4 15
PPi)=~+ —4+ - —42. 4], =2 _ 2%
P=1mty mtyatla 64 64
) Ll 4
(2 pont) Tehat P(Fy|Pi) = I =1

3. Ein Computerprogramm erzeugt eine ganze Zahl zufillig und gleichverteilt im Intervall [1; 5] (also gibt
das Programm jede ganze Zahl in diesem Intervall mit Wahrscheinlichkeit 1/5). Nehmen wir an, dass
1000 Zahlen unabhéingig voneinander durch dieses Programm erzeugt werden, und danach summieren
wir diese 1000 Zahlen auf. Berechnen wir die (approximative) Wahrscheinlichkeit dafiir, das diese
Summe grofler als 2900 und kleiner als 3100 ist. Megoldds:

(0 pont) Jelolje X; az i-edik generalt szémot
(1 pont) P(2900 < 3;°0° X; < 3100) =
(2 pont) Sztenderdizalunk:

P (2900 —E(CA X)X - E(S2P X)) 3100 — E(SY X») :7

D2 X) D2 X) D2 X)
(1 pont) X1,..., X000 azonos eloszlast, egyiittesen fliggetlen valésziniiségi valtozdk
(1 pont) ezért E(ZNOO X;) = 1000 - E(X;) és D12 X;) = /1000 - D(X4)
(1 pont) X értékkészlete {1,2,3,4,5}, és mindegyik értéket 1/5 valdsziniiséggel veszi fel
(1 pont) E(Xl) = %Ew 3
(2 pont) D?(X;) = E(X?) — E(X1)? -
(1 pont) E(XQ) _ 12+22+352+42+52 _ 1+4+9;—16+25 _ = - 11
(1 pont) D*(X;) =11 -9 =2
(1 pont) tehat a kérdés

_ 1000 x. . 1000 5 .
P 100 < >oi=1 X; —1000-3 < 100 ~P[_2924 < > oi=1 X; —1000-3 9 94
V2000 V1000 - /2 V2000 V1000 - /2

1 pont) a centralis hatareloszlas-tétel miatt

(
1000
X;
(2 pont % kozelitéleg standard normalis eloszldsa.
(
(2

)
)
2 pont) Tehat a keresett mennyiség: ®(2,24) — &(—2,24)
pont) Mivel ®(—2,24) =1 — $(2,24)

(1 pont) ezért a keresett mennyiség 2 - ®(2,24) — 1 ~ 20,9875 — 1 = 0,975.

4. Sei X ~ Bin(10;0,2) eine binomialverteilte Zufallsvariable, und seien noch Y = 3X+2und Z = 5—-2X.

(a) Berechnen wir den Korrelazionskoeffizient von Y und Z.

(b) Bestimmen wir die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors (Y + Z,Y — 7).



BME VIK - Wahrscheinlichkeitstheorie 12. Januar 2023

Megoldds:

(a)

(4 pont) Y a Z-nek is linedris transzforméltja: ¥ = —37 + 1

(3 pont) (mindkét valtoz6 szordsa pozitiv és véges), igy a tanult tétel alapjan corr(Y, Z) = +1
(3 pont) az elgjelet a Z egyiitthatéjanak eléjele hatarozza meg

(1 pont) tehat corr(Y,Z) = —

(mdasodik megoldds: A korrelacié a definicié alapjan is kiszamithaté

(2 pont) corr(Y, Z) = ID():E);;()}I/D)(ZZ))

(1 pont) D(X) =,/10-0,2-0,8 = /1,6

(1 pont) D(Y) =D(BX +2) =D(3X) =3D(X) =3,1,6

(1 pont) D(Z) =D(5 —2X) =D(-2X) =2D(X) = 2/1,6

(2 pont) cov(Y, Z) = cov(3X + 2,5 — 2X) = —6-cov(X, X)

(2 pont) Tovabbé cov(X, X) = D2(é()1 p 1,6

(1 pont) tehét corr(Y, Z) = 3162 Vio =-1)

(b)

(2 pont) tudja, hogy mik a kovarianciamatrix elemei

2pont) Y+Z=X+7Y -2Z=5X-3

(2 pont) D*(Y + Z) =D?(X) = 1,6 D*(Y — Z) =25D?(X) =25-1,6 = 40
(3 pont) cov(Y + Z,Y — Z) = cov(X +7,5X —3) =5-cov(X,X) =5-D*(X) =8
(1 pont) a kovariancia matrix tehat

1,6 8
8 40 )°

5. Sei (X,Y) ein stetiger Zufallsvektor mit Dichtefunktion

ey (s.8) = 10s%t falls0 <t < s <1,

XYASE 7Y 0 ansonsten.

Bestimmen wir die Dichtefunktion der Variablen X, die Regression E(Y | X) und den Erwartungswert
E(Y).

Megoldas:

pont) fx(z) = [Z5 fxy(z,y)dy
Ha a fenti egyenlet implicit jelenik meg az fx kiszdmoldsdban, akkor is jar a pont.)
1+1 pont) Jy (102%y) dy (az integréldsi hatdrért jir az egyik pont)

1 pont) ha 0 < x < 1, kiilénben 0.
3 pont) E(Y | X = x) = 25y frix(y [ 2)dy

(2

(

(

(

( )
( )
(2 pont) fy(x(y | 2) = L5 (abol fx(x) #0)

(1 pont) = 10r Dry=2%

(1 pont) Tehat EY |X=2)=[y-

( ) =3z, (ha0<ax<1és0 egyebkent)

(1 pont) A Val véltozé X-et visszahelyettesitve: E(Y | X) = 2X

(2 pont) E(Y) = [, E(Y | X = 2)fx () da

(vagy E(Y) = [Z0, [2 v fxy(z,y)dzdy )

(Ha a fenti egyenlet implicit jelenik meg az fx kiszdmoldsaban, akkor is jar a pont.)
(tovabbl 3 pont aranyosan)

E(Y) =2 =0,5555

(Ha csak hényados, vagy csak tizedestort alakban van megadva a megoldas, akkor is jar a pont.)
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6.* Wir warten auf ein wichtiges Paket, das durch das Versandunternehmen LINK versandt wurde. Die
Firma stellt das Paket verspétet zu, und die Verspétung (in Stunden gemessen) ist uniformverteilt auf
dem Intervall (0;1). Bei einer Verspatung von x Stunden bezahlt die Firma eine Entschidigung, deren
Wert in Euro uniformverteilt auf dem Intervall (20(x — 2%);20x) ist. Was ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, das wir eine Entschddigung von weniger als 5 Euro bekommen?

Megoldds:

(0 pont) Jelolje X az éraban mért késést, Y a kartérités osszegét tizezer euroban mérve
(1 pont) P(Y < 5) =7

(5 pont) a teljes valésziniiség tétele alapjan

P(Y < 5) :/fo P(Y < 5|X = 2) - fx(z)dz

(2 pont) P(Y < 5|X =) =1, ha 20z < 5, azaz ha = < 0,25

(2 pont) P(Y <5|X =2z) = f250(x_$2) fyix(ylz) dy, ha z > 0,25

(2 pont)

ha 20(z — 2?) < y < 20z

1
— 2022
frix(vlo) { 0 egyébként.

—20(z—2? 2_
(3 pont) P(Y < 5|X =2) = f250(w712) ooz dy = > 23(()‘;2 z) 2 21025 ha z > 0,25

(3 pont) P(Y < 5) = [P*°1-1da + fyps ©=2225 . 1de = 1,75+ 1n0,25 =
(2 pont) = 0,3637



