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Klausur (Zarthelyi dolgozat)
Megoldéas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozéasi itmutatd célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsdnak f6bb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az Gtmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az itmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédé gondolat
egy 4ttekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az dtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra tobb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximélis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszdmolasonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas lényegesen egyszerusiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriltek, nem jar pont.

1. Seien A, B und C Ereignisse, von denen mindestens eines immer eintritt. Nehmen wir noch an, dass A
und B unabhingig, wihrend B und C disjunkt sind. Bestimmen wir die Wahrscheinlichkeiten dieser
drei Ereignisse, wenn auch P(AUC | B) = 1, P(C | AUC) = 2 und P(AN C) = & gelten.

4
Megolddas:
P((AUC)NB)
P(B)
(1 pont) (AUC)NB=(ANB)U(CNB)=AnN B, mivel B és C diszjunktak.
P(ANB) P(A)P(B)
P(B) P(B)
(1 pont) ezt egyszertisitve % =P(AUC | B) =P(A).

A maésodik feltételes valdszintiségbdl pedig

(1 pont) A feltételes valdsziniiség definici6ja szerint P(AUC | B) =

(1 pont) A fiiggetlenség miatt P(AUC | B) =

(2 pont)
3 _P(AuC)nC)  PO)

4 PAuUC)  PAuUC)

1 pont) tehdt P(AUC) = 3 P(C).

A szita-formulat alkalmazva
(AUC’) P(A) +P(C)-P(ANC),

araz S B(C) = § +B(C) -

1
ahonnan P(C) = 5
(1 pont) Mivel AUBUC =Q, igy PLAUBUC) = 1.

A szita-formulat alkalmazva
(2 pont)

(

(1 pont
(2 pont
(1 pont 12’
(1 pont

~— ~— ~— — '

=P(AUBUC)=PA)+P(B)+P(C)-PANB)-P(BNC)—-P(CNA)+P(ANBNC)
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1
(1 pont) A fiiggetlenség miatt P(AN B) =P(A)P(B) = 1 P(B).
(2 pont) A B és C események egymést kizardk tehat BN C = (), tehdt P(BNC) =0
(1 pont) és P(ANBNC) =0.
4
(1 pont) Mindezeket behelyettesitve P(B) = 9

2. Alex und Beate spielen ein Kartenspiel mit einem ungarischen Kartenpaket. Zuerst zieht Alex zwei
Blitter aus dem gemischten Paket, und dann zieht Beate ein Blatt aus der Hand von Alex (ohne
Kenntnis von den Werten oder von den Farben dieser zwei Blétter). Was ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass Beate ein Herz zieht? Angenommen, das Beate ein Herz gezogen hat, was ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass das andere Blatt, das in der Hand von Alex geblieben ist, auch ein Herz ist?
(In einem ungarischen Spielkartenpaket gibt es 32 Blétter, von denen genau 8 Blétter die Farbe "Herz"
haben.)

Megolddas:

Tekintsiik a kovetkez6 eseményeket:

(1 pont) B=Beate piros lapot huzott, A;=Alex i darab pirosat hizott, i = 0,1, 2
A kérdezett valoszintiség P(B).

(1 pont) Mivel Ay, Ay és As teljes eseményrendszert alkotnak,

(1 pont) igy a teljes valészintiség tételébol
(2 pont) P(B) = P(B[Ag) P(Ao) + P(B\Al)]P’(Al) + P(B|A2) P(As)
(1-1-1 pont) P(B|Ap) = 0, P(B|A1) = 5, P(B|42) =1,

24.8 12 G 7
(2-2 pont) P(A1) = —5— = —, (AQ) -2 _

(5) 31 (5) 124

(%)
(Nincs sziikségiink P(Ag) = —&~ kiszdmoldsara, ezért kiilon pont nem jar érte, de ha valamiért csak
2

ez szerepel és a masik kettd nem, akkor lehet ré pontot adni.)

1 pont) Behelyettesitve: P(B)=3-#2+1-
1 pont) P(B) =

( izt
( )
(1 pont) A mésik kérdezett valdsziniiség P(As|B).
( )
( )

1 pont) A Bayes-tételbél

P(B|A2) P(As)

P(4:|B) = =5

2 pont

(2 pont) behelyettesitve: P(Az|B) =

3. Alex mochte Beate eine Folge von n Bits senden. Sie wissen, dass der Kanal, durch den sie kommuni-
zieren, unsicher ist. Namlich, ein Bit, das durch den Kanal iibertragen wird, kommt in 1% der Félle
falsch zum Empfianger an. Das heifit, wenn ein Bit 0 (bzw. 1) gesendet wird, dann bekommt der
Empfénger das Bit 1 (bzw. 0) mit Wahrscheinlichkeit 1%. Sie behandeln dieses Problem folgenderweise:
Alex sendet jedes Bit dreimal nacheinander, und geht dann mit dem néchsten Bit in der gleicher Weise
weiter (also sendet er schliefilich eine Folge von 3n Bits). Ein Block von 3 Bits, der zu einem einzigen
Bit der urspriiglichen Nachricht gehort, wird dann von Beate so dekodiert, dass sie den mehrmals
aufgetretenen Wert des Blocks akzeptiert (zum Beispiel: wenn sie den Block 101 betrachtet, dann
nimmt sie den Wert 1). Wie lang kann die originelle Nachricht sein (d.h.: wie grof kann die Zahl n
hochstens gewahlt werden), wenn Alex die Nachricht mindestens mit Wahrscheinlichkeit 99% fehlerfrei
senden mochte?

Megoldds:

(2 pont) Egy harmasbdl meghibasodé bitek szdma ~ B(3,0.01)

(2 pont) Egy adott bitet Beate akkor dekddol jél, ha az &tkiildott harmasbdl legfeljebb egy hibdsodik
meg.

Jelolje ennek valdsziniiségét ppp, (helyes bit valészintiség)

(2 pont) ppp = 0,99% 4+ 30,01 - 0,992
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pont) ppy = 0,999702
pont) Beate helyesen dekédolja az iizenetet, ha minden bitjét jél dekédolja
ont) ennek valészintisége (ppy)" = (0,999702)"
ont) mert fiiggetlentil hibdsodnak meg.
)
)
)

o)

ont) Azt szeretnénk tehdt, hogy (0.999702)" > 0,99 teljesiiljon.

ont) Logaritmusat véve a két oldalnak n - 1n0,999702 > 1n 0,99,

In 0,99
h _— 2
ahonnan n < = 11.0.999702 ~ 33,7209,

pont) tehét az tizenet hossza legfeljebb 33 lehet.

i,

NN N =N =N
k=) i)

i)

(
(
(
(
(
(
(2 pont
(2
4. Wir wahlen zwei reelle Zahlen zufillig und unabhéngig voneinander, eine auf dem Intervall [0; 2], und
die andere auf dem Intervall [0; 4]. Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Summe dieser Zahlen
im Intervall [3;5] liegt?
Megoldas:

2 pont) A véletlen kisérlet megegyezik egy pont véalasztasaval a [0,2] x [0, 4] téglalapon.
pont) Ez az Q eseménytér.
4 pont) A kedvez6 tertilet ezen téglalapnak az  +y = 3 és az z + y = 5 egyenes kozé esl része.
.. Lo s g . P , PO, kedvezo
) Geometriai val6sziniiségi mezé esetén a valdszintiség= —T
Q
)T =2-4=38
)
)

7
4 pont) Thedvezo = B (tetszbleges médon kiszdmolva)

2 pont

(
(2
(
(4 pont
(
(
(

7
2 pont) A kérdezett valdszinliség tehat 16

5. Betrachten wir die Funktion f, die durch die Formel

fit) = (15—91)2’ falls t € (1;¢),

0 ansonsten

angegeben ist, wo ¢ > 1 ein reeller Parameter ist.

(a) Bestimmen wir den Wert von ¢, wenn wir wissen, dass f die Dichtefunktion einer stetigen Zufalls-
variablen ist.

(b) Sei X eine Zufallsvariable mit Dichtefunktion f. Was ist der Erwartungswert von X?

Megolddas:

= [ flz)dx = [f mgl dx
:1{9«“ 1)} :(8571)3

2 pont .
pont) Azaz (c —1)% = 27, tehat ¢ — 1 = 3,
pont) e bbol pedig ¢ = 4.

2 pont) EX = [ xfx(z)dx
2 pont) EX = [z (Z_I)Q dx

2 pont) = [}(z — )(373 D° g + I (2~ 1) dx (akkor is nyilvan jar pont, ha a szdmoldsnak nem ezt az
atjat valasztja)

4
(2 pont) = {(x 41) L +1
2 t) = —
(2 pont) = —
6.% Sei X eine uniformverteilte Zufallsvariable auf dem Intervall [0;2], und sei noch ¥ = ﬁ

(a) Geben wir die Dichtefunktion und den Erwartungswert von Y.

(b) Vergleichen wir die Wahrscheinlichkeiten P (Y < m) und P(Y <EY).
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Megoldds:
(a)

(1 pont) X eloszlasfiiggvénye:

0, hat<Oo,
Fx(t)y=4 %, ha0<t<2,
1, hat>2.

(1 pont) Y eloszlasfiiggvénye: Fy (t) =P(Y <t) =P ((1+X)2 < t)
(1-1 pont) =P (ﬁ < ﬁ) (hiszen 1 + X nemnegativ)
— 1 1y _ 1
(1 pont) —P(ﬁ1—1<X) =1-Fx (%_1)
vl o3

1 pont) ha t € ( ), kiilénben 0.

(1 pont) = 5 T3 3y
(1p0nt)ha0<7—1<2 azaz ha § <t <1,

(1 pont) tovabba 0, ha t < 9, illetve 1, ha t > 1.

(1 pont) Y stirliségfiiggvénye derivalassal adodik: f,(t) = 475%/2
( )

( )

3 pont

Wl

o0 L | | 1. 10

a transzforméltra Vonatkozo Varhato ertekkel is klszamolhato)

(
(

(b)

(I pont) EX =1

(2 pont) az els6 valdsziniiség tehat Fy (%)
(1 pont) a masodik valésziniiség Fy ( )
(2

(

pont) az Fy (t) eloszlasfiiggvény esetiinkben szigortian monoton névé az [%; 1] intervallumon,

1 pont) ezért a P (Y < EY') valdsziniiség nagyobb.



