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1. Alapfogalmak

A valészintiségszamitds praktikussigat taldn nem kell bizonygatni egyetlen olvasénak sem®: a legtébb
kisérleti tudomény tdmaszkodik ra valamilyen forméban. Az mégis kérdés, hogy az egyszeri halandénak
miért nem elég a ,kedvezO-per-6sszes” jozan ésszel is kitalalhaté magassagaiban maradni?

Az egyik ok, hogy néha a naiv megkozelités helytelen vagy ellentmondésos eredményt ad. Ezt jol
demonstralja a szdmos valdszintiségi paradoxon az irodalomban®, ime az egyik:

Bertrand-féle doboz paradoxon
Adott harom egyforma doboz. Az els6ben két arany érme van, a masodikban két eziist érme, a
harmadikban pedig egy arany és egy eziist. A dobozok tartalmit nem ismerve, (egyenletesen)
véletlenszertiien valasztva kihtizunk egy dobozbdl egy érmét. Feltéve, hogy a kihiizott érme arany,
mi a valdszintisége, hogy a dobozban 1évé masik érme is arany?

Els6 nekifutasra az % realis tippnek tiinhet, hiszen két esetben htuzhattunk arany
érmét: ha az els6 vagy masodik dobozbdl hiztunk. Ezek koziil pedig csak az egyik
esetben lesz a mésik érme eziist. Ugyanakkor a paradoxon helyes megoldasa % amit » { s
kisérlettel is igazolhatunk. Ennek magyardzata, hogy eredetileg 6-féle kimenetele lehet
a huzdsunknak az alapjan, melyik érmét hiizzuk (az érméket kiilonbozonek véve). Ebbol
a 6 esetbol 3-ban hizunk arany érmét, ez tehat az Osszes eseteink szama. Ebbdl a 3
esetbol 2-ben a dobozban 1év6 masik érme szintén arany, igy a keresett valdsziniliség %

A példabdl okulva érdemes definidlnunk a vizsgélt fogalmainkat. ! - Yot

1.1. Eseménytér

A valészintiség fogalmit a Kolmogorov-axiémak® segitségével formalizalhatjuk.
Kolmogorov a huszadik szdzad nagy hatasi matematikusa, aki a fentihez hasonlo félreérthetéségek
feloldasaként dolgozta ki azt a keretrendszert, aminek a kiindulépontjat ma Kolmogorov-axiomaknak
neveziink. Maguk az axiémaék a valésziniliségi mez6 definicidéjiban szerepld feltételek (1d 1.3 alfejezet).

1.1.1. Definicié. Legyen ) egy tetszéleges halmaz. A kovetkez6 elnevezéseket fogjuk hasznalni:
o Eseménytér: (),
o Kimenetel: az eseménytér egy eleme, w € €,
e Események: az eseménytér ,kituntetett” A C € részhalmazai,
e Valdsziniiség: egy eseményhez hozzarendelt P(A)-val jelolt, 0 és 1 kozti valds szam.

A fenti paradoxon esetében példdul 6 kimenetel van, igy az eseménytér 6 elemii halmaz. Annak az
A eseménynek pedig, hogy ,elsére arany érmét hizunk” a P(A) valdsziniisége %

De mi az, hogy az események ,kitiintetett” részhalmazok? Honnan fogjuk tudni, egy kérdés ese-
tében mit akarunk eseménynek nevezni, és mit nem? Roviden, azokat a részhalmazokat valasztjuk
eseménynek, amikhez valdszinliségeket szeretnénk hozzarendelni. Sok elemi feladat esetében ez nem
igazi probléma: minden részhalmazt eseménynek valaszthatunk, mert feltessziik, hogy mindegyik rész-
halmaznak van értelme beszélni a valdsziniiségérsl (még ha nem is ismerjitk a pontos értékét).

1.1.2. Példa. Egy kockadobas leirdsandl az eseménytér igy definialhaté: 2 def {1,2,3,4,5,6}. Az Q

elemeit, vagyis a kimeneteleket megfeleltethetjiik annak, hogy mikor milyen szdmot dobunk. Legyen (2
Osszes részhalmaza esemény. Példdul {2,4, 6} egy esemény. Az eseményeket sokszor logikai dllitasokkal
hatérozzuk meg, igy a {2,4,6} eseményt roviden irhatjuk gy is, hogy {parosat dobunk}.

4Ha valakinek mégis kellene: robotics.stanford.edu/users/sahami/papers-dir/SIGCSE11-Probability.pdf

514sd még: [youtube] PBS Infinite Series - Making Probability Mathematical

6Az axiéma — hangzasaval ellentétben — nem egy lassi lefolyasii megbetegedés, hanem az alapdllitas méasik neve.
Olyan kijelentéseket, alapvetéseket nevezilink igy, amik globdlis feltevések az elméletiinkben: nem bizonyitjuk, viszont
barhol hasznalhatjuk 6ket. Kolmogorov eredeti axiémait 1dsd Foundations of the Theory of Probability.



http://robotics.stanford.edu/users/sahami/papers-dir/SIGCSE11-Probability.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=-6HxjiW_KwA&t=220s
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Felmeriilhet a kérdés: ,Miért nem valasztjuk simén mindig az 6sszes részhalmazt eseménynek, 'oszt
csOkolom?”. Azért, mert vannak olyan helyzetek, amikor szerepe van annak, mi esemény, és mi nem.
Ilyen esetekre példa:

(1) Geometriai valészintliségek esetén teriiletekkel (vagy azzal analég fogalommal) definidl-
juk a valészintiségeket. Azonban ha minden részhalmazra szeretnénk értelmes teriiletfogalmat
definidlni, az nem fog sikeriilni, ellentmondésokba futunk’. A megoldds, hogy nem minden
részhalmaz esemény, igy nem kell minden részhalmazra értelmezniink annak teriiletét.

(2) Megfigyelhet8ségen is alapulhat, mit neveziink eseménynek. Példdul ha a fenti paradoxont
szeretnénk modellezni: €) tovabbra is definidlhaté 6 elemiinek aszerint, hogy mit hizunk. Jelolje
Q elemeit ay, as, by, ba, 1, ca (vegyiik észre, hogy 2 elemei nem kell, hogy szamok legyenek).
Ezen huzasok kozil aq, as, c1 jelol arany érméket, a tobbi eziistot, a1, as az els6 lada tartalmat,
b1, by a méasodikat és igy tovabb. A hizds ismeretében {aq,as,c;} illetve {by, by, ca} részhalma-
zok megfigyelhetdk, mig példaul {c1, co} nem, hiszen nem tudjuk, hogy a harmadik dobozbdl
hiiztunk-e. Néhany probléméanal érdemes pontosan azon részhalmazokat eseménynek nevezni,
amik megfigyelheték. Ilyen probléma példaul a feltételes varhaté érték szamoldsa is.

(3) Folyamatok, vagyis id6ben véltoz6 véletlen mennyiségek esetében az idé mildsdval valtozhat,
hogy mit tudunk megfigyelni és emiatt mit tartunk eseménynek. Lasd még Markov-lancok,
martingalok.

Nézziik, milyen miveleteket végezhetiink eseményekkel.

1.1.3. Allitas. Mivel az események halmazok, igy értelmezve van események unidja (AUB), metszete
(AN B) és Q-ra velt komplementere (A).

Két esemény kiilonbsége az elébbiekkel lefrhaté: A\B = AN B. Két esemény kizaré, ha ANB = ().
Az Q-ra haszndlatos még a biztos esemény elnevezés. Hasonléan, az iireshalmaz (jele: () neve a
tovabbiakban lehetetlen esemény.

1.1.4. Példa. A kockadobdlds példdndl maradva, a {parosat dobunk} esemény komplementere a
{pératlant dobunk}, a {pdrosat dobunk} és a {3-nal nagyobbat dobunk} események metszete a {4, 6},
mig uniéja a {2,4,5,6}.

Végiggondolhatd, hogy ha az események kijelentésekkel vannak megfogalmazva (pl. {parosat do-
bunk}), akkor az unigjuk megfelel a kijelentések szintjén a ,vagy” miiveletnek, metszetiik az ,,és”-nek,
egy esemény komplementere pedig a logikai tagadasnak.

A halmazoknal megszokott tulajdonsagok itt sem vesztik érvényiiket: AUB = BUA, ANQ = A és
a tobbi. Névvel is bird, megjegyzend6 azonossag az alabbi:

1.1.5. Allitas. (de Morgan-azonossagok) Két halmazra:

illetve végtelen sok halmazra:

Az elso allitdspar Venn-diagramon kénnyen ellenérizhetd.

Feladat. Legyenck A, B és C események. Irjuk fel a kovetkezd eseményeket a fenti miiveletek segitsé-
gével: a) legaldbb egy esemény teljesiil, b) A és B teljesiil, de C nem, ¢) minden esemény teljestil, d)
egyik esemény sem teljesiil, e) pontosan egy esemény teljestl.

Tlasd en.wikipedia.org/wiki/Vitali__set


http://en.wikipedia.org/wiki/Vitali_set

VALOSZINUSEGSZAMITAS 5

1.2. Eseményalgebra

Szeretnénk beszélni az 6sszes eseményt tartalmazo halmazrol is: ezt a halmazt eseményalgebranak
hivjuk. Az eseményalgebra mar nem () részhalmaza, hanem Q részhalmazainak halmaza, vagyis egy
F C P(Q) részhalmaz. Itt P(Q) az Q tn. hatvanyhalmazat jeloli, azaz P () elemei épp Q részhalmazai.

1.2.1. Példa. Legyen Q = {1,2,3,4,5,6} és F elemei pontosan az {1,2,3}, a {4,5,6} halmaz, a
lehetetlen esemény @ és a biztos esemény . Ekkor nem minden kimenetelekbdl 4116 részhalmaz esemény.
Mégis el6fordulhat olyan feladat, ahol ez az F modellezi jél a problémét (vo. fenti 2. megjegyzés).

Felmeriilhet kérdésként, hogy két esemény unidja (ill. metszete, kiilonbsége) szintén esemény-e. A
valasz: igen. Egész pontosan azt fogjuk megkovetelni az F eseményalgebratol, hogy ugynevezett o-
algebra (ejtsd: szigma-algebra) legyen, vagyis teljesitse a kovetkezdket.

1.2.2. Definicié. Legyen () tetszOleges halmaz, F pedig az ) részhalmazainak egy halmaza. Ekkor
F-et g-algebranak nevezziik az ) alaphalmazon, ha az alabbi harom feltétel mindegyike teljesiil:

(1) Qe F,

(2) ha A € F, akkor A € F,

(3) ha 141,1427 ...7A1', ... € f, akkor U;.il Al e F.

Roéviden, F pontosan akkor o-algebra, ha eleme a teljes tér, zart a komplementer-képzésre és a
megszamlalhatd uniéra.

A definicié valdszinliségszamitasi szempontbdl a kévetkez6t mondja. Ha F-re tigy gondolunk, mint
a megfigyelhetd események halmazara, akkor a feltételek szerint meg kell tudjuk figyelni azt, ami
biztosan bekovetkezik (elsé feltétel), és azt is, ha egy A esemény nem torténik meg (mésodik feltétel).
A harmadik kicsit tritkkosebb, azt modellezi, hogy ha események egy sorozatat kiilon-kiilén meg tudjuk
figyelni, akkor azt is, hogy legalabb az egyikiik bekovetkezik-e.

A o-algebra fogalma a mértékelmélet témakorébdl szarmazik. A mértékelmélet az analizis azon
aga, amely a kiilonb6z6 teriilet- és térfogatfogalmak altalanositasait vizsgalja. Ennek a téméanak az
eredményeit hasznélta fel Kolmogorov a valdsziniiségszamitds megalapozédsara.

A o-algebrak tobb tulajdonsiga adddik a definiciébdl:

1.2.3. Allitas. Legyen F o-algebra az Q alaphalmazon. Ekkor teljesiilnek a kovetkezdk:
e JeF,
e ha A, B € F, akkor AUB,AN B, A\B € F,
e ha Ay, As, ..., A, ... € F, akkor ﬂzoil A; e F.

Bizonyitds. Az (1) tulajdonsag miatt € F, gy (2) miatt ) = Q € F.
A maésodik pont bizonyitdsdhoz legyen A; = A, As = B, és minden i > 3 esetén A; = (). Ekkor (3)
miatt

o0
AuB=|JAieF,

i=1
vagyis az uniéra valéban zart F. A metszetre valo zartsag ebbdl mar levezetheté: ha A, B € F, akkor
(2) miatt A, B € F. Tovabb4, mér belattuk, hogy unié-képzésre zart az F, tehat AU B € F. Viszont
a két halmazra vonatkozé De Morgan-azonossig okén tudjuk, hogy AUB = AN B, tehat AN B € F.
Innen ismét a (2) tulajdonsigot haszndlva kovetkezik, hogy AN B € F.

A harmadik pont bizonyitasdhoz vegyiik észre, hogy A; € F miatt A; € F is teljesiil (2) miatt. Ezen

j halmazsorozatra alkalmazhatjuk a (3) tulajdonsigot, igy

GEG}'.
i=1

Viszont a végtelen halmazokra vonatkozé De Morgan-azonossiag miatt ez éppen ﬂf; A; komplemen-
tere. Mivel F zart a komplementerképzésre, igy az allitast ezzel belattuk. O
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1.3. Valészintiségi mez6

Volt sz6 arrdl, hogy mi az eseménytér, mik az események, de eddig nem keriiltek el6 valoszintiségek.
Fentebb emlitettiik, hogy azon A C Q halmazok események, amiknek szeretnénk a P(A) valoszinliségé-
6l beszélni. Vagyis a valoszinliség egy F — [0, 1] fiiggvény kell legyen, ahol F egy o-algebra. De ennél
tobbet is tudnia kell.

1.3.1. Definicié. Legyen F egy o-algebra az ) tetsz6leges halmazon. Ekkor egy P : F — [0,1]
fiiggvényt valoszinliségi mértéknek neveziink, ha P(Q) = 1, és teljesiil a kovetkezd:
Ha Ay, Ay, ..., A;, -+ € F olyan eseménysorozat, amire minden i # j esetén 4; N A; = ), akkor

]P’(DAZ-) - iP(A)

A feltétel roviden gy olvashatd: paronként kizard eseménysorozat unidéjanak valésziniisége az esemé-
nyek valdszinfiségeinek (végtelen) Gsszege. Roviden ezt a tulajdonsigot o-additivitdsnak nevezziik.

1.3.2. Definicié. Egy (2, F,P) hirmast (Kolmogorov-féle) valésziniliségi mezdének hivunk, ha F
o-algebra az 2 halmazon és P valdszintiségi mérték.

1.3.3. Példa. A mérsékelten kreativ példanknél maradva, egy kockadobds esetén ha Q = {1,2,3,4,5,6},
és F az Osszes részhalmaz, akkor egy A esemény P(A) valdszintisége |A|/|€?|, példdul P({1,2,5 6}) = £
Az ilyen valdszinliségi mezéket (amikor P(A) = |A|/|€?|) klasszikus valésziniiségi mezonek hlVJuk
Ennek édltaldnositdsa a geometriai valészintliségi mez6, amikor Q a sik, tér (vagy R™) egy részhal-
maza, és P(A) = A(4)/A(Q) ahol X a teriilet, a térfogat vagy az n-dimenziés térfogat.

1.3.4. Példa. Nézziink egy 5 kérdéses tesztet, amin minden kérdés eldéntendd (igen-nem tipusi), és a
kit61té mindegyikre 60% eséllyel ad helyes valaszt a tobbi kérdésre adott vdlasztdl fliggetlentil. Ekkor az
5 hosszii 0-1 sorozatok tere, azaz = {0, 1}° modellezheti a feladatot (F pedig az 6sszes részhalmaz).
Ez mér nem klasszikus valészintiségi mez6, mert a csak a (0,1,0, 1,0) kimenetelt tartalmazé esemény
valésziniisége 0.4 - 0.62 ~ 0.023, nem pedig 2%, ~ 0.031.

Mit varunk el egy j6l miik6do valdszintliség fogalomtél? Példaul a kovetkezd tulajdonsdgot, ami ugyan
nem szerepel a definiciéban, de konnyen levezethet6 beldle.

1.3.5. Allitas. Ha A és B kizdrd, akkor IP’(A U B) =P(A4) + ]P’(B).

csez

sal, hogy A1 A, Ay = B, illetve A; = () minden i > 3 esetén. Ekkor

P(AUB) = (U ):ZIP(AZ»):IP(A)—HP(B)—FZIP(@).
i=1 i=1 i=3

Ez csak gy torténhet, ha P(f)) = 0 (kiilonben a jobb oldal végtelen lenne, mig a bal 0 és 1 kozti).
Innen az allitas mar kovetkezik. 0

1.3.6. Kovetkezmény. Tetszbleges A, B € F eseményekre a kévetkezdk teljesiilnek:
(1) P(A) +P(A) =1,
(2) P(ANB)+P(AN B) =P(A4),
(8) ha B C A, akkor P(B) < P(A).

Bizonyitds. Az elsé allitdshoz alkalmazzuk a véges additivitast az (egymést kizard) A és A eseményekre,
a masodik 4llitdshoz pedig az AN B és AN B eseményekre. A harmadik tulajdonsag kovetkezik a
mésodikbdl, hiszen B C A esetén AN B = B, és P(AN B) > 0. O

Feladat. Vegyiink egyenletesen véletlenszeriien egy egyszeril irdnyitatlan grafot az {a,b, ¢, d} négyele-
mil csticshalmazon. (Ekkor az eseménytér egy 64 elemii halmaz.) Melyiknek nagyobb az esélye: hogy a
graf fagraf, vagy hogy legfeljebb héarom éle van?



VALOSZINUSEGSZAMITAS 7

1.4. Poincaré-formula

Hogyan lehet kiszamolni az unié valdszintiségét, ha az események nem
feltétlentl kizéréak? A vélasz a Poincaré-formula (vagy més néven szita
formula), amihez szintén csak a fenti véges additivitast kell haszndlnunk.

1.4.1. Példa. Legyen A, B, C harom esemény, példaul egy céltdblan ha-
rom részhalmaz eltaldlasanak eseménye, amelyek koziil legalabb az egyi-
ket el akarjuk talalni.

A P(AU B U C) valésziniiség kiszdmolasahoz kiindulhatunk a P(A4) +
P(B) 4+ P(C) mennyiséghdl. Vegyiik észre, hogy itt a metszetek val6szi-
niiségét duplan szdmoltuk, vagyis le kell vonjuk a P(ANB)+P(ANC) +
P(BNC) dsszeget, ha jobb kozelitést szeretnénk P(AU BUC)-ra. De ezzel sem vagyunk kész, hiszen az
AN BNC rész valésziniiségét hdromszor adtuk hozzé, de hdromszor is vontuk le, pedig egyszer kellene
szamoljuk. Tehat végiil

P(AUBUC)=P(A4)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)

adddik. Ezt a formulédt altalanositja n eseményre a Poincaré-formula.

A tétel révid kimonddsdhoz tovabbi jel6lésre van szitkségiink. Jelolje [n] az {1,2,...,n} halmazt. Le-
gyenek Ay, Ay, ..., A, € F események, tovabbd legyen I = {iy,1ia,...,ix} egy k elemii részhalmaza az
[n] halmaznak. Ekkor nézhetjiik a [, A; esemény valészintiségét, vagyis valamely k darab kiilénboz6
esemény egyszerre teljesiilésének valoszintiségét. Végiil definidljuk az

5 Y B(N)4)
IC[n) i€l
szamot, azaz az Osszes lehetséges modon kivalasztunk k darab kiilonbozé eseményt, majd ezek met-
szeteinek valdszintiségét mind osszegezziik. Példaul k = 1 esetén Sy = Y ;- | P(A;).
1.4.2. Tétel (Poincaré-formula). Legyenek A1, As,..., A, € F események. Ekkor

n n
P(U4) =208,
j=1 k=1
Felmeriilhet kérdésként, hogy mi torténik, ha a szummaénak csak az els6 néhany tagjat nézzik, a
maradékot elhanyagoljuk (példdul mert a gyakorlatban annyira kicsik és lassan szdmolhatok). Az uniéd
val6szintiségérol ekkor is kaphatunk informéciét.

1.4.3. Allitas (Bonferroni-egyenl6tlenségek). Legyenek Ay, As, ..., A, € F események, és1 < my,mas <
n egészek, ahol my pdratlan, és mo pdros. Ekkor

IP’( O Aj) < i(_l)lﬁlsk, és ]P’( LnJ Aj) > i(_l)k—HSk-
=1 k=1 j=1 k=1

A fenti két allitdst nem bizonyitjuk. Példakat lasd a gyakorlaton.
1.4.4. Kovetkezmény (Boole-egyenlStlenség). Legyenek Ay, As, ..., A, € F események. Ekkor

p( CJ 4;) < iP(Aj), és P( ﬁ 4)21- ip@).
=1 i=1 j=1 =1

Bizonyitds. Alkalmazzuk az elsé Bonferroni-egyenlétlenséget m; = 1 valasztassal, ebbdl éppen az elsé
egyenl8tlenségiink adddik, hiszen Sy a P(A4;)-k &sszege. A mésodik egyenlétlenség kovetkezik az elsébél
és a De Morgan-azonossagbdl, ha azt az A; eseményekre alkalmazzuk. g

Az 4llitas a Bonferroni-egyenlétlenség nélkiil, teljes indukciéval is konnyen belathato.
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2. A Valé6sziniiség tulajdonsagai

A tovédbbiakban mindig feltessziik, hogy adott egy (€2, F,P) val6sziniiségi mez8. Ebben a fejezetben
a fliggetlenség és a feltételes valoszintiség fogalmait vessziik sorra.

2.1. Fiiggetlenség

Korabban mar foglalkoztunk azzal az esettel, amikor két esemény unidjanak
valdszintisége Osszeadddik (azaz P(A U B) = P(A) + P(B)). Ehhez arra volt PA)  POA)
sziikség, hogy az események kizardak legyenek. A feladatokban viszont van
olyan eset is, amikor a valdészintiségek bizonyos feltételek teljesiilése esetén — P®
szorzodnak.

2.1.1. Definicié. Az A és B eseményeket fiiggetleneknek nevezziik, ha P(-B)
P(ANB) =P(A) - P(B).

Valéjaban a fliggetlenség a kizaré eseményektol nagyban eltéré fogalom.
Azt a helyzetet probélja formalizalni, amikor a két esemény bekovetkezése nem befolydsolja egymaést.

2.1.2. Példa. Ha A esemény % eséllyel kovetkezik be (azaz dtlagosan harom prébélkozasbél egy-
szer teljesiil), B esemény pedig % valésziniiséggel, és nem tételeziink fel koztiik kapcsolatot, akkor a
bekovetkezésiik esélyét, hétkoznapi tapasztalatainkra alapozva, % . i = le—nek vessziik.

Vegyiik észre, hogy a fliiggetlenség a valdsziniiségek szintjén van megfogalmazva, igy olyan események
is lehetnek fiiggetlenek (a fenti definicié értelmében), amikrél Ggy érezziik ,hatdsuk van egymadsra’.

Példaul két kockadobés esetén az {elsé dobés 1-es} és a {két dobds megegyezik} események fiiggetlenek.
2.1.3. Allitas. Ha A és B figgetlenck, akkor A és B is figgetlenek.

Bizonyitds. Hasznaljuk fel a kordbban belatott P(A) = P(AN B) + P(AN B) azonossagot. Ebbél az A
és B fuggetlenségével kévetkezik, hogy

P(ANB)=P(A) —P(ANB) =P(A) — P(A)P(B) = P(A)(l — IP(B)) =P(A)P(B),
ami éppen a belatandoé egyenlGség. O

Definialjuk tobb esemény fliggetlenségét is.
2.1.4. Definicié. Az Aq,..., A, események (egyiittesen) fiiggetlenek, ha minden I C [n] esetén

() 4:) = [T Py,
iel i€l
Maés szavakkal az események koziil valahany metszetének valdszintlisége a valdsziniiségek szorzata.

A definici6 tulbonyolitottnak tiinhet, de késébb kideriil, hogy ez a j6 fogalom. Felmeriilhetne, hogy
miért nem csak az dsszes n eseményre koveteljitk meg, hogy P(41 N---NA,) = P(A4;) - --- - P(A4,)?
Hiszen ha az Osszes esemény fiiggetlen, akkor koziiliik & is az, nem? Hat nem teljesen.® Oké, akkor
legyenek paronként fiiggetlenek, abbdl mar biztosan kovetkezik az egyiittes fliggetlenség? Sajnos ez
sem nyert. A kovetkez6 példa mutatja, mennyire alattomos fogalom az egyiittes fiiggetlenség.

2.1.5. Példa. Dobjunk fel két szabdlyos érmét. Legyen A; = {elsé érme fej}, Ay = {mésodik érme fej},
Az = {dobott fejek szdma paros}. Ekkor A; figgetlen A;-té] akarmilyen ¢ # j-re, viszont {A;, Az, A3}
nem egyiittesen fiiggetlen, hiszen
1 1 1
P(A;)P(A2)P(A3) = By mig P(A; N As N Az) = P(mindkét érme fej) = 1
A példénak van linedris algebrai analdgja is: az (1,0), (0, 1), (1, 1) vektorok koziil barmely par linedrisan
fliggetlen, de egyiitt mar nem azok.

8Ha néhany esemény egylittesen fliggetlen, abbdl valéban kovetkezik koziilik néhany egyitittes fliggetlensége, de ehhez
a fenti egyiittes fliiggetlenség definiciéra van sziikség.
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2.2. Feltételes Valbszintiiség
Hogyan lehet ,mérni”, egy esemény mennyire fiigg egy masikto6l?

2.2.1. Definicié. Legyenek A, B € F események. Tegyiik fel, hogy P(A) > 0. Ekkor a B esemény

A-ra vett feltételes valészintlisége

detf P(BN A)
P(B|A) = —————=
(814 255

Kiolvasva: ,, B val6szinlisége, feltéve A”.

Vegyiik észre, hogy A és B pontosan akkor fliggetlenek, ha P(B | A) = P(B). Més szavakkal, B
fliggetlen A-t6l, ha B valdsziniisége nem fligg attol, hogy A bekovekezett-e. Valdjaban a fiiggetlenséget
definidlhatnéank a P(B | A) = P(B) egyenlettel is, azokban az esetekben, mikor P(A) > 0.”

2.2.2. Példa. Nézziink néhdny példat kockadobdssal. Legyen A = {pérosat dobunk}. Ekkor P(6-ost dobunk |
A) = 3, P(l-est dobunk | A) = 0, P(3-nal nagyobbat dobunk | A) = 2 és P(pdrosat dobunk | A) = 1.

Természetesen a feltételes valdsziniliség nem csak az események Osszefliggésének mérésére szolgal.
Toébb probléménal is felmeriilhet, hogy feltételes informaciéink vannak, példdul ,ha alaposan felké-
sziilten érkezem vizsgazni, akkor 1 — ¢ eséllyel atmegyek”.”

Nézziik, milyen tulajdonsagai vannak a feltételes valdsziniiségnek.

2.2.3. Allitds. Legyen A € F rogzitett esemény, amire P(A) > 0. Ekkor az A-ra vett feltételes
valdszindséy, vagyis az alébbi F — [0,1] figguény:
B—P(B|A),
szintén valosziniségi mérték.
Nagyszerii, de mire megyiink ezzel az allitassal? Példaul arra, hogy az Gsszes korabban P-re elhang-
zott allitdsba behelyettesithetjiik P( ) helyére P( | A)-t, az éllitds akkor is érvényben marad.

Bizonyitds. Egyrészt vildgos, hogy P(Q | A) = PSP{E?) = 1. Mésrészt legyen By, B, ... események egy

paronként kizar6 rendszere. Felhasznalva, hogy P valészinliségi mérték:
IP’( U B A) = IP’(( U Bi) N A)/IP’(A) =
i=1 i=1

—p(UB:n ) /) = Y BB 4)/P(A) = Y P(B: | 4),
i=1 i=1 i=1
ami épp a bizonyitando allitas. O

A feltételes valdszinliség segitségével lehet kimondani az esetszétvdalasztas valoszinliségi megfelel6jét:

2.2.4. Allitas (Teljes valdsziniiség tétele). Legyenek Ay, ..., A, € F pdronként kiziré események,
amikre UP_; A; = Q és P(A;) > 0 minden i-re. Ekkor

P(B) = > P(B| A)P(A,).

2.2.5. Definicié. Egy Ay, ..., A, € F paronként kizar6 eseményekbdl 4116 sorozatot teljes esemény-
rendszernek hivunk, ha U} 4; = Q.

e sz

vel, igy kapjuk, hogy a jobb oldal -1 | P(BNA;). Mivel a feltételek szerint U}, (BN A;) = BNQ = B,
igy P additivitasabol mar kovetkezik az allitas. O

9Lasd még [youtube] MIT OpenCourseWare - Conditional Probability.
10A feltételes val6szinliség az elsé elbaddson szerepelt Bertrand doboz paradoxonhoz is kapcsolodik.


https://www.youtube.com/watch?v=JGeTcRfKgBo&t=2s
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2.2.6. Példa (Monty Hall-paradoxon). Adott hdrom ajté, az egyik P
mogott egy autd, a masik ketté mogott egy-egy kecske all. A felad- soaits —,

’ / altds
vany, hogy eldszor valasztanunk kell egy ajtét, majd a jatékvezetd em il

kinyitja valamelyik masik ajtot, ami mogott kecske van. Ezutan

\ Valtas 2”3
lehet6ségiink van valtoztatni a valasztasunkon. Kérdés: megéri-e, Rosszajté @ <
feltéve hogy az auté valasztasat preferdljuk a kecskékkel szemben? emara™ (o]

A meglep6 valasz a ,mindegy” helyett az, hogy igen. Ugyanis ha N N W
nem valtoztatunk a doéntésiinkén, akkor a nyerési esélyiink nyilvan ElsG ajtd valisi - Nyerési

vélasztas stratégia valészintiség

%. Mig ha valtoztatunk, akkor

P(végiil auté) =P(végiil auto | elsére kecske)P(elsbre kecske)

1 2
+ P(végiil auté | elsére autd)P(elsére autd) =1 - 3 +0- 3= 3
hiszen ha elsore kecskét valasztunk, akkor a jatékvezetd csak a masik kecskés ajtot nyithatja ki.
El6fordul olyan is, amikor egy probléméanadl tobb, egymasra épiil6 feltétel esetén fennallé valészini-
ségekkel kell dolgozni.

2.2.7. Példa. Harom huzast végziink visszatevés nélkiil egy megkevert 52 lapos franciakartya-paklibol.
Mekkora a valésziniisége annak, hogy elsore kirdlyt, masodikra daméat, harmadikra pedig bubit hizunk?
Ugyan az elsé hizds eredménye befolydsolja a mdsodik hizds valdszinliségeit (egy kirdly kihtzdsa
csoOkkenti az ujbdli kirdly hizdsdnak esélyét), mégis a helyes eredményt a kovetkezd szamolds adja.

Jelolje K1, hogy elsore kirdlyt htizunk, Do azt, hogy masodszorra daméat, mig Bs azt, hogy harmad-
szorra bubit. Ekkor a keresett esemény valdszintisége:

4 4 4

Ezt a médszert altalanositja a kovetkezd allitas.

2.2.8. Allitas (Szorzdsi szabdly). Legyeneck A, ..., A, € F események, amikre P(A;) > 0 (Vi). Ekkor

n n 1—1
]P’( N Ai) = P(4,)- H]P’(Ai N Ak>.
i=1 i=2 k=1

A bizonyitashoz elég kibontani a feltételes valosziniiség definicidjit és egyszeriisiteni a szorzatot.
2.3. Karger algoritmusa (kiegészit6 anyag)

A szorzési szabdly és a fiiggetlenség alkalmazédsaként nézziink egy véletlen algoritmust. Legyen
G = (V, E) egy irdnyitatlan (multi)graf, akar tobbszoros élekkel egyiitt, de hurokélek nélkiil. Keressiik
a graf egy minimalis elemszamu vagasat, azaz egy V = A U B felbontést, ahol A, B diszjunktak, és a
lehetd legkevesebb él fut A és B kozt.

A feladat visszavezethet6 az irdanyitott grafok maximalis folyam keresésére,
aminek megoldasat megkereshetjiik a Ford-Fulkerson-algoritmus segitségével.

Vegyiik észre a lényeges kiilonbséget a két kérdés kozt: a maximalis folyam-
keresésénél s és t rogzitett, mig a mostani problémaban nem.

A fenti Ggynevezett globélis minimalis vagas probléméanak van egy véletle-
nitett megoldésa is, ez a Karger-algoritmus.

Az input: egy Osszefliggd, irdnyitatlan graf (a tarolds mddjaval most nem
foglalkozunk), az output az élek egy részhalmaza. Az algoritmusban két 1é-
pést iteralunk felvaltva: el6bb valasztunk egyenletesen véletlenszertien egy élet,
majd osszehizzuk/azonositjuk az él két végpontjat, a hurokéleket elhagyjuk, a tobbi élet megtartjuk.
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Ezt addig csindljuk, amig 2 pontja nem marad a grafnak. Az eredmény meghatiroz egy vagast:
az eredeti graf csucsai koziill az egyik pontra Osszehuizott csticsok lesznek az A halmaz, a masikra
Osszehtuzottak a B.

Ha az algoritmust egyszer lefuttatjuk, akkor kapunk egy véletlenszerti vagast, de kozel sem biztos
hogy ez minimalis. Futtassuk tehat sokszor, és nézziik meg, melyik eredmény volt a legjobb (vagyis az
utolsé lépésben a két pont kozt a legkevesebb élet tartalmazd). A kovetkezé allitds azt mondja, hogy
ez mar észszeriien sok prébalkozas utan is nagy eséllyel optimalis megoldast ad.

2.3.1. Allitas. A Karger-algoritmus egyszeri futtatdsa esetén legaldbb % eséllyel globdlis minimadlis
vdgast kapunk.

Bar a % nagyon kis valészintiségnek tlinik, de ha “72 In n alkalommal futtatjuk az algoritmust, akkor

a sikertelenség esélye a fliggetlenség miatt mar csak

221
Lo2\EM 1
n2 _elnn_n
1

m
felhasznalva, hogy az m — (1 — E) monoton névo és %—hez tart. Tehdt jo eséllyel globalis minimalis

vagast kapunk.
Bizonyitds. Legyen F egy globélis minimalis vagas altal elvagott élek halmaza. Az algoritmus pontosan

akkor taldlja meg F-et, ha egyetlen élét sem htizza Ossze. Legyen |E| = m, |F| = k és jelolje A; azt az
eseményt, hogy az i-edik 1épésben nem F-beli élet hiizunk 6ssze. Ekkor a szorzasi szabaly miatt

P(siker) = ]P’(ﬁQ Ai) = ﬁP(Ai ﬁ Aj)

ahol }P’(AZ- ' ﬁ;;ll Aj> annak a valészintisége, hogy az i-edik 1épésben nem F-beli élet vilasztunk, feltéve,

hogy az els6 i — 1 1épésben sem valasztottunk ki egyetlen F-beli élet. Ezt a valoszintliséget szeretnénk
alulrdl becsiilni, amihez sziikségiink van a graf csics- és élszamara.

Az i-edik 1épés el6tt n — (i — 1) csicsa van a grafnak. Mivel az F' minimélis vdgds elemszdma k,
emiatt minden cstics foka legaldbb k, még az Osszehizdsok utan is. Hiszen ha valamely (egyesitett)
csucs foka kisebb lenne, akkor a csicsbdl kiindulé élek megfelel6i az eredeti %réf(ban))egy k-nal kisebb
k(n—(i—1

2

elemszamu vagast adnanak. Emiatt az i-edik 1épés el6tt a grafnak legalabb éle van. Tehat

2

i—1 k
P(Ai JQAJ>21_W:1_7H'4—1

Ezt behelyettesitve kapjuk, hogy

P(siker) > (1—%)(1—7131)...(1—%) =
n—2)-(n—3)-...-(3—2) 2 2

n-(n—1)-...-3 :n(n—l)zﬁ’

ami épp a beldtandé allitas. O

Megjegyzés. A véletlen algoritmusok két osztdlyba sorolhaték az alapjan, az algoritmus milyen tulaj-
donsaga véletlen: a futdsideje vagy a megoldasanak helyessége. Ha egy algoritmus biztosan a helyes
eredményre jut (avagy jelzi, hogy a feladatnak nincs megolddsa), de a futdsidé nemcsak a bemenetnek,
hanem a véletlennek is fiiggvénye, az algoritmust Las Vegas algoritmusnak hivjuk. Mig ha a futasidé
csak a bemenettdl fligg, azaz randomizalt valasztasoktol fiiggetlen, viszont csak bizonyos valészintiség-
gel kapunk helyes eredményt, akkor egy Monte Carlo algoritmussal allunk szemben.
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2.4. Bayes-tétel

A feltételes valdsziniiséget érinté jelenségek koziil kiemelendd a Bayes-tétel és a paradoxon, amit
felold. (A paradoxon més néven is ismert, pl. fals pozitiv paradoxon, avagy base rate fallacy).

Bayes-paradoxon
Rontgenvizsgalat soran 0,95 annak a valdsziniisége, hogy tbc-s beteg betegségét felfedezik. An-
nak valésziniisége, hogy egy egészséges embert betegnek taldlnak 0,001. A tbc-ben szenveddk
aranya a lakossagon beliil 0,0001. Mennyi annak a valésziniisége, hogy az ember egészséges, ha
atvilagitaskor betegnek taldltak?

A megoldds azon alapul, hogy Osszefiiggést irunk fel a P(A | B) és a P(B | A) feltételes valoszintiségek
kozott, ahol A = {az alany egészséges}, és B = {pozitiv a teszt}.'!

2.4.1. Allitas. (Egyszer(i Bayes-tétel) Legyenek A, B € F események, amikre P(A) > 0 és P(B) > 0
teljestl. Fkkor
P(B | A)P(A)
P(B)
A bizonyitas a definiciék behelyettesitésével rogton kovetkezik. Sokszor a tételt a teljes valdsziniiség
tételével kombinalva alkalmazzak:

2.4.2. Allitas. (Bayes-tétel) Legyenek B, Ay, As, ..., A, € F események, amikre P(B) > 0, P(4;) > 0
minden i-re, és A1, ..., A, teljes eseményrendszer. Ekkor

P(B | A1)P(A1)
i1 P(B | A))P(4)

P(A| B) =

P(A: | B) =

Bizonyitds. Irjuk fel az egyszer(i Bayes-tételt A;-re és B-re, majd bontsuk ki a nevezét a teljes valé-

szintiség tételével:
P(B|A)P(A)  P(B|A)P(A)
WIB=""Fm) T T RG] ARA)

ami épp a belatandé allitas. O

2.4.3. Példa. Térjiink vissza a fenti példdra. Legyen A; = {az alany egészséges}, Ay = Ay és B =
{pozitiv a teszt}. Ekkor
P(B | A1)P(A;) B 0,001 - 0,9999

(B| A1)P(AL) +P(B | A2)P(Az) 0,001 -0,9999 + 0,95 - 0,0001
ami nem fest tul j6 képet a bizonyos szempontbdl 95% biztonsdginak tekintett tesztrél. Az ered-
mény csak latszolagos ellentmondés, ami abbdl fakad, hogy a vizsgalt populaciéban lényegesen t6bb
egészséges ember van, igy tobb ,lehetdségiink” van fals pozitiv eredményt kapni, mint fals negativ
eredményt.

P4 | B) =5 ~ 0,9132

Megjegyzés. Bar a Bayes-tétel egy artatlan allitdsnak tlinhet a feltételes valdsziniiségekrdl, val6ja-
ban messzemend kovetkezményei vannak. A valészinliségszamitas els6dleges alkalmazasi teriiletén, a
statisztikaban a Bayes-féle modellek kiilon megkozelitést képviselnek; amik kézvetve a Bayes-tétel to-
vabbgondolasabdl alakultak ki, Laplace babdskodéasa mellett. A tétel torténetével egy konyvet is meg
lehetne tolteni, olyannyira, hogy meg is toltottek:

S. B. McGrayne, The Theory That Would Not Die: How Bayes’ Rule Cracked the Enigma
Code, Hunted Down Russian Submarines, and Emerged Triumphant from Two Centuries of
Controversy, Yale University Press.

A konyvrél 6sszefoglalé: www.lesswrong.com/posts/RTt59BtFLqQbsSiqd /a-history-of-bayes-theorem

11745d még [youtube] Crash Course Statistics #24.


https://www.lesswrong.com/posts/RTt59BtFLqQbsSiqd/a-history-of-bayes-theorem
https://www.youtube.com/watch?v=JGeTcRfKgBo&t=2s
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3. Diszkrét valésziniiségi valtozok

Az el6z8 két el6addsban szerepld definicidk (eseményalgebra, feltételes valdsziniiség) ugyan alapfogal-
mai a témanak, de nem elégségesek, hogy természetes médon le tudjunk irjunk bizonyos problémakat.
Példaul hogyan tudnank megfogalmazni az eddigi eszkozokkel olyan egyszerii allitasokat, hogy két
kockadobds eredménye fliggetlen? Vagy hogy egy kockadobds atlagos eredménye 3,5, egy 0 és 1 kozt
egyenletesen kivalasztott véletlen szam atlagos értéke pedig %? Ezekhez arra van sziikségiink, hogy ne
csak eseményekrdl, hanem véletlen mennyiségekrdl (tin. valdszintiségi valtozdkrdl) is beszélni tudjunk.

3.1. Valészintiségi valtozo R
Q
3.1.1. Definicié. Legyen X : 2 — R fiiggvény. Adott = € R valds szamra jelolje X

def —
{X <2} ={we Q| X(w) <z},

Kk
vagyis azon kimenetelek halmazat, amikor X kisebb, mint . Ezeket a halma- ."
zokat az X nivéhalmazainak hivjak. Az X fiiggvényt valdszintiségi valtozo- 0
nak nevezziik, ha minden =z € R-re (X <a}eF,

azaz roviden X nivéhalmazai események.

3.1.2. Példa. Az eddigi példdinkban is szerepeltek mar valdszinliségi valtozdok, csak nem neveztiik
Oket a neviikon. Néhany példa valdsziniiségi valtozora:

e sz

(1) Egy kockadobds eredménye. A val6szintliségi valtoz6 definicidjaban szereplé ,{X < z} € F
minden valds z-re” feltétel ebben az esetben ekvivalens azzal, hogy minden k-ra azon kimene-
telek halmaza, amelyek esetén k-t dobtunk, egy esemény.

(2) Kockadobds eredményének négyzete. Lehetséges értékei 1, 4, 9, 16, 25 és 36, mindegyik lehets-
séget % eséllyel veszi fel. Formélisan felirva vdlaszthatjuk az eseményteret Q = {1,2,3,4,5,6}-
nak, F és P ahogy kordbban, a valészinfiségi valtozé pedig Y (w) = w?.

(3) Egy urndban 2 fehér és 3 piros golyd van. Visszatevés nélkiil addig hizunk, amig fehéret nem
huztunk. A fehér kihizasaig huzott piros golydk szama egy valdszintiségi valtozo.

(4) Valoszinliségi valtozdét eseménybél is kaphatunk. Legyen

1 haweA,
La(w) = iy
0 egyébként.
Ezt hivjuk az A eseményhez tartozé indikator valdsziniiségi valtozonak.

Megjegyzés. Az {X < x} € F feltétel helyett hasznalhattuk volna az {X < z} € F feltételt is (ahogy

néhany maés jegyzet teszi is), ahol értelemszertien {X < z} e {we Q| X(w) <z} Ez a médositas
nem valtoztatna a fenti definici6 értelmén, azaz ekvivalens definiciét kapnank. Hasonléan definidlhatok
az {X =z}, {X >z}, de akdr az {a < X < b} halmazok is, amik azon kimenetelek halmazai, amikre
teljesiil a zardjeles allitas. Belathatd, hogy ezek szintén események.

3.2. Varhato érték véges esetben

Egy véletlen mennyiség esetében az egyik legtermészetesebb kérdés, hogy "J6-j6, véletlen, de tgy
atlagban mennyi?". Ezt a véletlenszerii esetek kozti "atlagos" értéket fogja meg a varhaté érték fogalma.

3.2.1. Definicié. Egy X valdszinliségi valtozd egyszerii, ha csak véges sok értéket vehet fel. Egy
egyszer( valészinliségi valtoz6 varhatoé értéke:

EX)E Y k-P(X=k),
k€Ran(X)

ahol Ran(X) az X véges értékkészlete, és P(X = k) jeloli az {X = k} esemény val6sziniiségét.
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Mit is jelent ez? Miért lesz ez a fura szumma "atlagos érték"? A képlet azt mondja, hogy a véletlen
X értékeinek vegyiik a sulyozott kézepét, ahol a siulyok az egyes értékek valdszinliségei. Az elnevezés
némileg szerencsétlen: az érték, amit kapunk nem feltétleniil "varhat6"'. Pl. ha csukott szemmel felve-
sziink egy papucsot, akkor vagy 2 vagy 0 labunkon lesz a megfelelé papucsfél, mégis a helyesen felvett
papucsok szamdanak varhaté értéke 1 (azonos esélyeket feltételezve).

Fontos, hogy a képletben szerepel a k szorzd, anélkiil ugyanis ZkeRan( X) P(X = k) = 1 barmilyen
egyszerit X valtozo esetén.

3.2.2. Példa. Szamoljuk ki a fenti példakban szereplé valdszinliségi Véltozék varhaté értékeit:
(1) A kockadobds esetén Ran(X) = {1,2,3,4,5,6}, illetve P(X = k) = ¢ minden k € Ran(X)-re,

ezért 6 1 a1
= EL-P(X =Fk) = . =2"_-35.
S kPX =k =)k s=5 =35
k=1 k=1

(2) A kockadobés négyzetére hasonléan

1 91
E(Y) = > FeP(Y = k)= (1+4+9+16+25+36) - = = - ~ 15,1667
ke{1,4,9,16,25,36}
(3) Jelolje Z a fehér golyé kihtizasaig hizott piros golyok szamat:
3 . z
_ Z k- P(Z _ k) szorza&:szabaly
2 32 322 3212 0+3+4+3
=0.-24+1.-22492.222,3.2222 L:l.

5 54 543 5432 10
(4) Indikator valészinliségi valtoz6 varhatd értéke:
E(1a)= Y k-PAa=k) =0 -P1a=0)+1-P(1s=1)=PA).
ke{0,1}
Ilyen értelemben a varhaté érték kiterjesztése a valdszintiségeknek az indikdtor valtozokrol az

(egyeldre csak egyszerii) valdsziniiségi valtozdkra.

Val6szintiségi valtozdkra — ahogy valds értékii fiiggvényekre — definidlhatdk a szokdsos miiveletek:
ha X és Y val6sziniiségi véltozd, akkor X + Y az a fliggvény, amire (X +Y)(w) = X(w) + Y (w).
Belathaté, hogy az Osszeg is valoszintiségi valtozo.'? Hasonléan definidlhatjuk valészintiségi valtozék
kiillonbségét, szorzatat, illetve ha a nevezé sehol sem nulla, akkor hanyadosat.

A varhato érték egyik siirtin hasznalt tulajdonsaga, hogy linearis. Ez alatt egyrészt azt értjiik, hogy
barmilyen ¢ € R esetén E(cX) = c¢-E(X) (ez még egyszeriien latszik). Masrészt, hogy E additiv:

3.2.3. Allitas. Legyenck X ésY egyszerd valdsziniségi vdltozok. Ekkor E(X+Y)=EX +EY.

Bizonyitds. Jelole a Ran(X + Y) halmazt M, Ran(X)-et K és Ran(Y)-t L. Ekkor a definicidkat
kibontva

EX+Y)= Y mPX+Y=m=Y m-P( |J (X=kV=1})=

meM meM keK,leL
k+l=m
=> > (k+D- =k Y=0=> Y (k+1)-P(X =k Y =1
meM keK,leL keK leL

k+l=m

12Nem egyszerii valésziniiségi valtozok esetén a bizonyitds nem magétdl értetdds. Erdemes hasznélni hozzé, hogy a

raciondlis szdmok siir(in helyezkednek el, és igy {X +Y < z} = UreQ({X <r}n{Y <z-—r}).
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=S kp(Utx =k v =0)+ Y p(Jx =k Y =1})

keK leL leL keK
=Y k-P(X=k)+) I'PY =1) =EX +EY,
keK leL
ami épp a bizonyitandé allitas. O

Az additivitds hasznos eszkoz olyankor is, amikor alapbdl nincs szé valészintiségi valtozdk Gsszegérol.

3.2.4. Példa. Bizonyitsuk be a 3 halmazra vonatkozé Poincaré-formulat, azaz hogy

3
P(A;UAyUAg) =D P(A)— > P(A;NA))+P(A N AN Ag).
i=1 1<i<j<3
Ekkor a fenti indikator valészintiségi valtozés példa miatt:

P(UiA;) = 1-P(N; &) =1-EB(1, ) =1-E([[15) =1-E([[0 - 14)) =
=1 —E(l — 14, =14, — 14, + 1404, +1an4;, 1404, — 1AmAzﬂA3>

=Y P(A)— > P(A;NA))+P(A N AN Ag),
i=1 1<i<j<3
ami épp a bizonyitandé allitas.
Vegyiik észre, hogy a szamolas elsé sordban nem hasznaltuk, hogy 3 halmazrél beszéliink. Valéja-
ban ugyanez az érvelés tetszOleges véges sok halmazra elmondhatd, és igy bebizonyithat6é a Poincaré-
formula.

Lattuk, hogy az egyes valdsziniiségi valtozok varhato6 értékének meghatarozasdhoz elég volt a P(X =
k) értékeket ismerniink. Ezen val6sziniiségek Osszességét hivjuk az egyszer(i valésziniliségi valtozo el-
oszlasanak. Nézziink néhany nevezetes eloszlast:

3.2.5. Definicié. Egy X valdszinfiségi valtozé binomidlis eloszlasi, n € N és p € [0, 1] paraméte-
rekkel, ha (

PX=k)=("

k)pk(lp)"k ke {0,1,2,...,n}.

Jelolése: X ~ B(n;p).

3.2.6. Példa. Dobjunk fel egy olyan pénzérmét n-szer, ami p valdszinliséggel mutat fejet egy dobas
utan. Ekkor a fej dobasok szama egy binomidlis eloszlasu valdszintiségi valtozo.

Altaldnosan, ha fiiggetlen kisérleteket végziink, amiknek azonos a sikervaldszinfiségiik, akkor n ki-
sérletbdl a sikerek szama binomidlis eloszlast n és p paraméterekkel. Formélisan ez a koévetkezdképp
frhaté fel: legyenek Ay, ..., A, egyiittesen fiiggetlen események. Tegyiik fel, hogy P(A;) = p minden

i-re. Ekkor 1a, 4 +14, ~B(n;p),

vagyis a B(n;p) eloszlast valdszinliségi valtozéra mindig nézhetiink tgy, mint n darab egyiittesen
fliggetlen esemény indikdtorainak Gsszegére.
Ennek a megfigyelésnek a hasznossiga rogton lathatd, ugyanis ha X ~ B(n;p), akkor
B(X)=EQ1a, +---+14,) =P(A) +---+P(4p) =n-p
a varhato érték additivitdsa okén.

3.2.7. Definicié. Egy X valdsziniiségi valtozé egyenletes eloszlasi egy n elemii S C R halmazon,

ha P(X = k) = 2
(x=p=1

minden k € S esetén. Ha S = {1,2,...,n}, akkor X varhaté értéke E(X) = 1t2ttn — ntl
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3.3. Randomized Quicksort algoritmus (kiegészité anyag)

Az €l6z6 elbaddson sz6 volt a Karger-algoritmusrol. Nézziink egy hasonld példat, a varhatéd érték
alkalmazhatésagat demonstralandé.

Input: egy x1,...,x, kilonbozs elemekbdl all6 témb (n > 1). Output: ugyanezen elemek tombje
sorba rendezve. Az algoritmus a kovetkezé: Ha a lista egy elemii, visszatérési érték a lista. Egyébként
valasztunk egy p elemet (neve: pivot elem), a tobbieket pedig szétvalogatjuk két tombre: p-nél kisebbek
és p-nél nagyobbak (ez n — 1 Gsszehasonlitdst jelent). Alkalmazzuk rekurzivan a quicksort algoritmust
a kapott két tombre, majd adjuk vissza az ebbdl 6sszekonkatendlt eredményt: p-nél kisebbek rendezve,
aztan p, végiil p-nél nagyobbak rendezve.

Ez egy Las Vegas algoritmus'®, vagyis egyesélyes az eredmény (biztosan j6 eredményt kapunk),
csak az nem vilagos, meddig tart eljutni odaig. Legrosszabb esetben mindenkit mindenkivel 6ssze kell
hasonlitanunk, igy (72’) Osszehasonlitast végziink: példaul ha mér eleve sorba van rendezve a tomb, és
mindig a legelsé elemet valasztjuk pivot elemnek.

Rendben, van amikor lasst, de mégis meddig tart atlagosan? Ez attdl is fiigg, hogyan valasztjuk
a p pivot elemeket. Tegyiik fel, hogy a p valasztisa egyenletesen véletleniil torténik, és a kiilonbozé
quicksort hivasokban egymastoél fiiggetleniil.

3.3.1. Allitas. Jelolje X,, a quicksort algoritmusban elvégzett dsszehasonlitisok (véletlen) szamdt, ha
a bemenet hossza n. Ekkor E(X,) < 2nlnn.

Bizonyitds. Legyen yi,...,y, az algoritmus kimenete (vagyis a rendezett tomb). Legyen X, ; az a
valdszintiségi valtozo, ami pontosan akkor 1, ha valamikor az eljaras soran 6ssze kellett hasonlitanunk
az y; és az y; szamokat, egyébként 0. Mivel minden dsszehasonlitast legfeljebb egyszer végziink el, igy

n= X

i<j

Vegyiik észre, hogy az X; ;-k nem fiiggetlenek. De ettl még teljesiil, hogy

EX, = E(me> = Z]EXM.

i<j 1<j

Tehét elég meghataroznunk az EX; ; = P(X; ; = 1) mennyiségeket.

Nézzik az y;, Yit1,---,Yj—1,Y; szdmokat. Az algoritmus definiciéja miatt el6bb-utébb mindegyikiik
lesz pivot elem, de hogy milyen sorrendben, az véletlenszerti. Az X; ; = 1 feltétel (azaz hogy y;-t és
y;-t Ossze kellett hasonlitanunk valamikor) pontosan akkor teljesiil, ha ezen szamok koziil a legel8szor
vagy y;-t vagy y;-t valasztjuk pivot elemnek. Ha nem ez torténne, y; és y; kiilon résztémbben folytatna
karrierjét, és igy sosem keriilne 6sszehasonlitasra.

Mivel a pivot elemeink egymastdl fﬁggetleniﬂ egyenletesen valasztodnak ki, annak az esélye, hogy

legelszor y;-t vagy y;-t vélasztunk, éppen p—y +1 Tehat
n
1<J 1§z<]§n k=2
=—-2(n—1)+ n—l—lzn:g——éln—i— 2n + 2) Zl
N = ko k
Beldthato, hogy >°p_; + <Ilnn+1, igy EX,, < —4n+ (2n+2)(Inn+1) < 2nlnn. O

13L4sd a Karger-algoritmus utani megjegyzést.
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3.4. Varhato érték végtelen diszkrét esetben

Dobaljunk fel egy pénzérmét addig, amig fejet nem kapunk. Legyen p annak a valdszinlisége, hogy
az érme a fej oldalat mutatja. Jelolje a dobasok szamat X. Mi X varhato6 értéke?

Vegyiik észre, hogy X nem egyszerii valoszintiségi valtozo, hiszen k akarmilyen pozitiv egész értéket
felvehet. Szerencsére varhatd értéket nem csak egyszerli valosziniiségi valtozdkra szamolhatunk.

3.4.1. Definicié. Legyen X egy kizarolag nemnegativ értékeket felvevo valdszintliségi valtozé. Defini-
aljuk ekkor a varhaté értékét:
E(X)E s E(Z2),

Z egyszerii,
Z<X

ami vagy egy nemnegativ vals szdm vagy +oo. Vagyis az X-nél (minden w € 2 ponton) nem nagyobb
valoszintiségi valtozok varhaté értékeinek a ,lehetd legnagyobb értéke”, a szuprémuma.

Hét ez nem tiinik tul egyszeriien szamolhaténak. A kiszamolasban a kdvetkezo allitas segit ugyne-
vezett diszkrét valoszinliségi valtozdk esetében.

3.4.2. Allitas. Legyen X olyan nemnegativ valdsziniségi viltozd', aminek értékkészlete Ran(X) =
{k1, ko, ...} megszdmldlhatdan végtelen. Ekkor

(1) E(X) = i ki - P(X =kj).

A kezdeti példéara visszatérve: ezzel az allitassal mar kiszamolhaté X varhaté értéke. Hatarozzuk meg
a P(X = k) mennyiséget. Annak a valészintisége, hogy éppen k dobasra lesz sziikségiink: (1 — p)*~!p,
hiszen k — 1-szer kell irdst dobnunk, majd egyszer fejet. Ezt mar behelyettesithetjiikk a szummaba, és
— ahogy azt latni fogjuk az 5. eléadasban, — az eredmény %.

3.4.3. Definicié. Egy valdszintiségi valtoz6 diszkrét, ha értékkészlete megszdmlélhatéd (nem feltétle-
niil végtelen).

Kitéré. A végtelen halmazok sem mind ugyanakkorak, azaz nincs barmelyik kettd kozt kolesondsen
egyértelmli megfeleltetés. Emiatt megkiilonboztetiink megszamlalhatéan végtelen és megszamlalhatat-
lanul végtelen halmazokat.

Megszamldlhatéan végtelen az, aminek fel tudjuk sorolni az elemeit egy (természetes szdmokkal
indexelt) sorozatként. Ilyen példaul Z, az egész szdmok halmaza (ami tobbek kozt felsorolhat6 a kovet-
kezéképp: 0,1, 1,2, 2,3, —3...), de a racionalis szamok is'®. A megszamlalhatéan végtelen halmazok
mind ugyanakkorak, vagyis barmely kett6 kozt van kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés.

Megszamlalhatatlanul végtelen az a halmaz, ami végtelen, de nem megszamlalhatéan végtelen. Ilyen
példaul R, a val6s szamok halmaza, de a [0, 1] intervallumon értelmezett Riemann-integrélhaté fiigg-
vények halmaza is. A megszdmlalhatatlanul végtelen halmazok nem mind ugyanakkordk, példaul az

T

el6z6 két példa halmaz sem.

14Nem feltétleniil nemnegativ valészinliségi valtozé esetén a varhaté érték ugyanezzel a formuléval definidlhato,
amennyiben a sor abszolit konvergens.
15145d BSZ1 jegyzet: cs.bme.hu/bszl/jegyzet/bszl_jegyzet.pdf


http://cs.bme.hu/bsz1/jegyzet/bsz1_jegyzet.pdf
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4. Folytonos valészintiiségi valtozdok

Eddig olyan valdszinliségi valtozokrdl beszéltiink, amik értékei egy véges, vagy megszamlalhatbéan
végtelen halmazt alkotnak, tipikusan az egész szamok valamely részhalmazat. Vannak viszont olyan
véletlen mennyiségek, amiket célszerii igy modellezni, hogy barmilyen valés értéket felvehessenek. Ilyen
sok fizikai mennyiség, vagy valamely torténés bekovetkezéséig eltelt id6. Most ezekrél lesz sz0.

4.1. Eloszlasfiiggvény

A feladatokban mar eléfordult, hogy valasztottunk egy szdmot ,egyenletesen véletlenszeriien” egy
intervallumbol, esetleg egy pontot egy kétdimenzios alakzatbél. Ezek éppen olyan véletlen mennyisé-
gek — a mult heti szohasznélattal valdsziniiségi valtozdék — amik nem diszkrétek, azaz nem csak egy
megszamlalhatéan végtelen halmazbdl vesznek fel értékeket.

Ez miért probléma? Amikor X egy diszkrét valdszintiségi valtozé, akkor 6t le tudjuk irni az eloszlasa

segitségével, vagyis a P(X = ky), P(X = ks), ...

0 és 1 kozti szamokbol &ll6 sorozattal, ahol ki, ko,... az X lehetséges értékei. Legyen most X egy
egyenletesen véletlen szdm a [0, 1] intervallumbol. Ez alatt azt értjik, hogy X olyan valdsziniiségi
valtozo, amire P(X < t) =t ha t € [0,1], példdul P(X < 1) = 1. Ekkor P(X = k) = 0 barmilyen k
esetén, vagyis a fenti (diszkrét értelemben vett) eloszlds 1ényegében semmit nem mond a valészintiségi
valtozorodl.

Erre mondhatndnk, hogy ,,Oké, de a valtozot akkor is leirja, hogy a [0, 1]-bél veszi fel az értékeit,
igy elég, ha ezzel a tulajdonsdggal hivatkozunk ra.” A kovetkezd példa mutatja, hogy miért nem.

4.1.1. Példa. Legyen X egy egyenletesen véletlen szdm a [0, 1] intervallumbdl, és nézziik az Y = X2
valészintiségi véltozét. Ekkor Y értékei szintén a [0, 1] intervallumbdl valdk, de Y mégsem ugyanigy
miitkodik, mint X. Hiszen egyrészt P(X < %) = %, masrészt

(red)=r(ecl)-r(x< )= &

Vagyis Y nagyobb eséllyel vesz fel kisebb értékeket, az ,eloszlasa jobban koncentralodik a 0 koriil, mint
X eloszlasa”. Mindjart tisztazzuk, hogy ez mit is jelent.

Altalanosan, az X eloszldsat az tGn. eloszlasfiiggvénye segitségével irhatjuk le.
4.1.2. Definicié. Legyen X valésziniiségi valtozo. Ekkor az
Fx :R —[0,1] Fx(z)=P(X < x)
fliggvényt az X eloszlasfiiggvényének hivjuk.

Vegyiik észre, hogy {X < z} eleme F-nek, azaz esemény (mivel X valdszi-

niiségi valtozo), ezért van értelme beszélni a P(X < z) valdészintiségrol. 10 —
A fenti példaban szerepl6 X és Y eloszlasfiiggvényei: .
0.6 FY
0 haz<0, B '
Fx(z)=P(X <z)=<z haze(0,1], = NER RN
1 haxz>1, )
0 haxz<0, -
Fy(z)=P(Y <) =P(X?<z) =P(X < vz) =4 & haze(01], ’
1  haz>1 N

05 05 1.0 15

Nézzik, mit tud altalanosan egy eloszlasfiiggvény. Egyrészt vilagos, hogy
Fx(b) — Fx(a) =P(X <b)—-P(X <a)=Pla< X <))

tetszOleges a < b valés szamokra, P additivitdsa miatt. Az eloszlasfiiggvények karakterizalhatdk is.
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A 4.1.3. Allités. Egy F: R — [0,1] fiiggvény akkor és csak akkor eloszldsfiggvénye valamilyen valdszi-
niségi valtozonak, ha
(1) F (nem feltétlenil szigoridan) monoton névd,
(2) F balrol folytonos, azaz minden x-re az F' baloldali hatdrértéke x-ben F(x),
(8) limgy oo F(2) =0 és limg oo F(x) = 1.

A Dbalrdl folytonossag kozel sem jelent folytonossagot. Példaul
diszkrét valdszinliségi valtozok eloszlasfiiggvénye sosem folytonos. ) o
Igen, eloszlasfiggvény diszkrét esetben is mindig van, és ez is balrél s o
folytonos, de jobbrol nem. Példaul egy kockadobas, mint valésziniiségi
valtozo, eloszlasfiggvényét lasd jobbra.

Bizonyitds. Legyen X valbszintiségi valtozo, és = < y. Belatjuk, hogy
Fx-re igaz a fenti harom feltétel. Valéban, F'x monoton novd, hiszen
{X < .’E} - {X < y}, ezért 1 2 3 4 5 6

Fx(z) =P(X <z) <P(X <y) = Fx(y),

felhasznalva a valésziniiségi mez6rol szolo 1.3 alfejezet kévetkezményét.

Nézziik a médsodik tulajdonsdgot. Az Fx balrdl folytonossdga ekvivalensen azt jelenti (atviteli elv),
hogy barmely monoton névé (z,)nen sorozatra, amire z, # x és x, — =z, teljesiilnie kell, hogy
lim, o0 Fx(z,) = Fx(x). Megmutatjuk, hogy ez valéban teljesiil. Egyrészt

oln alv 2w ok ol

|

n
Tim Fy () = lim P(X < 2,) = P(X < 0) + nan;oP( Ufzior < X < a:k}),
k=1
felhaszndlva a valdsziniiség additivitdsat, illetve hogy {X < zp,} = {X < 2o} U{zo < X < z,} =
{X <z} UUp_{zr-1 < X < zp}. A mésodik tag a kovetkezSképp alakithato at:

nh_}rg(}[P’(}gLJl{mk_l <X< mk}) = nlLH;oI;P(xk_l <X <zp) =Plag < X <x),
felhasznalva a valdszinliség o-additivitdsat, illetve hogy U2 [ {zk—1 < X < a2} = {zo < X < z}. Ezt
visszahelyettesitve az el6z8 egyenletbe azt kapjuk, hogy lim, o Fx(z,) = P(X < x9) + P(zg < X <
z) = P(X < x) = Fx(z).'° Hasonl6 okbdl teljesiil a harmadik feltétel is.'”

Visszafelé, legyen adott F', ehhez keresiink egy megfelelé6 X valdszinliségi valtozot, amire F' = Fx.
Legyen U egy egyenletesen véletlen szdm a [0, 1] intervallumbél.'® Definidljuk az X-et, mint

X=inf{lyeR|U < F(y)}.
Ekkor az X és az infimum definicidja miatt
P(X <z)=P(inf{ly e R | U< F(y)} <z) =
=P(van y € R, amire y <z és U < F(y)).
Beldthat6, hogy ilyen y pontosan akkor létezik, ha U < F(x). Valéban, ha van ilyen y, akkor U <
F(y) < F(x), mivel F monoton névé. Megforditva, ha U < F(x), akkor F' balrdl folytonossidga miatt
van z-hez elég kozel egy y, amire U < F'(y) szintén teljestl. Kovetkezésképp:
P(X <) =P(U < F(z)) = F(z),

hiszen 0 < F(z) < 1, és a példédban lattuk, hogy P(U < z) = z barmilyen 0 < z < 1 szdm esetén. Ezzel
az allitast belattuk. O

16Eyzel az érveléssel kaphatjuk, hogy az Fx jobboldali hatarértéke z-ben P(X < ).

17A hasonlé ok neve a valészintiség folytonossagi tulajdonsiga.

18 Azt illenék bebizonyitani, hogy ilyen egyenletesen véletlen szam, mint valésziniliségi valtozd, valéban 1étezik. Ennek
a preciz leirdsa tdmaszkodik a Lebesgue-mérték fogalmara, igy ettél most eltekintiink.
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4.2. Striiségfiiggvény

Most a valdsziniiségi valtozok masik fontos hozzarendelt fiiggvényét vizsgaljuk: a slirtiségfiiggvényét.
Ennek tobbek kézt az az oka, hogy az eloszlasfiiggvény grafikonjarél nem feltétleniil konnyt leolvasni a
valészintiségi valtozé tulajdonsagait. Sz6 volt mar példaul az X és X2 valtozokrél, ahol X egyenletesen
véletlenszerii [0, 1]-en. Meg tudjuk-e mondani az eloszldsfiiggvény abrdja alapjan, melyik szdm 0,01
sugart kornyezetében lesz a legnagyobb eséllyel X2? Vagy hogy hanyszor akkora eséllyel lesz az X2
értéke az % kis kérnyezetében, mint % kis kérnyezetében?

Az els6 kérdésre hamar ravighatjuk, hogy 0-nél (egész pontosan 0,01-nél), hiszen ott né a legme-
redekebben az eloszlasfiiggvény, mas szavakkal az ottani x-ek jarulnak hozza leginkdbb az Fx2(x) =
P(X? < z) valészintiség novekedéséhez. A masodik kérdés valamivel triikkosebb, a valasz v/3, amihez
az eloszlasfiiggvény érintéinek meredekségeit kell Osszehasonlitsuk, lasd lejjebb. Vegyiik észre, hogy
mindkét esetben a meredekségeket kell vizsgaljuk.

Ha valakinek rossz el6érzete lenne az ,érinté meredeksége” székapcsolat hallatan, megnyugtatndam,
derivalni fogunk. Hiszen az els6 példa is éppen azt mutatja, hogy az eloszlasfiiggvény meredekségeinek
fliggvénye, azaz derivaltfiiggvénye lenne hasznunkra. Mar amennyiben létezne, csakhogy 0-ban és 1-ben
F'x2 nem derivalhaté. Ezt a problémét megkeriilendd, a derivalas egyik altalanositasat fogjuk hasznélni,
ami a ,,jo-lesz-az-ugy” filozéfiat kovetve egyszeriien nem foglalkozik azzal, hogy a fiuggvény egy-egy
pontban nem derivélhaté (ha a fiiggvény legalabb folytonos). Ez nem fogja elrontani a szdmitasainkat.

4.2.1. Definicié. Egy X valészintiségi valtozot folytonosnak neveziink, ha létezik olyan nemnegativ,
valés fx : R — R fiiggvény, amire az ffooo fx(z)dz improprius Riemann-integral véges'?, és minden
x € R esetén

/f fx(z)dz = Fx(x),

ahol az integral improprius Riemann-integral. Az fx fliggvényt az X stlirtiségfiiggvényének hivjuk.

A definicié6 nem tul konstruktiv: a feltételként adott integralokb6l nehéz kiszdmolni fx-et. S6t,
valéjaban azt sem biztositja, hogy a strliségfliiggvény egyértelmi legyen, hiszen ha f stirliségfiiggvénye
X-nek, akkor az is slirliségfiiggvény, ha f-et megvéltoztatjuk egy ponton (hiszen az integralok nem
valtoznak). Hogyan lehet akkor kiszdmolni valamit, ami nem is egyértelm?

4.2.2. Allitas. Ha Fx folytonos és végessok pont kivételével mindenhol derivdlhatd, akkor X folytonos
valdszinidségi vdltozo, €s az

(x € R)

f() Fi(z) ha Fx derivdlhaté x-ben,

) =
0 eqyébként

figguény striségfigguénye X -nek.

4.2.3. Példa. Az allitas szerint a fenti [0, 1]-en egyenletes eloszldsi X esetében

1 h 1 L hal0<z<l,
fx(x)Z{ al<z<l, és fxz(x):{Q\/E a x (z €R)

0 egyébként, 0 egyébként

fiiggvények stirliségfiiggvényei X-nek és X2-nek. Szemléletesen a siirtiségfiiggvény értékei annak az
esélyét jelolik, hogy az X valtozd a x érték kis kornyezetébe esik?’. Igy az alfejezet elején feltett
mésodik kérdés valasza fx2(3)/fx2(3) = %/% =/3.

19 Altaldnosabban Lebesgue-integralhato siirtiségfiiggvényrdl is beszélhetnénk. Most nem fogunk.
20Feltéve, hogy a stiriiségfliggvény épp folytonos. Ha egy-egy pontban megsziintethet6 szakadasa van fy2-nek, akkor
a pontbeli értékének nincs jelentéstartalma.



VALOSZINUSEGSZAMITAS 21

Megjegyzés. Mi most nem fogunk ilyen esetekkel foglalkozni, de egy valdsziniiségi valtozo lehet olyan,
ami nem diszkrét, de nem is folytonos (példdul egy indikétor valtozé és egy folytonos szorzata). SOt az
sem igaz, hogy ha Fx folytonos, abbdl kovetkezne, hogy X is folytonos (bar a megforditottja teljesil:
egy folytonos valtozo6 eloszlasfiiggvénye folytonos). Az ilyen kényelmetlen eseteket most tegytik félre.

A siirtiségfiiggvény praktikus haszna jéval nagyobb anndl, mint
hogy a fenti kis kérnyezetekrdl informacioval szolgal. Nézziik tehat
a tulajdonséagait.

4.2.4. Allitas. Legyen X folytonos valosziniségi vdltozo. Ekkor min-
den a < b valds szam esetén

b
Pla < X < b) :/ fx(z)dz

a b

Bizonyitds. A valdszinliség additivitdsa miatt

Pla<X <b)=P(X <b)-P(X <a)—P(X =a)=

/ fx(x dx—/ fx(x dx—O—/fX

ahol felhasznaltuk, hogy az integralas additiv az integralasi intervallumban. O

Az eloszlasfiiggvényhez hasonlban a stiriiségfiiggvények is karakterizalhatok.

4.2.5. Allitas. Egy nemnegativ f : R — R figgvényhez akkor és csak akkor létezik X folytonos
valdszintségi valtozo, aminek az f striségfiggvénye, ha f Riemann-integrdlhato és

| staae=

Az vildgos, hogy ha X folytonos valészintliségi valtozo, akkor fx-re teljesiil az egyenlet. A visszafelé
irdnyt nem bizonyitjuk.

Feladat. Jelolje egy alkatrész élettartamat Z (érakban szamolva). Ha Z eloszlasfiiggvénye

0 ha 2 < 100,
1—1;& ha z > 100,

akkor mi a valdsziniisége, hogy az alkatrész nem romlik el az elsé 150 6raban?

4.3. Varhato6 érték, folytonos eset

El6z6 eléaddson definidltuk nemnegativ valészinliségi valtozdk varhatd értékét:

EX)®  sup E(Z), abol E(Z)= Y. k-P(Z=k).

P
Gex k€Ran(X)

Vegyiik észre, hogy az elsé definicié nem csak diszkrét esetre értelmes, folytonos valészintiségi valtozdkra

is ad valamit, csak nehezen latszik, hogy mit. Zavar6 viszont benne a nemnegativitasi feltétel. Ahhoz,

hogy megszabaduljunk ettol a feltételtol, felhasznaljuk, hogy a varhato érték a fenti definiciéval is
additiv, ahogy egyszerli valésziniiségi valtozokra ezt mar belattuk.

4.3.1. Allitas. Legyenck X ésY nemmegativ valdsziniiségi vdltozok. Ekkor B(X +Y) = E(X)+E(Y).

Ezen azonossig segitségével definidlhaté nem feltétleniil nemnegativ (és nem is feltétleniil egyszerii)
valoszintiségi valtozokra is a varhaté érték.



VALOSZINUSEGSZAMITAS 22

4.3.2. Definicié. Legyen X tetszbleges valosziniiségi valtozé. Jelolje X+ = max(X,0) az X pozitiv

részét, és X~ = max(—X,0) az X negativ részét. Ekkor X és X~ nemnegativ val6sziniiségi
véltozok, tovabbd X = XT — X . Ha E(X ™) < oo vagy E(X ) < oo, akkor legyen
def

E(X) = E(XT) -E(X7),
ami vagy egy valds szam, vagy +oo, vagy —oo. Ha E(X+) = E(X~) = oo, akkor a varhaté értéket
nem értelmezziik.

Bar ezek a definiciék értelmesek folytonos valésziniiségi valtozdkra is, nem konstruktivak, konkrét
valbsziniiségi valtozo varhatéd értékét nehéz igy meghatarozni. A kovetkezd allitas ezt hidalja at.

4.3.3. Allitas. Legyen X folytonos valdszindségi vdltozd, amire

/OO 4]+ fx(t)dt < 0.

Ekkor
(2) B0 = [t fx(t
Az §llitas feltételére azért van sziikség, hogy kizarjuk azt az esetet, amikor E(X) nem definidlt.

4.3.4. Definicié. Egy X val6szinfiségi valtoz6 egyenletes eloszlast az (a,b) intervallumon, ha sii-
riiségfiiggvénye
A haa<az<b,
fx(z) =407 .y
0 egyébként.
Jelolése: X ~ U(a;b).

Ez valoban siirtiségfiiggvény, hiszen

[ b
1 r 1® b-—a
/_Oof(x)dx_/a T [b—a]a_b—a_l‘

Egy egyenletes eloszlasi valészintiségi valtozo varhato értéke
o b 2 b b2 — g2
x x a a+b
E(X) = . dz = dx = { }
(X) / v fxlw)de /a b—a " 2(b—a)

— 00

o 20b-—a) 2’
ami intuitivan is vildgos: atlagosan az intervallum kozepét kapjuk értékiil.

Vegyiik észre, mennyire hasonlitanak a diszkrét esetre vonatkozé (1) egyenlet és a folytonos esetre
vonatkozé (2) egyenlet. Ez azért van, mert mindkett6 a varhaté érték altaldnos fogalménak a realiza-
cidja. Ez a lenti allitasban is megnyilvanul, ahol parhuzamosan targyalhatjuk a két esetet.

4.3.5. Allitas (Transzformdlt varhaté értéke). Legyen X valdsziniiségi vdltozd, és g : R — R fiiggvény.
Tegyiik fel, hogy E(g(X)) létezik. Ha X diszkrét, akkor

E(g9(X)) = glk;) - P(X = kj),
j=1
ahol Ran(X) = {ky, ka, ... }. Ha pedig X folytonos, akkor

Blg(x) = [ 0@ fx(@)de.

4.3.6. Példa. Legyen X olyan valdszintiségi valtozo, aminek fx : R — R stlirliségfiiggvényére teljesiil,
hogy f(z) = 2e72% ha x € [0,00), és 0 egyébként. (Ellendrizziik le, hogy ez valéban sfirfiségfiiggvény. )

Ekkor . . N
E(ex) = / e’ fx(z)de = / €22 dx = 2/ e Tdx = 2.
0 0

— 00
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5. Nevezetes eloszlasok

A most kovetkez6 elfaddsban el6szor a geometriai valésziniiségek illetve folytonos valdszintiségi
valtozok egy paradoxonjardl lesz sz6, majd kiillonb6zo eloszlasokkal foglalkozunk, vegyesen diszkrét és
folytonos kontextusban, ezzel is alkalmazva az el6z6 két eléaddson tanultakat.

5.1. Bertrand-paradoxon

Folytonos valdszinfiségi véltozdkat (illetve eloszlasukat) tobbféleképp megadhatunk. Torténhet ez a
strlségfliggvényiik vagy az eloszlasfiiggvényiik segitségével, de van, hogy ennél kézvetettebb informa-
ciénk van csak a valtozérél. Bertrand paradoxonja®! ravildgit, hogy mennyire nem nyilvanvalé feladat
az utébbi esetben meghatarozni a valdszinliségi valtozd eloszlasat.

Bertrand-paradoxon

Valasszuk ki egy kor egy hurjat véletlenszertien. Mi a valdszintisége, hogy a hir hosszabb, mint
a korbe irhaté szabédlyos haromszog egy oldala?

A paradoxon ellentmondasa, hogy a feladatra adhaté olyan megoldas, amibél az % valasz ado-

dik, de olyan is, amibdl % vagy i. Hogyan torténhet ez? Lassuk elGszor a megoldasokat:

(1) Valasszunk egyenletesen véletlenszertien és egymadstdl fiiggetleniil egy P P(A)=1/3
és egy @ pontot a korvonalrdl, és legyen a hir az 6ket 6sszekotd szakasz.
Sorsoljuk ki elszor a P pontot, majd rajzoljunk a korbe egy olyan
szabalyos haromszoget, aminek cstcsa ez a P. Vilagos, hogy pontosan
akkor kapunk a haromszog oldalanél hosszabb hurt, ha @) a haromszog
mésik két cstcsa kozé esik. Igy a keresett valdszintiség %

(2) Vélasszuk ki egyenletesen véletlenszerlien egy sugarat a kornek, majd
rajta egyenletesen véletlenszeriien (a sugar vdlasztastdl fiiggetleniil) egy
P pontot. A hir legyen az, amelyik a sugdrra merdleges, és a sugarat P
pontban metszi. Sorsoljuk ki eldszor a sugarat, majd rajzoljunk a koérbe
egy olyan szabalyos haromszoget, aminek egyik oldala merélegesen met-
szi a sugarat, jelolje a metszéspontot S. Lathaté, hogy pontosan akkor
kapunk a haromszog oldaldanal hosszabb hurt, ha a P pont kdzelebb van
a kor kozéppontjahoz, mint S. Mivel S felezi a sugarat, igy a keresett
valoszintiség %

(3) Valasszunk ki egyenletesen véletlenszeriien egy P pontot a korlapon.
Legyen a har az, aminek éppen P a felez6pontja. Ilyen hiar mindig csak
egy van (hacsak P nem a kozéppont, de mivel ez nulla valésziniiségi
lehet8ség, igy ezzel az esettel nem kell foglalkoznunk). Vegytink egy
szabalyos haromszoget a korben, és nézzilk ennek a beirhatd korét. A
hir pontosan akkor lesz hosszabb a haromszog oldalanal, ha P a kisebb
korbe esik. Az el6z6 esetben lattuk, hogy ha a nagy kor sugara r, akkor
a kis kor sugara 5. A keresett valészintiség pedig a két kor teriiletének
aranya, azaz (%)271'/7“271' = i.

O

P(A)=1/2

>

P(A)=1/4

A paradoxon feloldasa, hogy a ,véletlen hur” fogalma nem pontosan definidlt. Fiiggéen attél, hogy
melyik médszert alkalmazzuk a hiar generdlasara, mas-mds eloszlast kapunk, ezért kiilonboznek a
valészintiségek.

21y, ugyanaz a Joseph Bertrand, mint az els6 eléadasban szereplé doboz paradoxon szerzdje.
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Feladat. Jelolje X7, X5 és X3 a hur hosszat az egyes modszerek esetén, feltéve, hogy a kor sugara 1
egység. Mutassuk meg, hogy a valdszinliségi valtozdk striiségfiiggvényei:

2 1 T T
a) fxl(x)_;ﬁ? b) fxz(x)_ﬁv ) fxs(z) = 3,
ha z € [0,2] és 0 egyébként.

[\)

5.2. Orokifja tulajdonsag

A példdkban tobbszor eléforduld, nevezetes eloszldsok a (diszkrét) geometriai eloszlds, illetve a
(folytonos) exponencidlis eloszlds. A két eloszlas kozeli rokonsdgban van, ezért egyszerre targyaljuk
Oket.

5.2.1. Definicié. Egy X valdsziniiségi valtoz6 geometriai eloszlast p paraméterrel (ahol p € (0, 1)),
ha
P(X=k)=(1-p)""'p
minden k pozitiv egész esetén. Jelolés: X ~ Geo(p).
5.2.2. Példa. Cérnat prébalunk befiizni egy tiibe. Tegytik fel, hogy minden egyes prébalkozasnal 0,1

valésziniiséggel jarunk sikerrel, a korabbi prébélkozasoktol fiiggetleniil. Ekkor a sziikséges probalkoza-
sok szama 0,1 paraméteri geometriai eloszlast kovet.

Geometriai eloszlasti valészintiségi valtozé varhaté értéke:??
EX)=Yk-PX=k=> k-(1-p)*lp=
k= k=1
oo k oo o [eS) (1 _ p)ifl o ‘ 1
) LTS 3 SO B L SR
— i ,

k=1 1i=1 i=1

i i=1
5.2.3. Definicié. Egy Z valdszintiségi valtozé exponencidlis eloszlast A paraméterrel (A > 0 valds),
ha

= F =
2@ =1, cgyébként, 0 2(7)

Jelolése: Z ~ Exp(\).

Xe ™ ha x>0,
0 egyébként.

{1—6_/\”“' ha z > 0,

Ez valoban siirtiségfiiggvény, hiszen egyrészt nemnegativ, masrészt

[ O i
—o0 0 0

Egy exponencidlis eloszlast valdsziniiségi valtoz6 varhatd értéke:

E(Z) = /Oo zfx(z)dx = /000 Aze Mdx =

— 00
o0 o0
= [x(—e_m)ro - / (—e )z =0 —|—/ e Mdr =0— LI l
0 0 0 - A
Az eloszlas féleg olyan szitudcidokban kertl el6, amikor siirti, egymads uténi kisérletek valamelyikének
sikerességét varjuk. A A ardnyparaméter (angolul: rate) jelentése, hogy egység id6 alatt atlagosan hany
ilyen ,siker” torténik.

Egy eloszlas nem csak attdl lesz nevezetes, hogy sok alkalmazas esetében felbukkan, hanem attél
is, hogy specidlis tulajdonsdgokkal bir. A fenti két eloszlas esetében ilyen tulajdonsig az orokifjusag
(angolul: memorylessness) is.

225 Z:O:I k- (1 —p)k~1 sor értéke hatvanysor derivaldsa segitségével is kiszamolhato.
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A 5.2.4. Definicié. Nevezziink egy X valészintiségi valtozét orokifjinak a G C R halmazon, ha tet-
sz6leges s,t € G esetén
(3) PX>t+s|X >s)=P(X >1),
illetve P(X € G) =1, azaz X értéke 1 valésziniiséggel a G halmazba esik.

Ha X-re, mint egy torténés bekovetkezésének id6pontjara gondolunk, a fenti egyenlet azt jelenti,
hogy ha s-ig nem kovetkezett be a torténés, akkor ugyanakkora eséllyel kell még legalabb t id6t varnunk,
mint ha most kezdenénk el varni. Vagyis az id6 nem valtoztatott semmit a torténés bekovetkezési
hajlanddsagén.

Kérdés: Van-e egydltalan ilyen valdszintiségi valtozé, és ha igen, mi lehet az eloszlasa?

5.2.5. Allitas. Legyen X nemkonstans orokifji valdszindségi vdltozé a G halmazon.

(1) Ha G ={1,2,3,...} , akkor X eloszldsa geometriai.
(2) Ha G =[0,00), akkor X eloszldsa exponencidlis.

Vagyis ez a két eloszlds egymas analdgja. Azt fejezik ki, hogy meddig kell varni egy torténésre, aminél
az eltelt id6 nem valtoztat a bekovetkezés esélyén. A kiilonbség a két eset kozt, hogy az elsé esetben
az id6 diszkrét, mig a masodikban folytonos médon van modellezve.

c sz

a kovetkezovel:

P(X >t+s)=P(X >t)P(X > s) (Vs,t € G).
Legyen elszor G = {1,2,3,...}, és jelolje p a P(X = 1) valészintiséget. Ekkor s = 1 esetén az el6z8
egyenlet segitségével tetszOleges t pozitiv egészre azt kapjuk, hogy

PX>t4+1)=PX>t)P(X >1)=P(X >t)-(1—p) =
=PX>t—-1)-(1-p?=---=(1-p)tt
Ebbdl viszont mar adédik a valtozd diszkrét eloszlasa:
PX=t)=PX>t-1)-PX>t)=(1-p)' ' -—(1-p)'=

=(1-1-p)A-p"~"=pl-p"

ami épp a geometriai eloszlds definicidéja. Probléma csak azzal lehet, ha p € {0,1}. Ha p = 0, akkor
P(X =t¢) =0 minden t € {1,2,...} esetén, amely egyenletek {gy nem hatérozzak meg X eloszldsat.
mondas. Hasonléan, ha p = 1, akkor X a konstans 1 valdszintiségi valtozo, de feltettiik, hogy X nem
konstans, ez ellentmondés. Kovetkezésképp X valéban geometriai eloszlast.

Legyen most G a nemnegativ valés szdmok halmaza, és jeloljiikk g(t)-vel az InP(X > t) mennyisé-
get?®. Ez a logaritmus értelmes (azaz P(X > t) # 0), hacsak X nem konstans 0, amit viszont kizartunk.
Ekkor a (3) egyenlet logaritmusat véve kapjuk, hogy

glt+s)=InP(X >t+s)=InP(X >t)+InP(X > s) = g(t) + g(s),

vagyis g egy additiv fiiggvény a nemnegativ valds szamokon. Szerencsére azt is tudjuk, hogy g monoton
csOkkend, hiszen az eloszlastiiggvény ¢t — Fx (t) = P(X < t) monoton nové, igy ¢ — P(X > t) monoton
csokkend. De akkor a logaritmusa is monoton csokkend kell legyen.

5.2.6. Lemma. Ha g : [0,00) — R monoton csokkend fiigguény, amire g(t + s) = g(t) + g(s) teljesiil
tetszéleges s,t € [0,00) esetén, akkor g(t) = —At, ahol A = —g(1) > 0.**

231tt In jeloli a természetes alapu logaritmust.
24A monotonitds nélkiil nem igaz az 4llitds, valami szépségi feltételre sziikség van (folytonos, vagy korlatos, Lebesgue-
mérheté, ...). Bévebben 14sd: Cauchy fiiggvényegyenlete.


https://math.stackexchange.com/questions/423492/overview-of-basic-facts-about-cauchy-functional-equation
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A lemmét nem bizonyitjuk. A lemma miatt InP(X > t) = g(t) = —A¢t, ahol A = —InP(X > 1).
Emiatt

PX<t)=1-P(X >t)=1-e*,

ahol A # 0, kiillénben P(X > ¢) = 1 minden ¢-re teljestilne, ami lehetetlen. Nekiink P(X < ¢) helyett az
eloszléstiiggvényre, azaz P(X < t)-re lenne sziikségiink. Vegyiik észre, hogy t — P(X < ¢) folytonos,
ezért P(X < t) = limg vP(X < s) = P(X < t) = 1 — e M, ami épp az exponencidlis eloszlds
eloszlasfiiggvénye. d

A geometriai és az exponencidlis eloszlas kozti kapcsolat abban is megnyilvanul, hogy a geometriai
eloszlas kifejezheté az exponencidlisbél.?”

5.2.7. Allitas. Ha az X valdszintiségi vdltozé exponencidlis eloszldsi A paraméterrel, akkor [X] geo-
metriai eloszldsi 1 —e™> paraméterrel.

Bizonyitds. Vilagos, hogy IP’([X] = 0) =P(-1 < X <0) = 0. Tovabb4 tetszéleges k pozitiv egész
esetén

P([X]=k)=P(k—1<X <k)=Fx(k)— Fx(k—1) =
_ (1 o 67/\]9) _ (1 o ef)\(lcfl)) _ ef)\(kfl) _ 67)\1@ _ ef)\(kfl)(l o 67/\),
amiap = 1—e~? jeléléssel éppen (1—p)¥~1p, vagyis [ X] geometriai eloszlast 1—e~* paraméterrel. [
5.3. Poisson-eloszlas

A Poisson-eloszlas egy alkalmazasokban siirtin elékertilé diszkrét eloszlas. Intuitivan, olyankor buk-
kan fel, ha rengeteg nagyon kis valésziniiségii, egyméastol figgetlen eseménybél vizsgaljuk, hogy hany
kovetkezik be?. Ilyen példaul egy telefonkozpontba beérkezé hivasok szama, vagy az egy adott éraban
sziilet6 gyerekek szama.

5.3.1. Definicié. Az X valészintiségi valtozé Poisson-eloszlasti A paraméterrel (A > 0), ha

Ak Y

minden nemnegativ egész k-ra. Jelolése: X ~ Pois(\).

Ez tényleg egy lehetséges valdszintiségi eloszlas, azaz a valdszintiségek Osszege 1, hiszen

S = >‘k A A=A
S P(X =k) = e = =1
k=0 k=0

A Poisson-eloszlasi valészintiségi valtozé paramétere szemléletes jelentésii, ugyanis

E(X) = ilﬁ—ke—A = ixixﬁ_l e =\ i S Y
I e ) T AT

vagyis a paraméter épp a valtoz6 varhat6 értéke (vegyiik észre, hogy ez nem teljesiil sem a geometriai,
sem az exponencialis eloszldsra).

25Megfordl'tva, az exponencidlis eloszlds n. hatareloszldsa a geometriainak, ha besiiritjik a geometriai lehetséges
bekovetkezési id6pontjait az % tObbszoroseivé, n — co és np — A.

267 hasonlésig az exponencidlis eloszlds hasonld lefrdsdval nem véletlen, ldsd még Poisson-folyamat, avagy [4], 8.4.
fejezet.


https://en.wikipedia.org/wiki/Poisson_point_process
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5.3.2. Példa. Egy kaszkadér egy évben atlagosan 2-szer sériil meg. Mi a valdszintisége, hogy idén 4-
szer? Mivel egy kaszkadérnek rengetegszer van alkalma megsériilni, amiket tekinthetiink fiiggetlennek,
igy a Poisson-eloszlds j6 kozelitése a sériilések szamanak, amit jeloljiink Y-nal. A feltétel szerint A = 2,
igy

24 2
2 = Ze7? % 0,0902

(Y =4) = Je 3

az eredmény.

Azt, hogy rengeteg kis valdsziniliségii eseménynél a bekiévetkezések szdma Poisson-eloszlast kozelit,
be is bizonyithatjuk. Ha n eseményrol van sz6, amik mind p valdsziniiségiiek és egymastdl fiiggetlenek,
akkor a bekovetkezések X szdma B(n;p) binomidlis eloszldst. A bekiovetkezések atlagos szdma, ahogy
korabban méar lattuk, n - p, jelolje most ezt A. A kovetkezd allitas épp azt mutatja, hogy nagy n esetén
B(n;p) eloszlasa koriilbeliil Pois(A).

5.3.3. Allitas. Legyen n pozitiv egész, A € (0,00), és jellje p, = %—et. Ekkor
k
. n k _ n—k __ )‘7 -
Jim (k>pn(1 pa)"h = e
tetszbleges k € {0,1,2,...} esetén.

Bizonyitds. Fix k és n esetén

(Z)p’:;(l —pn)" " = k.(ﬁw(i)k(l )=

B n! Ak ( ) A ) n ( ) A) —k
 (n—k)nk k! n n/
Ebbél 27 nem fog valtozni, ha n tart végtelenhez, mig
A\ " A\ —k
(1-2) e & (1-2) -1
n n
Igy mar csak az elsé tényezével kell megkiizdeni. Az pedig a kovetkezOképp egyszerfisithetd:

n! nn—1)...(n—k+1)

(n—k)nk n-n-...n ’

ami egy k tényez6jli szorzat, ahol az egyes % alaki tagok egyenként mind 1-hez tartanak. Mivel csak
n tart végtelenhez, de k rogzitett, igy a szorzat hatarértéke szintén 1. O

5.3.4. Példa. Egy magyarérettségiben kétszer akkora eséllyel van Gsszesen 3 elirds, mint 1 elirds (a
példa nem reprezentativ). Tegytik fel, hogy a hibdk egymadstdl fiiggetleniil, azonos eséllyel kovetkeznek
be. Mekkora a valészinlisége, hogy egyaltalan nincs elirds a dolgozatban?

Jelolje X egy dolgozatban a hibdk szamat. Mivel csak korldtos mennyiségii hiba szerepelhet, igy a
feltételeinkbdl (fiiggetlenség, azonos esélyek) az kovetkezne, hogy X binomidlis eloszlasu. Ugyanakkor
mind a hibdk maximaélis szamat, mind egy hiba bekovetkezésének valdsziniiségét nehéz meghatarozni
(f6képp a rendelkezésre allé informéciébdl).

Felhasznalhatjuk viszont a fenti allitast, ami szerint X eloszlasat Poisson-eloszlassal kozelithetjiik,
azaz,

/\k
P(X =k) = ge—A (k € N).
A feltétel szerint .
G PX=3) X /A N
P(X =1) 3! 1! 6’

vagyis A = 2v/3. Ez azt jelenti, hogy atlagosan 2v/3 hiba bukkan fel az iromanyban. Innen a megoldas
0
vildgos: P(X = 0) = %e_zﬁ — 23 % 0,0313.
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6. Valbszintiiségi valtozok viszonya

Amikor valészinliségi valtozokrol volt sz6, mindig egymagukban vizsgdltuk az egyes példdkat. Ilyen-
kor elégséges volt az eloszlasukkal foglalkozni, azaz diszkrét esetben a P(X = k) alakt valdsziniiségek
sorozatat, folytonos esetben pedig az Fx eloszldsfiiggvényt vagy az fx slrliségfliggvényt nézni. Az
eloszlds minden lényeges tulajdonsagot elmondott a valdsziniiségi valtozoérdl.

De ne keverjiik 0ssze az eloszlast magaval a valésziniségi valtozédval: attol, hogy 100 dobasbdl mind
a dobott fejek szdma, mind a dobott {rasok szdma B(100; %) binomialis eloszlast, még nyilvin nem
mondhatjuk, hogy mindig ugyanannyi fejet dobnank, mint irast. Ez a megkiilonboztetés kiilonosen
lényeges, ha tobb valdsziniiségi valtozordl beszéliink egyszerre.

Ebben a fejezetben két valoszintiségi valtozé fliggetlenségét, illetve linearis osszefliggdségiik mértékét
vizsgaljuk.

6.1. Fiiggetlenség

Események fiiggetlenségének a fogalmat mar bevezettiik a 2. eléadason: A és B események fliggetle-
nek, ha P(AN B) = P(A)P(B). Definidljuk most ezt felhasznélva valészintiségi valtozdk fiiggetlenségét.

A 6.1.1. Definicié. Legyenek X és Y valészintiségi valtozok az (Q, F, P) valészintiségi mezén. Azt mond-
juk, hogy X és Y fiiggetlenek, ha minden z,y € R esetén az {X < z} és {Y < y} események
fliggetlenek.

A valoszintiségi mezot azért kell emlegessiik, mert el6fordulhatna, hogy X : 7 > R, migy : Qs — R

alaku figgvény, azaz mas valésziniiségi mez6n vannak értelmezve. Ilyen esetben nem tudunk X és Y
fliggetlenségérél beszélni, mert ,,més vildgban élnek”.

6.1.2. Példa. Egy kockadobas eredménye és a ma lees6 csapadék mennyisége, amik intuitivan fiig-
getlenek, a fenti definici6 értelmében is fiiggetlenek, ahogy ezt események fiiggetlenségénél mar megje-

gyeztiik.
De a fliggetlenség nem minden esetben ilyen nyilvanval6. Példaul legyen Z egy egyenletes eloszlasi
valdszintiségi valtozd az {1,2,3,...,11, 12} halmazon, jelolje X a Z harmas maradékat, és Y a Z négyes

maradékat. Belathato, hogy ekkor X és Y fiiggetlenek.

Hogyan tudjuk ellenérizni két valdszintiségi valtozo fliggetlenségét? Ebben az eléadasban a diszkrét
esetre koncentralunk. Ekkor a kovetkez6 &llitas szolgaltat modszert a fiiggetlenség ellenérzésére.

6.1.3. Allitas. Két diszkrét valdszindségi vdltozé pontosan akkor figgetlen, ha minden z,y € R esetén
az {X =z} és {Y =y} események figgetlenek, azaz

P({X =2} N {Y = y}) = B(X = 2)B(Y = ).

Megjegyzés. A definiciobdl az is kovetkezik, hogy minden X-szel és Y-nal kifejezheté halmazpar fiig-
getlen, példaul {X = z} és {1 < Y < 5} fliggetlen események. Altaldnosan: nézhetjiikk az X A4ltal
generalt o-algebrat, azaz a legkisebb olyan — o(X)-el jelolt — halmazt, aminek elemei az {X < x}

hogy barmilyen A € o(X) és B € o(Y) események fiiggetlenek.

Fontos kiilonbség az események fliggetlenségével szemben, hogy eseményekre ugyanannyi faradtsag
volt leellendrizni a fiiggetlenséget és a nem-fliggetlenséget, hiszen mindkét esetben csak ki kellett sza-
moljuk a metszet, illetve a két esemény kiilon-kiilon vett valdsziniiségét. Ezzel szemben valdsziniiségi
valtozdkra a fiiggetlenséget céfolni dltaldban jéval egyszer{ibb, mint igazolni: ha taldlunk egy {X = z}
és {Y = y} eseményt, amelyek nem fliggetlenek, akkor a val6szintiségi valtozok sem azok.

Miért tud hasznos lenni a fliggetlenség? Példaul, mert segithet kiszamolni a varhaté értéket.

A 6.1.4. Allitds. Ha X és Y figgetlen valdsziniiségi vdltozok, és B(XY), E(X) és E(Y) létezik, akkor
E(XY) = E(X)E(Y).
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Bizonyitds. Csak arra az esetre bizonyitunk, amikor X és Y egyszerli valdsziniiségi valtozok. Az alta-
lanos eset hatardtmenet segitségével igazolhatd, ettdl itt eltekintiink.

El6szor legyen X és Y indikator valészintiségi valtozd, azaz X = 14 és Y = 15 valamilyen A és B
eseményekre. Ekkor

E(141p) = E(Lans) = B(AN B) = P(A)B(B) = E(14)E(15),

vagyis az allitas ebben a specialis esetben teljesiil.
Nézziik az altaldnosabb esetet: tegyiik fel, hogy X és Y egyszeri valoszintiségi valtozo. Ekkor X és
Y felirhat6 indikdtor valdszinliségi valtozok linearis kombinacidjaként:
X= > klixoy 6 Y= > 11y
keRan(X) leRan(Y)

Az el6z6 bekezdést és a varhatd érték additivitasat felhasznalva kapjuk, hogy

E(XY):JE( Sk lxey Y l-l{y_z}>= Yo Y kel E(lxenliy—p) =

keRan(X) leRan(Y) keRan(X) l€Ran(Y)

= > D kFUE(lx—n)E(ly-) ( > kel k}) ( > l-l{y—z}),

keRan(X) leRan(Y) k€Ran(X) l€Ran(Y)
ahol a jobb oldal éppen E(X)E(Y), ahogy éllitottuk. O

Megjegyzés. Felmeriilhetne, hogy miért nem az allitdsban szerepld, kellemesebb egyenlettel definial-
tuk valdszintiségi valtozdk fliggetlenségét. Azért, mert az E(XY) = E(X)E(Y) teljesiilése gyengébb
tulajdonsdg, nem kovetkezik bel6le a valdsziniiségi valtozdk fliggetlensége. Amit ehelyett felhasznal-
hatnénk, az a kovetkez8 4llitds: ha minden nemnegativ valds f és g fiiggvények esetén E(f(X)g(Y)) =
E(f(X)E(g(Y)), akkor X és Y fiiggetlenek.

6.2. Diszkrét egyiittes eloszlas

Diszkrét valészinliségi valtozdk esetén a figgetlenségiik vizsgilatdhoz a P(X = k, YV = 1) (azaz
a PH{X =k} n{Y = 1})) valészinliségekre, vagyis a viltozok dgynevezett egylittes eloszldsdra van
szitkségiink. (A folytonos esettel a 8. el6addson fogunk foglalkozni.)

6.2.1. Példa. Legyen X és Y olyan valészinliségi véaltozdk, ahol Ran(X) = {2,3,5}, Ran(Y) =
{0,1,2}, és a P(X =k, Y =) valdsziniiségeket a kovetkezd tablazat foglalja dssze. Fiiggetlen-e X és
Y, illetve mennyi E(XY') ?

X
v 2 3 3

0 0,05 0,15 | 0,1
1 0,1 | 0,2 ] 0,1
2 0,05 | 0,2 | 0,05

Egy fentihez hasonlé tdblazattal megadott egylittes eloszlas pontosan akkor lehet két valdszintiségi
valtozé egyiittes eloszldsa, ha a benne szerepl6 szamok nemnegativak, és 6sszegiik 1. Leellendrizhetjiik,
hogy ez a példédban teljesiil.

A fiiggetlenség kiszdmoldsdhoz sziikségiink van a P(X = k) illetve a P(Y = [) mennyiségekre, vagyis
az X ésY eloszlasara.

6.2.2. Definicié. Legyenek X és Y egyszerli valoszinliségi valtozok. Ha adott X és Y egylittes
eloszlasa, vagyis a P(X =k, Y =) valésziniiség minden k € Ran(X) és [ € Ran(Y') esetén, akkor X
és Y eloszlasait az egyiittes eloszlds marginalis eloszlasainak nevezziik.
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A marginalis eloszlasokat a valdsziniiség additivitasa miatt a kdvetkezOképp szamolhatjuk ki:
PX=k= Y PX=kY=I) PY=)= » PX=kY=I,
leRan(Y) keRan(X)

vagyis a tabldzat sor- és oszlopOsszegei adjak az X és Y valdszinliségi valtozék eloszlasait. A példa
esetében igy

P(X=2)=02, PX=3) =055, PX=5)=025,
P(Y=0)=03, PY=1=04, PY=2)=03.
Tehét a fliggetlenség definicidjabdl adédéan X és Y nem fiiggetlen, hiszen példdul P(X =5, Y =0) =
0,1, de P(X =5)-P(Y =0) = 0,075.
Szamoljuk ki a fenti példdban szerepl$ X és Y esetén az E(XY) mennyiséget is. Ehhez 4j definiciéra
nincs sziikség, hiszen XY valészintiségi valtozo, értékkészlete {k -1 | k € Ran(X), | € Ran(Y)}. Igy

EXY)= Y m-IP( U {X:k,Y:Z}): > Y kil PX=kY=0)=

meERan(XY) keRan(X) keRan(X) l€Ran(Y)
leRan(Y)
k-l=m

=0-0,0+0-0,15+0-0,14+2-0,1+3-0,24+5-0,1+4-0,06+6-0,2+10-0,05 = 3,2.
Vegyiik észre, hogy ugyan a valtozok nem fiiggetlenek, az E(XY) mennyiség igy is kiszdmolhatd.
6.3. Kovariancia

Ahogy az a példa esetében is lathatd, nem fiiggetlen valészintliségi valtozok esetében is lehet az Gssze-
fiiggésiik mértéke alacsony (azaz intuitivan a P(X = k)P(Y =) szorzatok elég kozel vannak az egyes
P(X =k, Y = 1) valosziniiségekhez). Hogyan tudnink mérni valészintiségi valtozok Osszefiiggésének
fokat? Erre tobb lehetéség is van,?” kezdjiik a kovariancia fogalméval.

6.3.1. Definicié. Az X és Y valdszinliségi valtozdk kovarianciajat a kovetkezOképp definidljuk:

cov(X,Y) et E((X —EX)(Y - EY)),

feltéve, hogy a varhaté érték létezik és véges.
6.3.2. Allitas. Ha cov(X,Y) értelmes, akkor cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
Bizonyitds. A definiciét kibontva kapjuk, hogy
E((X — EX)(Y — EY)) = E(XY) — ]E(E(X)Y) . IE(X]E(Y)) + E(E(X)E(Y)) -
=EXY)+ (-1-1+1DE(X)E(Y) =E(XY) -E(X)E(Y),
ami épp a belatandé allitas. O

6.3.3. Kovetkezmény. Legyen X ésY waldsziniiségi vdltozd, amire cov(X,Y) értelmes.

(1) Ha'Y konstans, akkor cov(X,Y) = 0.
(2) Ha X ésY figgetlenek, akkor cov(X,Y) =0.
(8) Attol, hogy cov(X,Y) =0, még nem feltétleniil teljesil, hogy X és'Y fiiggetlen.

Bizonyitds. Jelolje Y konstans értékét ¢ € R. Az elézé allitas szerint

cov(X,Y) =E(XY) -EX)E(Y) =E(Xc) —E(X)c=0.
A maésodik ponthoz felhaszndlhatjuk az el6zé alfejezet mésodik allitasét, igy cov(X,Y) = E(XY) —
E(X)E(Y) =0.

274sd még példdul: medidntdl vett dtlagos abszolit eltérés (mean absolute error); tavolsdg-kovariancia.


https://en.wikipedia.org/wiki/Mean_absolute_error
https://arxiv.org/pdf/0803.4101.pdf
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A harmadik allitdshoz legyen Ran(X) = {—1,0,1}, amely értékeket §, 3 és I val6szintiségekkel
veszi fel X. Legyen Y = |X|. Kiszamolhat6, hogy cov(X,Y) = E(XY) —E(X)E(Y)=0-0-1 =0,

pedig a valtozok nem fiiggetlenek, hiszen P(X = 0)P(Y =1) = % . %, mig P(X =0,Y =1)=0. O

6.3.4. Példa.

(1) Maér lattuk, hogy E(XY) = 3,2. Kiszdmolhatd, hogy E(X) = 3,8 és E(Y) =1, igy cov(X,Y) =
E(XY) —E(X)E(Y) =32—38-1=—0.

(2) Legyen X egyenletes eloszlast az {1,2,...,10} halmazon, illetve Y egyenletes eloszlast az
{1,—1} halmazon. Tegyiik fel, hogy X és Y fiuggetlenek. Ekkor

cov(X,0,9-X +0,1-Y)=E(0,9-X2+0,1-XY)-E(X)E0,9-X+0,1-Y) =
=0,9-E(X?)+0,1-E(XY)—-09-E(X)*-0,1-E(XY)
10
1 11,2
= K2 (7) ~ 7,425
0,9; 509 (5 7,425
A példabdl is lathatd, hogy a varhaté érték additivitasa konnyithet a kovariancia kiszdmolasan.

Megjegyzés. Adodik a kérdés, hogy ha a kovariancia nulla volta nem is karakterizdlja a fliggetlenséget,
akkor miért ezt a definiciot nézziikk? Ennek a f6 oka, hogy a kovariancia szimmetrikus és bilinearis,
azaz,

cov(X,Y) = cov(Y, X) és cov(X,aY +bZ) =a-cov(X,Y)+b-cov(X, Z) (a,b € R),
ha a fenti kovariancidk léteznek. Igy a kovariancia a vektorok skaldris szorzatdnak rokonfogalma.
6.4. Variancia és szdoras

Speciélis eset a kovariancia szamolasaban, amikor Y = X.

6.4.1. Definicié. Egy X valésziniiségi valtozo szérasnégyzete, vagy més néven varianciaja:
cov(X, X) =E((X — EX)?) = E(X?) — E(X)>.

Jelélés: D?(X) (alternativ jelélése: Var(X)). Egy valészintiségi valtozénak nem mindig létezik szérds-
négyzete (hiszen lehet olyan eset, hogy mar E(X) is értelmetlen), de ha létezik, akkor nemnegativ. A
szorasnégyzet négyzetgyokét szérasnak hivjuk, jelolése: D(X).

Megjegyzés. Mas szavakkal, X szorasnégyzete az X-nek az atlagos értékétol valé négyzetes eltérése. A
vektoros analégiat felhasznélva, ha a kovarianciat a vektorok skalaris szorzataval allitjuk parhuzamba,
akkor a szérdsnégyzet a vektor hossznégyzetének, mig a szérds a vektor hosszanak feleltetheté meg.

Nyilvan ez a mennyiség nem X-nek a sajat magaval vald OsszefliggOségérol szolgaltat informaciot,
hanem arrél, hogy X értékei mennyire teriilnek szét az atlaga koril. Ilyen ,szétteriilést” mérd szamot
tobbféleképp definidlhatnank, példaul nézhetnénk az E(|X — EX]|)-et is. Hogy mégis a szérdsnégyzet a
népszerti méroszam erre, annak az egyik oka az alabbi allitas.

6.4.2. Allitds. Ha X ésY fiiggetlen, akkor D*(X +Y) = D?(X) 4+ D?(Y).
D*(X +Y) = E((X +Y)?) - (B(X +Y))” =
=E(X?) +E(Y?) + 2E(XY) - E(X)? - E(Y)? - 2E(X)E(Y)
=D*X) +D*Y) + 2cov(X,Y).
Mivel X és Y fiiggetlenek, {gy cov(X,Y) = 0, amibdl az allitds mar kovetkezik. O
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Megjegyzés. A bizonyitasbdl lathato, hogy a fenti allitast fiiggetlenség nélkiil is kimondhattuk volna,
csak ugy valamivel bonyolultabb eredményt kapunk:

D*(X +Y) =D*(X) +D*(Y) + 2cov(X,Y).
Tovabbi elemi tulajdonsagai a szérasnégyzetnek:
6.4.3. Allitas. Tegyiik fel, hogy D(X) létezik és véges. Ekkor tetszbleges c € R esetén
D(X +¢) =D(X) és D(cX) = ||D(X),

azaz a szords eltolds-invaridns €s abszolit homogén.

c sz

D2(X +c) = ]E((X +e—E(X + c))2) =E((X —EX)?) =D*(X), illetve

D2(cX) = E((CX - IE(cX))2) = E(c3(X — EX)?) = 2D?(X),
amely egyenletekbdl gyokvonassal adodik az allitas. O

6.4.4. Példa.

(1) Legyen K egyenletes eloszlasi valdszintiségi valtoz6 az {1,2,3,4,5,6} halmazon. (Vajon miért

jeléljiik K-val?) Ekkor a 3. el8adds példaja szerint E(K?) = %, mig E(K) = %, ezért

91 7\2 182—-147 35
DA(K) = & - (5) = ——— =5 ~20167, & D(K) = VD(K) ~ 1,7078.
(2) Vizsgdljuk az 14 indikdtor valdsziniiségi valtozot, és jelolje az A esemény valészinliségét p.
Ekkor

D*(14) = E(1%) —E(14)* = E(14) — E(14)* = P(4) — P(A)* = p(1 — p).

(3) Legyen X ~ B(n;p). Bar D?(X) kibonthaté a definici6 alapjan is, célszertibb felhasznélni, hogy
felirhaté X =14, +---+ 14, alakban, ahol Ay, ..., A, egyiittesen fliggetlen, p valészintiség
események. Igy a fenti allitds miatt

D*(X) =D*(1a, + - +14,) =D*(1a,) +-- +D*(14,) = np(1 — p).

(4) Legyen T ~ Geo(p). Ekkor
> _ N2 1—p
D(T) = E(T*) ~E(T)" = 3 K0 —p)""p - () ="

ahol az elsé szumma kiszamolhaté példaul hatvanysorok derivalasaval, ettol itt eltekintiink.
(5) Legyen Y ~ Pois()\). Ekkor

e k
D*(Y) =E(Y?) -E(Y)? =E(Y? - Y) + E(Y) - E(Y)* =) (k* - k:)%e—A A=A =
k=0 ’
o A2 2 2 2
=\ ;mg FA=AZ =22 1402 =\

(6) A széras definicidja akkor is értelmes, ha a val6szintiségi valtozd példdul folytonos. Legyen
Z ~ Exp(A) valamilyen \ pozitiv valésra. Kiszdmolhaté (és a 10. el6addson ki is szdmoljuk),

hogy ekkor D(Z) = 1.
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6.5. Korrelacio

Fentebb utaltunk ra, hogy a kovariancia segithet mérni valészintiségi valtozdk Osszefiiggését. De
hogyan kell ezt érteni, ha a kovariancia épp nem 07 Példdul az els6 példabdl adédé cov(X,Y) = —0,6
értéknek mi a jelentése, mennyire fiiggnek ettél ossze az X és Y valtozdk?

Ezt pusztan a kovariancia alapjan nem tudjuk megvélaszolni, ahhoz egy ebbdl szarmaztatott mennyi-
ség lesz a segitségiinkre.

6.5.1. Definicié. Legyenek X és Y valdsziniiségi véltozék. Ha cov(X,Y), D(X) és D(Y) értelmes,
akkor X és Y korrelacidja:
def cov(X,Y)
XY) = ————~.
corr(X,Y) D(X)D(Y)

Beldthatd, hogy —1 < corr(X,Y) < 1 mindig teljesiil. A széls6séges esetekben X és Y kozt tokéletes
linearis sszefiiggés all fent, azaz teljesiil a kovetkezo6 allités.

6.5.2. Allitas. Legyenek X és Y wvaldsziniiségi vdltozék. Ha corr(X,Y) € {1,—1}, akkor az Y =
aX + b dllitds 1 valoszintdséggel teljesil valamilyen a és b valds szdmokra, ahol az a eldjele megegyezik
corr(X,Y) eldjelével.

6.5.3. Példa. A diszkrét egyiittes eloszlds részben vizsgalt példa esetében

cov(X,Y) —0,6
X,Y)= = ~ —0,2554.
cor(X.Y) = p X)) ~ Vo2 oD ’
Ennek a szemléletes jelentése az, hogy X és Y szivesebben tér el ellentétes iranyba az atlagatol, mint
azonos irdnyba, de a koztiik 16v6 linedris Osszefliggés relative alacsony (legaldbbis amennyire a 0,25 az

1-hez képest alacsony).

Ahogy kovariancia esetében is, a korreldcié nulla mivolta nem jelenti, hogy a két valdsziniiségi
valtozé fliggetlen volna. Valéjaban a korreldcid a két valtozo kozti linedris dsszefiiggés fokat méri. Mas
szavakkal, hidba fligg Gssze két valdsziniiségi valtozd, ha az Osszefiiggésiik nemlinedris, azt a korrelacid
nem fogja észrevenni. Példaul megadhaté olyan X valészinfiségi valtozé, amire corr(X, X?) = 0.



VALOSZINUSEGSZAMITAS 34

7. Folytonos egyiittes eloszlas és konvoluci6

A valészintiségi véiltozd fogalmanak bevezetésekor elGszor a diszkrét esetet vizsgdltuk meg, majd
ezutan kovetkeztek a folytonos valésziniiségi valtozok. Az egyiittes eloszlds esetében hasonlé utat jarunk
be: korabban megnéztiik, hogy lehet leirni két diszkrét valdszinliségi valtozd egyiittes viselkedését,
fliggetlenségét; most ugyanezt tessziik folytonos valdsziniiségi valtozokkal.

A fejezet végén még egy mddszerrel bévitjilk eszkoztarunkat, amivel meghatarozhatjuk két fiiggetlen
valdszinilségi valtozd Osszegének eloszlasat. Ezt az eloszlast hivjak az eredeti két eloszlas konvolicio-
janak. Els6 hangzasra talan nem érzodik a feladat komplikdltsdga, hiszen Gsszeadni nem lehet olyan
nehéz. A harmadik alfejezetben elészor kideriil, hogy ez miért mégis, majd hogy miért mégsem olyan
nehéz.

7.1. Valészintiségi vektorvaltozok

Sokszor talalkozhatunk olyan esettel, ahol tobb valdszintiségi valtozordl kell egyszerre beszélniink.
Vagy azért, mert a két véletlen mennyiség viszonyat vizsgdljuk (pl. véletlen program futdsideje és
memoriahasznélata), vagy azért mert a valtozonk nem frhaté le egy paraméterrel (pl. egy drén helyzete
a térben). Mindkét esetben természetes otlet vektorként kezelni a valészintliségi valtozdinkat.

7.1.1. Definicié. Legyenek X, ..., X, valdsziniiségi valtozok valamilyen n pozitiv egész esetén. Ek-

kor az X & (X1,...,Xn) : Q = R” fiiggvényt valdszinliségi vektorvaltozénak hivjuk. Az X
(egyiittes) eloszlasfiiggvénye az

FétRn—} [0,1] Fx(l‘l,...,xn) :]P(Xl <$1,...,Xn<l'n)

vektorvaltozos, skalarértékii figgvény.

7.1.2. Példa. Két ismerGsiinkkel, Aladarral és Bélaval beszélgetiink kiilon-kiilon valamilyen csevego-
programmal. Ha épp meccs van, akkor Aladar dupla annyi id§ alatt reagdl (hiszen nézi a meccset),
mig Béla feleannyi id6 alatt (mondjuk mert arrl panaszkodik, hogy a sajit gondolatat sem hallja a
szomszédbdl athallatszé iivoltés miatt). Tegyiik fel, hogy alapesetben, azaz ha nincs meccs, egymastél
fiiggetleniil, exponencialis eloszlds szerint vélaszolnak, A = 6 paraméterrel.”® Annak az esélye, hogy
meccs van % Mi a valaszadasuk egyiittes eloszlasa?

Jelolje X Aladar vélaszidejét, Y pedig Bélaét, tovabba legyen M az az esemény, hogy meccs van.
(Itt most X skaldr valdsziniiségi valtoz6, nem vektor, mint kordbban.) Legyen Z az alabbi valésziniiségi
valtozb:

_J2 ha meccs van,
1 egyébként.

A feltételek szerint 1étezik U és V', amire
X=U-Z é Y=V/Z, ahol U,V ~ Exp(6) fliggetlenek egymdstdl és M-t6l.
Ha x,y > 0, akkor a teljes valészintliség tétele miatt
Fxyy(z,y) =P(X <z, Y <y)=PU-Z <z, V/Z<y)=

=PU-Z<2,V/Z<y|MPM)+PU-Z<2z,V/Z<y| M)P(M).
Itt felhasznalhatjuk, hogy M, illetve M meghatdrozza Z értékét, tovabba U és V fiiggetlenek, emiatt

1 4 1
=P(U-2<2,V/2<y)z +PU <o,V <y)z =P(U < g)P(V <)+
P(U < 2)P(V < y)% =(1-e%%)(1 - e*“y)é +(1—e 7)1 - e*Gy)g.

Ha pedig x < 0 vagy y < 0, akkor F(x y)(z,y) = 0.

28Hogy redlis-e feltenni az exponencidlis eloszldst, az a koriilményektél is fiigg. Lasd példdul [article] Estimating
response time in Twitter


http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.366.1376&rep=rep1&type=pdf
http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.366.1376&rep=rep1&type=pdf
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Folytonos esetben — az egyvaltozés esethez hasonléan — definidljuk egy valdszinliségi vektorvaltozd

egylittes slirtiségfiiggvényét is.
7.1.3. Definicié. Legyen X = (Xi,...,X,) valdsziniiségi vektorvéiltozé. Egy fx : R™ — [0,00)
figgvény az X (egyiittes) silirliségfiiggvénye, ha fx-nek létezik az improprius Riemann-integralja
R™-en, és

Tn X1

/ / fx(z1, .., zn)dzr . dzy = Fx(21,...,20)

—0o0 — 00

tetszéleges x1,...,x, € R esetén. X-et folytonosnak hivjuk, ha 1étezik egyiittes stirliségfiiggvénye.

7.1.4. Allitas. Legyen X = (X1,...,Xy) valdszindségi vektorviltozé. Ha X folytonos, akkor az aldbbi
fligguény az X siriségfiiggvénye:

Oy -+ O, Fx(x1,...,2n) ha ez létezik,

0 egyébként.

f&(xl,...“'l,‘n) = {

(A derivdlasok tetszbleges sorrendben elvégezhetdk.)

Megjegyzés. Az egyvaltozos allitassal ellentétben az allitasnak feltétele, nem pedig kovetkezménye, hogy
a sliriségfiiggvény létezzen (azaz X folytonos legyen). Példdul, ha X; = X5, ahol X; egyenletes elosz-
last a [0, 1] intervallumon, akkor Fx, x,) folytonos, és néhany egyenes kivételével 2-szer folytonosan
differencialhaté, mégis Oy, 9z, F(x, x,)(71,22) = 0, ami nyilvidn nem lehet siiriségfiiggvény. Vagyis az
(X7, X2) vektorvaltozénak X1 = X5 esetén nincs egytlittes stirliségfiiggvénye.

Az egyvaltozés esethez hasonldéan a tobbvaltozos siiriiségfiiggvények is karakterizalhatok.

7.1.5. Allitas. Legyen f : R™ — [0,00). Ekkor

/ / flay,...,xp)dzy ... da, = 1.

pontosan akkor teljesil, ha létezik X = (X1,...,X,) valdszintségi vektorvdltozé, aminek f siriség-
fiiggvénye.*”

Hogy nézett ki az egyiittes eloszlas diszkrét esetben? Ott nem egyiittes striiségfiiggvényrdl beszél-
tiink, simdn csak a P(X = z,Y = y) értékekbdl 4ll6 tablazatrol, mint egylittes eloszldsrdl. Az el6z6
allitas megfelelGje, hogy a tablazatban szerepl6 szamok Gsszege 1.

Mire jé az egylittes siirliségfiiggvény? Amikor Z egyvaltozos, akkor tobbek kozt a P(a < Z < b)

alaki valészintiségeket lehetett kiszamolni vele. Ez a szerepe tobbvaltozos esetben is megmarad:

7.1.6. Allitas. Legyen H C R" Jordan-mérheté halmaz és X = (X1,...,Xn) valdszindségi vektorvdl-
tozo. Ekkor

P(X € H) = /H fx(2)de

7.1.7. Példa. A fenti példdra visszatérve, mi az esélye, hogy Aladéar el6bb ir vissza, mint Béla. Az
els6 4llitas szerint x illetve y szerinti derivaldssal kaphatjuk a slirtiségfiiggvényt, ha az létezik:
f (@,1) 3e3% . 126’129% + 6e 67 ~66’69§ ha z,y > 0,
z,Y) = 114
XY 0 egyébként.

Integréldssal leellenérizhetd, hogy ez valéban (X,Y) slirliségfiiggvénye, ett6l most eltekintiink. Innen
a keresett valosziniiség:

oY 1 4
P(X <Y)= / foxy(x,y)dedy = / / (3673I 12e712Y— 4 Ge 0 . 6676y7>d9:dy,
{z<y} o Jo 5 5

2944 egylttes eloszlasfliiggvények is karakterizalhatdk, de a leirasuk komplikaltabb szerkezetli, mint az egyvaltozos
esetben.
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amirdl némi szdmolds utédn kideriil, hogy 0,44 (nem csak kerekitve).
Hidnyzé fogalom még a margindlis eloszlas.

7.1.8. Definicié. Ha X = (X1, ..., X,,) valoszinliségi vektorvaltozo, akkor az X; valdszintiségi valtozd
eloszlasat az X i-edik margindlis eloszlasinak (vagy peremeloszlasanak) hivjuk.

7.1.9. Allitds. Ha X = (X1,...,Xn) folytonos valdsziniségi vektorvdltozd, akkor X; is folytonos,
stirtiségfiiggvénye:

o0 (e ]
fx,(x;) = / / Ix(@y,...,zp)day .. dei_qdagq .. day, (Vz; € R).
— 00 — 00

ooy oz

Vagyis az eqgyiittes stiriségfiigguény x;-tdl eltérd vailtozoi szerinti integrdlja.

7.1.10. Példa. A fenti példdban (X,Y) egyiittes eloszldnak margindlisa példaul az Y eloszldsa, azaz

_ 1oy, 1 _ el
v(Y) = X ; = e T+ : z =
fr(y) / fixvy (@, y)de / (36 3% . 12¢ 12y5 6e %% . Ge 6y5>dx
—00 0

12 _ Ly 24 et 12 o 24
*Ee 12y[*6 3]0 +€€ Gy[*e 6]0 7;6 12y+€€ Gya

ha y > 0, és 0 egyébként. YV eloszldsa egy tgynevezett kevert exponenciilis eloszlas.

Megjegyzés. Valbszinliségi vektorvaltozokrol és azok egyiittes eloszlasfiiggvényérdl akkor is van értelme
beszélni, ha a X1,..., X, diszkrét. A slriiségfiiggvény esetében nem ez a helyzet. S6t, ha X7 és Xy
kiilén-kiilon folytonos, akkor sem feltétleniil van egyiittes stirliségfiiggvényiik. Lasd az el6z6 megjegy-
zésben szerepl6 példat.

7.2. Vektorvaltozok fiiggetlensége

Valésziniiségi valtozdok viszonyanak szempontjabol specialis eset, amikor a valtozok fiiggetlenek. Két
valdszinilségi valtozo fiiggetlenségét a hatodik fejezetben mér definidltuk. Bar ott els6sorban diszkrét
eloszlasokrdl volt szd, a definicié nem feltétleniil diszkrét valtozokra is értelmes. Ezt altalanositja a
kovetkezo definicid.

7.2.1. Definicié. Az X;,..., X, val6szinliségi viltozdk (egyiittesen) fiiggetlenek, ha az
{X1 <z}, {Xn <z}
események fliggetlenek minden x4, ..., x, € R esetén.

A tovabbiakban az ,egylittesen” kitételt hanyagoljuk. Ha nem egyiittes fliggetlenségrél beszéliink
(hanem mondjuk paronkénti fliggetlenségrdl), azt kiilon jelezziik.

Hogy lehet n valdszintiségi valtozo egyiittes fliggetlenségét ellenérizni? Diszkrét esetben ehhez az
egyes {X; = z;} események valdszinfiségét vizsgaltuk. Amikor az P(X; = x;) val6szintiségek szorzata
minden paramétervilasztiasra megegyzett az események metszetének valdszintiségével, az bizonyitotta
a valtozdk fiiggetlenségét. Folytonos esetben ez nem jarhaté ut. Helyette a kdvetkez6t mondhatjuk:

7.2.2. Allités. Az X1, ..., X, valészintségi vdltozdk pontosan akkor figgetlenek, ha

F(X1,...,Xn)(m1’ cee 73"71) = FX1 (.131) et FXn(xn)
minden x1,...,T, € R esetén.

A fenti allitas, bar hasznos folytonos valésziniiségi valtozokra, de nem csak rajuk érvényes. Ugyantugy,
ahogy az eloszlasfliggvény sem csak folytonos valdszintiségi valtozdkra definialt, a fenti tétel is teljesiil
tetszéleges X1, ..., X, valésziniiségi valtozok esetén.

A folytonos esetre visszatérve: vannak feladatok, amikor az eloszlasfiiggvény nem all rogton rendel-
kezésiinkre, viszont az egyiittes slirliségfliggvény igen. Ilyenkor a kovetkez6 allitast tudjuk hasznalni.
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7.2.3. Allitas. Legyenck X1, ..., X, folytonos valdsziniiségi vdltozdk. Ezek pontosan akkor figgetlenek,
ha (X1,...,Xn) folytonos valdszindségi vektorvdltozd, és
f(xl ..... Xn)(wh e ,Uﬂn) = fX1(331) Tt an<37n)
minden x1,...,x, € R esetén.

Réviden, fliggetlen valdszinliségi valtozdk egytittes sirtiségfiiggvénye szorzatta bomlik. Specidlisan,
ilyen esetben 1étezik az egylittes striiségfiiggvény.

7.2.4. Példa. A korabbi példa feltételei mellett igaz-e, hogy Aladar valaszideje fliggetlen Bélaétol?
Ezt az el6z6 allitas segitségével ellendrizhetjiik. Legyen z,y > 0. A kordbbiak szerint

1 4 12 24
foxy(@,y) =375 126712?’3 + 6e~ 07 '66’76?45 és  fy(y) = = e 1+ = e %,
illetve az fy-hoz hasonléan kiszamolhat6, hogy
3 _ 24 _
fX(CU):ge 3w+*56 b,

Tehat X és Y nem fiiggetlenek, hiszen

R e [ )

nem ugyanaz, mint
1 4
f(X,y)(I, y) = 3e737. 12671295 + 657 . 66761/3,
csak specialis x, y esetén, pedig a fiiggetlenséghez az fx (z)- fy (y) = f(x,v)(x,y) egyenléségnek minden
x,y esetén teljesiilnie kellene.

7.3. Konvolicio

Amiota bevezettilk a varhato érték fogalmat, a legsiiriibben haszndlt tulajdonsdga, hogy additiv,
azaz E(X +Y) = EX + EY. Ez teljesiilt akkor is, ha X és Y fliggetlenek, de akkor is, ha nem. Ez
alapjan azt is gondolhatnank, hogy akkor az X + Y valdszintiségi valtozo eloszlasianak meghatarozasa
is magatol értetodo feladat. Ha mast nem, legaldbb akkor, ha X és Y fiiggetlenek. Nézziink néhany
példat, hogy ez mennyire nincs igy.

7.3.1. Példa.

(1) Legyen X ~ B(n;p) binomidlis eloszlasi. Tudjuk, hogy ekkor X fiiggetlen indikdtor val6szinii-
ségi valtozok Osszege, azaz olyan valdsziniiségi valtozdké, amik csak 1 vagy 0 értéket vehetnek
fel. Lathaté, hogy hidba a lehet6 legegyszeriibb a kiindulasi valtozok eloszlasa, amik még fiig-
getlenek is, X eloszlasa naluk lényegesen dsszetettebb.?’

(2) Legyenek X ésY fiiggetlen, Geo(p) eloszldst valdszin(iségi valtozok, és Z = X +Y (ami példdul
egy kozpontba beérkez6 mésodik telefonhivésig eltelt masodpercek szamat jeloli). Ekkor X +Y
nem geometriai, hanem tgynevezett negativ binomialis eloszlasd, r = 2 rend-paraméterrel.

(3) Legyenek U ésV fiiggetlen, egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozok a [0, 1] intervallumon. Mi
U +V eloszlasa? Elsére taldan ramondanank, hogy egyenletes a [0, 2] intervallumon. Ez viszont
nem igaz, mégpedig ugyanazon okbol nem, amiért két kockadobés 6sszege sokkal gyakrabban
lesz 7, mint 12. Az eredmény neve Irwin—Hall-eloszlds, n = 2 paraméterrel.

7.3.2. Definicié. Legyenek X és Y fiiggetlen valdsziniiségi valtozok. Ekkor X + Y eloszldsat az X és

s 2.7

30AKkj Ggy gondolnd, hogy a binomidlis eloszlds nem tal Osszetett, az megprobalhatja meggyézni magit az el6zé
fejezetben szereplé de Moivre—Laplace-tétel segitségével.
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7.3.3. Allitas. Legyenck X ésY figgetlen, diszkrét valdszintiségi vdltozék, amik értékei nemnegativ
egész szamok. Ekkor

P(X+Y =k) =Y P(X =i)P(Y =k —i)
minden k € N esetén.
Bizonyitds. A bizonyitashoz csak a valdsziniiség additivitasat kell felhasznaljuk:

POX+Y =k =P( |J (X =ibn{y=j}) =

i+j=k

:zk:P({Xzi}m{Y:k—i}) ZIP PY =k —1).

i=0
U

7.3.4. Példa. Legyenck X és Y fiiggetlen valésziniiségi valtozok, amire X ~ Pois(\) és Y ~ Pois(u).
Mi X + Y eloszlasa? A fenti éllités szerint

k . .
2\ B #kfz B
P(X 1Y = E:p ko A o
(X + k) =k—1)= ;:O e (k—i)!e
—e Zk. e e R (ORI

felhasznélva a binomiélis tételt. Vegyuk észre, hogy az eredmény Pois(/\ + 1) eloszlést.

A konvolucié kiszamolasa folytonos esetben valamivel komolyabb feladat. Itt a fentebb Gsszegzett
1 és k — ¢ parok kontinuum sokan vannak, igy a szummat integral, a valdszintiségi valtozé eloszlaséat
pedig a stiriiségfiiggvény helyettesiti.

7.3.5. Allitas. Legyenek X ésY fiiggetlen, folytonos valdszindségi vdltozék. Ekkor a
(e o]
z / fx(@)fy(z —z)dx

fiigguény az X +Y siriségfigguénye.

7.3.6. Példa. Legyenek X és Y fiiggetlen, Exp(\) eloszldsu valdszin(iségi valtozdk. Az el6z6 allitas
szerint

fxiv(z / Ix (@) fy (2 — x)dz

= /z e M AEP) gy = )\26_’\2/ 1dz = \2e
0 0

minden z > 0 esetén. Az igy kapott eloszlds neve gamma-eloszlés.
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8. Normadlis eloszlas

Volt mar szé nevezetes eloszlasokrol, de a legnevezetesebbrél még nem. FEz a Gauss-féle normalis
eloszlas, avagy Gauss-eloszlas, amely elméleti és gyakorlati szempontbdl is kézponti jelent&séggel bir.

Alkalmazasokban tipikusan akkor taldlkozunk vele, ha nagyszamn, fiiggetlen, de egymagaban el-
hanyagolhaté méretli hatas eredményeként létrejovo valdszintiségi valtozo eloszlasarol van szd, mint
amilyen egy fizikai mérés eredménye. Ennek elméleti hatterét, a centrdlis hatareloszlas tételt, a 9.
el6adasban targyaljuk.

8.1. Az eloszlas definicigja

Kezdjitk azzal, mir6l is beszéliink, utdna raériink megmagyarazni,
miért nevezetes ez az eloszlas.”!

8.1.1. Definicié. Egy Y valdszinliségi valtozé normalis eloszlasu
p és o2 valés paraméterekkel (02 > 0), ha Y folytonos valészintiségi
valtozo, aminek sirtiségfiiggvénye

1 (z—w)?
fr(z) = e 202 z e R).
( ) \/271'0'2 ( ) p-20 p-o p pto ptlo

Jelolése: Y ~ N(u;02).
Ha p = 0 és 02 = 1, akkor az eloszlas neve standard normalis eloszlas (néha: sztenderd normalis
eloszlas). Strliségfiiggvényét ¢ jeloli, azaz

M)

1 22
e 2

tetszéleges x € R esetén.

Erdemes rogton ellendrizni, hogy a fenti fy valéban sfirfiségfiiggvény. A 4. eléadas szerint ehhez
elég belatnunk, hogy nemnegativ, és a teljes valds egyenesen az integrélja 1. A nemnegativitas vilagos
(hiszen e” mindig pozitiv), de az integralt ki kell szdmolni. Kezdjiik a standard esettel.

8.1.2. Allitas. [ e~ % dz = V27,

Bizonyitds. Az eredeti integral helyett vizsgaljuk el6szor a négyzetét. Ez a kovetkezOképp irhatéd at:

(/ e‘xzzdx)(/ e_y2dy) :/ 6_122(/ e_zdy)dx:/ / e~ 2 e dydzx.

12 2
Ez egy kettOs improprius integral. Mivel e~ =" sehol sem negativ, igy a kettds integralja éppen®?

] [

ahol Bp jeloli az R sugari, origd koriili zart korlapot. Ezt pedig polarkoordindtakra vald attéréssel
szamolhatjuk ki: legyen = = rcos(a) és y = rsin(«). Ekkor

2 27 21R 2m R2 R2
// dxdy—/ / _2rdrda—/ [—e T]Oda:/ (—e~ 7T +l)da=2n(1—e""7).
0

2
Ha R tart végtelenhez, akkor az e~ T tart 0-hoz, igy a keresett mennyiségiink négyzete 27w. Mivel az

e~ pozitiv, igy az integralja is pozitiv, ezért innen gyokot vonva kapjuk az allitést.*? O

31A tiirelmetlen olvasé addig rékereshet a Galton-deszka fogalmadra, 14sd pl. [youtube] The Galton Board
32Fz a kettSsintegral alaptulajdonsiagaibdl belathatd, feltéve, hogy a fliggvény minden véges teglalapon integralhato.

3?’Igazabol arra is sziikségiink van, hogy az integral értelmes. Ez szintén abbél adodik, hogy e™ 5 pozitiv és folytonos,
tehat az integral létezik, esetleg végtelen. A fenti szdmolas pedig meghatarozza az értékét.


https://www.youtube.com/watch?v=Kq7e6cj2nDw
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8.2. Standardizalas

Az allitas szerint a standard normaélis eloszlas tényleg egy valdsziniiségi eloszlas. Mi a helyzet a tobbi
normélis eloszlassal? A hozzdjuk tartozé siirtiségfliggvényeket is ki lehetne integrélni, de ennél most
koncepcidézusabb megkozelitést alkalmazunk.

8.2.1. Lemma. Legyen p,0 € R, 0 > 0, és legyen X folytonos valdszinidségi vdltozo, aminek siriség-
fiigguényét fx jeloli. Ekkor Y = o X + p sidriségfiggvénye

(4) fr(z) = %fx(x_“)

g

tetszoleges © € R esetén.

Bizonyitds. A slriiségfiiggvény definicidja szerint azt kell belatnunk, hogy é fx(ﬂ) nemnegativ és

/a 1fx<z _'u)dx = Fy(a)

e O o

minden a € R esetén, ahol Fy az Y eloszlasfiiggvénye. A nemnegativitas vilagos, hiszen fx nemnegativ
és 0 > 0. Az integralt pedig a kovetkezOképp szdmolhatjuk ki:

[ ()= [ D=8 -

oo

:IP’(X < %) = P(oX + < a) =P(Y < a) = Fy(a),
felhasznélva, hogy me fx(2)dz = Fx(b) =P(X < b) tetsz6leges valds b esetén. O

8.2.2. Kovetkezmény. Legyen p,0 € R és o > 0. Egy Y waldsziniségi valtozé pontosan akkor
N(u;0?) eloszldsi, ha létezik X ~ N(0;1) amire Y = 0 X + p.

Mas szavakal, a tobbi normaélis eloszlas nem més, mint a standard normalis eloszlas linearis fiiggvénye
(transzforméltja). Emiatt a legtobb esetben elegend megértentink a standard eset mitkodését.

Bizonyitds. Elészor tegyiik fel, hogy X ~ N(0;1) és Y = 0 X + p. A lemma miatt fy kiszdmolhatd
fx felhasznalasaval, ahol fx = ¢. Emiatt

= e 202

= ——c¢ ,
o2 V2ro?

2
x—u)_l 1 ,(%:) 1 _(e=w?

fy(z) = %fx(

vagyis Y valoban N (u;0?) eloszlast.

Visszafelé, ha Y ~ N(u;0?), akkor legyen X = L(Y — p). Atrendezve, Y = 0 X + p. Ekkor ismét
hasznédlhatjuk a lemmét, ami miatt tetszéleges x € R esetén (4) egyenlet teljesiil. Alkalmazva az
x = 0z + p helyettesitést, azt kapjuk, hogy

g

1 (oztpu—w)? 1 22
fx(z)=0fyv(oz+u)=0o e 27 = —e 7
(2) (0z+p) s or
tetszéleges z € R esetén. Tehat X eloszlasa valéban standard normaélis. 0

Megjegyzés. A legtobb eddig targyalt eloszldsra nem teljesiil, hogy a kiilonb6z6 paraméterii verziok
egymaés egyszeril transzformaltjai. Példdul, ha egy X valdszintiségi valtozé B(n;p) binomiélis eloszlast,
és emiatt az értékei a {0,1,2,...,n} halmazbdl adédnak (mindegyik pozitiv eséllyel), akkor 3X-nek
nem lehet az értéke 2, igy mar csak emiatt sem lehet 3X binomidlis eloszlast. Ugyanigy o X + u csak
akkor lehet binomidlis, ha ¢ =1 és p = 0.

Az egyetlen kivételiink ez alél az exponencidlis eloszlds, ugyanis ha X ~ Exp(\), akkor 0 X ~
Exp(o 1)) tetszbleges A, o pozitiv valésakra.

Rendben, lattuk a normaélis eloszlas stiriiségfiiggvényét, de mi van az eloszlasfiiggvényével?
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Jelolés: A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényét ® jeloli, azaz

@(x)/;go(z)dz/woo Vlﬂe*édz.

A titkol6zast — marmint hogy csak integralalakban irjuk fel az eloszlasfliiggvényt — az indokolja, hogy
® nem irhat6 fel zart alakban.®* Ettdl fiiggetleniil az integral létezik és véges minden valés x-re, s6t
numerikusan is jol kozelithet. Pusztan nem tudjuk kifejezni elemi moédon, olyan alakban, ami nem
hasznél hatarértéket. Fontos azonossig ®-re:

O(—x)=1—P(x) (Vx € R),
amely tulajdonsdg abbdl adddik, hogy ¢ szimmetrikus a O-ra, azaz p(x) = p(—x).

c sz

8.2.3. Allitas. Legyen Y ~ N(u;02). Ekkor E(Y) = pu és D*(Y) = o2,

Maés szavakkal, a normalis eloszlasok éppen a varhato értékiikkel és— a szérasnégyzetiikkel vannak
paraméterezve. A fenti Osszefliggésbél adédik az in. standardizalas médszere is. Ez azt jelenti, hogy
ha Y eloszlasa normalis, akkor

Y - EY

D(Y)
Ez a gyakorlatban is jol alkalmazhaté: dltaldban egyszeriibb a valdszinliségi valtozot transzformalni, és
a standard normalis stirtiségfiiggvényével vagy eloszlasfiiggvényével szamolni, lasd még a lenti példat.

~ N(0;1).

Bizonyitds. A kovetkezmény miatt 1étezik X, amire Y = 0 X + p. Emiatt
E(Y)=E(cX +p) =oB(X)+pu, é D*Y)=D*0X +p) =D?*(0X) = 0*D?(X).

Tehét az &llitdshoz elég a standard normadlis eloszldsi X esetére kiszdmolni, hogy E(X) = 0, illetve
D?(X) = 1. Ez pedig valéban teljesiil, hiszen a transzformdlt varhaté értékére vonatkozé allitds miatt:

1 o z2 1 22 ] 1
E(X)=— “TTdr=——| —e 7 =—(0-0)=0,
( ) Vom Looxe v \/ﬁ[ c }foo \/27‘('( )
1 o 22 1 z2 oo 1 ° z2
EXQ:i/ (I;Qe_de:ix—e_T - — —e 2)dz=0+1=1.
(X%) Vor J_s \/27‘('[ ( )}700 V2T _OO( )
Kovetkezésképp, D?(X) = E(X?) —E(X)2 =1-0%= 1. 0O

8.2.4. Példa. Egy tartalybdl a gyartdsi folyamat végeztével mintat vesziink. Tegyiik fel, hogy a
minta hémérséklete Celsius-fokban mérve N(—2;1,69) eloszldst. Mi a val6sziniisége, hogy a minta
homérséklete nagyobb, mint 0°C?

Jelolje a minta hémérsékletét Y. A kérdésiink a P(Y > 0) mennyiség. Nézziik az YV standardizaltjat:

of Y +2 Y +2
Xd:f\/%wN(O;l) azaz P( 1; <x>=IP’(X<m)=‘I>(I) (z € R).

gy P(Y > 0)-ra a kovetkezét kapjuk:

Y42 2 2
P(Y >0)=1-P(Y <0)=1-B(Y <0)=1-P( 1*3 <) =1-0(5).

ahol ® értéke kiszamoltathatd megfeleld szoftver segitségével, de egyszeriien ki is kereshet6 a @ értékeit
tartalmazé tablazatbol. Igy kapjuk, hogy P(Y > 0) ~ 0,0620 ~ 6%.

Megjegyzés. A szérast vizualisabban is azonosithatjuk: a slirtiségfiiggvény inflexiés pontjai, vagyis azon
pontok, ahol a grafikon konvexitast valt, éppen u—o és pu+o. Specialisan, a standard normalis eloszlas
@ slirtiségfiiggvénye a [—1,1] intervallumon konkdv, azon kiviil konvex. Ez kévetkezik abbdl, hogy
o (x) = (22 — Dp(x), igy ¢ (x) < 0 pontosan akkor teljesiil, ha x € (—1,1).

34Bgvebben lasd: math.stanford.edu/~conrad/papers/elemint.pdf


http://math.stanford.edu/~conrad/papers/elemint.pdf
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8.3. De Moivre—Laplace-tétel

Miért akarna valaki épp egy ilyen eloszlast haszndlni? Em-
pirikus tapasztalat, hogy a normaélis eloszlas sok esetben j6 ko- Binonial vs. Normal PDF (=50, p=0.)
zelitést jelent mérési eredmények eloszlasara. Ilyen példaul egy
orszag lakossdgdnak magassiga vagy sulya, vagy a napi atlag-
homérséklet az év egy adott hénapjaban, stb. A k6z6s ezekben,
hogy az eredményét rengeteg aprd, egymdastol tobbé-kevésbé
fliggetlen faktor befolyasolja.

A kovetkezo tétel azt allitja, hogy nagy n esetén a binomidlis
eloszlas kozelithetd a normalis eloszlassal. M

0,000

8.3.1. Tétel. Legyen p € (0,1) és S, ~ B(n;p). Ekkor minden “ * N “ ”
a < b valés szdmokra

0125

0100

0075

m

lim IP’<a < W < b> = /abcp(x)dx = B(b) — B(a),

n— oo

ahol a binomidlis eloszldsrol tanultak szerint E(S,) = np és D(S,) = /np(1 — p).

A tétel egyik érdekessége, hogy hidba p # %, és igy a binomidlis eloszlas nem szimmetrikus, a
megfeleléen lenormalt valtoz6 hatareloszlasa mégis O-ra szimmetrikus siriiségfiiggvényi.

8.3.2. Példa. A matematikusok 31,4% szdzaléka szandalt hord. Szdz taldlomra valasztott matemati-
kust nézve, kozelitoleg mi az esélye, hogy kevesebb, mint 25 par szandalt taldlunk rajtuk. (A szitudciot
némileg idealizélva, tegyiik fel, hogy egy matematikuson vagy egy teljes par szandal van, vagy nincs
rajta szandal.)

Jelolje S, a szandalok szamat, ahol n = 100 és p = 0,314. Kiszdmolhat6, hogy ES,, = 31,4 és
D(S,) = +/100p(1 — p) = 4,6412. A fenti tétel szerint X = (S,, — 31,4)/4,6412 kozelitéleg standard
normalis eloszlasi. Emiatt
S,—314 25-314

4,6412 < 4,6412
~ ®(—1,3790) = 1 — &(1,3790) = 0,0839 ~ 8%.

A tétel segitségével igy megsporolhattuk a binomidlis eloszlas tagjaival torténd faradtsagos szamoldst.
Hogy ez a kozelités mennyire jo, arrél tovabbi tételek rendelkeznek.?’

P(S, < 25) = ]P’( ) =P(X < —1,3790) ~

Megjegyzés. Lehet némi déja vu érzésiink: a Poisson-eloszlas esetében is elmondtuk, hogy a binomialis
eloszlas a Poisson-eloszlashoz tart, ha n — oco. Most meg azt mondjuk, hogy a normalishoz. Nincs itt
ellentmondés? Nincs, ugyanis masféle paraméterezés esetén kapjuk egyik, illetve mésik hatarértéket.

A mostani helyzetben p rogzitett, n — oo, és az eloszlds standardizdlva van (S, helyett Sﬁ(S]EnS)"

hatéreloszldsat nézziik), mig a Poisson-eloszlas esetében azzal a feltétellel dolgoztunk, hogy p — 0 és
n — oo, de olyan iitemben, hogy np — A.

8.4. Kitekintés: heurisztika a de Moivre—Laplace tételhez

A tételt nem bizonyitjuk, de korbejarjuk a bal oldaldn szerepld kifejezést, és hogy miért épp a
normélis eloszlds jelenik meg a jobb oldalon. (A gyakorlat szempontjabdl a fenti tétel és példa a
lényeges, nem a most kovetkezd vézlatos érvelés.)

35Ett6] nem fliggetlen tény, hogy a normaélis eloszlas a statisztika szempontjabdl is kozponti jelentOségili, lasd pl.
[youtube] Crash course statistics - The shape of the data: distributions
367,4sd még: Berry-Esseen-tipust egyenlétlenségek, pl. arxiv.org/abs/1111.6554


https://www.youtube.com/watch?v=bPFNxD3Yg6U
https://arxiv.org/abs/1111.6554
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Jelolje h az ——— szdmot. Vizsgaljuk meg a kovetkezd valdszintiségi valtozé eloszlasdt:
J Vo) gal) g g

Sy —E(Sy)
D(S,)

Ran(h(Sn fnp)) = {h(k:fnp) | k= (),1,2,...,n}7

hiszen S,, binomidlis. Vegytk észre, hogy minél nagyobb n, anndal kisebb h, vagyis a fenti valésziniiségi
valtozé anndl sfiribben veszi fel az értékeit. Annak a valdszintisége, hogy épp h(k — np) az értéke,
()p" (@ —p) .

Készitstink h(S,, —np) imént végiggondolt eloszldsdbdl egy szakaszonként linedris, stirtiségfiiggvényre
emlékeztets fliggvényt a kovetkezOképp. Definidljuk az f, : R — R fiiggvényt dgy, hogy minden
ke€{0,1,2,...,n} esetén

= h(S, — np), ahol

fn(h(k —np)) = i(Z)pk(l —-p)"

tovabba két szomszédos h(k — np) alakd pont kozt legyen f,, linedris, a pontokat tartalmazé interval-
lumon kiviil pedig azonosan nulla.

Mi koze f,,-nek a tétel dllitasdhoz? Az, hogy a bal oldali kifejezés kozelitéleg fab fn(x)dz, precizebben
o lim,, o0 f: fu(x)dx — ]P(a < h(S, —np) < b) =0
Ha ezt a konvergenciat elhissziik, akkor elég bizonyitani, hogy fab fn— f; @ minden a < b esetén. Az
ebben szerepl6 n — f, fiiggvénysorozatrol elemi médon belathaté a kovetkezé:

e Ha z € R, ami nem h(k — np) alaki semmilyen k és n esetén, akkor f, derivilhaté z-ben
minden n-re, és
!
x
)

n—o0 fn(x)
Ez az 4llitds lényeges informdcidt tartalmaz az f,(z) hatdrértékekrdl: azt, hogy az f'(z) = —zf(z)
differencialegyenlet aszimptotikus értelemben teljestl f,-re, néhany specidlis alaku z kivételével. Ezen
a ponton viszont szdmos, nem elhanyagolhat6 technikai kérdésbe titkoziink:

o Létezik-e egyaltaldn az f,(z) hatdrértéke minden = € R esetén?
e Ha létezik az = — f(z) = lim,,— o0 fn(x) fliggvény, akkor igaz-e, hogy minden pontban pozitiv,
folytonos, illetve folytonosan differencidlhat6? Tovabba strliségfliggvény-e?
e Teljesiil-e lim, o f),(z) = f'(z) minden x € R esetén?
e Ha f,-1él belatjuk, hogy lim,,_,~ frn(x) = ¢(x) minden x € R esetén, abbdl kovetkezik-e, hogy
lim,, o0 ff fn = f;  minden a < b esetén?
A fenti vazlatpontok targyaldasa meghaladja a jegyzet kereteit. Ha feltételezziik, hogy ezek a tulajdon-
sagok teljesiilnek, akkor a kdvetkezot kapjuk:
n(@)  limpeo fr(z)  f'(2) ;
1 SO

majdnem minden z € R esetén (azaz ha x nem h(k —np) alakd). Ezt integralva ad6dik, hogy In f(z) =

2 . 7’
—% + ¢ valamilyen ¢ € R esetén, azaz

22

flx)=e"ze€° (z € R).
Mivel elfogadtuk, hogy f strtiségfiiggvény, igy e sziikségképpen \/#27, vagyis f, valéban a standard
normalis stiriségfliggvényhez tart.
A normalis eloszlasnak léteznek tovabbi karakterizacioi, de ezeket itt idé hidnyaban megint csak
nem targyaljuk.®”

37Karakterizaciok egy gyljteményét lasd: [Cross Validated] What is the most surprising characterization of the
Gaussian (normal) distribution?


https://stats.stackexchange.com/questions/4364/what-is-the-most-surprising-characterization-of-the-gaussian-normal-distributi
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9. Hatareloszlas-tételek

A korabbi fejezetek sordn mar tobbszor elékeriilt az Gn. hatdreloszlasok témakore: megnéztiik, hogy
a Poisson-eloszlas valdszintiségeit kozelitik a binomialis eloszlas valészintiségei, megfelel6 paraméterezés
esetén, illetve a normalis eloszlasnal sz esett a de Moivre-Laplace-tételrsl.*® De egyaltalan mit jelent
az, hogy eloszldsok ,tartanak” egy maésik eloszlashoz? Es csak specidlis alaki eloszldsok esetén lehet
hatédreloszlast bizonyitani? A mostani eléaddsban errdl is szé lesz.

El6szor olyan egyenlétlenségeket néziink, amelyekkel egy valészintiségi valtozo eloszlasanak ,,szélei-
nek” valdsziniiségei becsiilhetdk. Ezek az egyenlGtlenségek hasznos segédeszkozok hatareloszlas-tételek
bizonyitdsdban is. Ezutdn a valdsziniiségszamitds két alaptételérdl fogunk beszélni: a nagy szamok
torvényérdél, és a centralis hatareloszlas-tételrél.

9.1. Csebisev-egyenlGtlenség

Egy valészintiségi valtozo eloszlasa nem feltétleniil ismert egy probléma esetében, kiiléndsen igaz ez
a gyakorlatra. Igény viszont lenne ré, hogy ilyenkor is meg tudjuk becsiilni (példdul feliilrél), mekkora
valészintiséggel lesz az X értéke szélsOséges.

9.1.1. Allitas (Markov-egyenl6tlenség). Legyen X nemnegativ értékid valdszindségi viltozd. Ekkor
minden a > 0 esetén

E(X
P(X >a) < ( )
a
Bizonyitds. Definidljuk a kovetkezd valészintiségi valtozot: legyen Y = a ha X > a, és 0 egyébként. Més
szavakkal, Y = al{x>q). Mivel X nemnegativ, igy Y < X a teljes eseménytéren. Emiatt E(Y') < E(X)
is teljesiil, a varhaté érték monotonitasabol adoddéan. Tehat

EX)>EY)=0-PY =0)+a-P(Y =a)=0a-P(X >a).
Az egyenlitlenség atrendezésébol kovetkezik az allitas. O

A Markov-egyenl6tlenség 6nmagdban nem feltétleniil erés becslés. Példaul, ha a < E(X), akkor
annyit allit, hogy egy valdsziniiség kisebb, mint egy 1-nél nagyobb szam, ami azért nem egy mély tény.
Tipikus alkalmazdsa ehelyett, amikor a jéval nagyobb E(X)-nél. Ekkor intuitivan azt 4llitja, hogy
annak a valésziniisége, hogy az X valtozo a-nal szélséségesebb értéket vesz fel, legalabb olyan titemben
csokken, mint az x — £ fiiggvény, ahol ¢ = E(X).

A Markov-egyenlStlenség helyett gyakrabban alkalmazzék az aldbbi kovetkezményét:

9.1.2. Kovetkezmény (Csebisev-egyenlStlenség®). Legyen X waldszindiségi vdltozd, amire D?(X)
véges. Ekkor minden a > 0 esetén

P(IX — E(X)| > a) < 2.

Bizonyitds. A bal oldal atrendezése utan alkalmazzuk a Markov-egyenlGtlenséget az X helyett az
(X —E(X ))2 val6szinfiségi véltozora (és a helyett a®-re):

E((X - E(X))?) )
a? a? -’

IN

P(X ~E(X)| > a) = P((X - E(X))” = a?)

felhasznalva, hogy (X —E(X ))2 mindig nemnegativ. Ez épp a bizonyitandé allitas. O

Vegyiik észre, hogy mig a Markov-egyenlotlenség csak nemnegativ valdszintiségi valtozokra érvényes,
addig a Csebisev-egyenl6tlenség tetszbleges valds esetben is igaz.

38gzemfiiles olvasé felfedezheti, hogy a geometriai eloszldsrél is megemlitettiik, hogy a pontok siiritése esetén az
exponencialis eloszldshoz tart.
39Angol szakirodalomban: Chebyshev’s inequality
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9.1.3. Példa. Egy adott adatbazis atlagosan 50 lekérést fogad egy id6egység alatt. A lekérések sza-
ménak szérasa a tapasztalatok szerint 5.2 Adjunk alsé becslést annak a valdszintiségére, hogy 40-nél
tobb, de 60-nal kevesebb lesz a lekérések szama egy idGegység alatt.
Jelolje X az egy idGegység alatti lekérések szamat. Ekkor a Csebisev-egyenlotlenség szerint
D?(X 52 3
]P’(40<X<60):IE”(|X—50|<1O):1—IF’(|X—5O|210)21—#:1—1—02—4.
a

Vegyiik észre, hogy ez a korlat nem igényelt semmilyen feltételt az eloszldsra, a varhato értékének és
szorasanak ismeretén felil.

A Markov-egyenl6tlenség tovabbi, erdsebb becslések alapjaul is szolgalhat, amennyiben a négyzetre
emelés helyett egyéb fiiggvényt alkalmazunk, illetve X-re erésebb feltételeket tesziink.

9.1.4. Kévetkezmény (Paraméteres Csernov-egyenlétlenség®). Legyen X wvaldszindiségi vdltozo. Ek-
kor minden a,t > 0 esetén

E(etX)

P(X >a)< i

Bizonyitds. Tetszbleges t > 0 esetén az x — e'* fiiggvény monoton névé. Igy a Markov-egyenlStlenség
miatt

E(etX)

eta

]P’(X > a) = P(etx > et“) < ,
felhasznalva, hogy !X és e*® mindig pozitiv. O

9.1.5. Példa. Legyen X ~ Pois(5). Adjunk felsé becslést P(X > 10)-re. Ekkor a Csernov-egyenlStlenség
szerint

tX 0 E o0 t\k

P(X > 10) < E((jOt ) _ - lot Zetk%e—S — Lot Z %6—5 — o 10t45e" =5
k=0 k=0

Ez a felsd becslés barmilyen pozitiv ¢ valasztasa esetén igaz, igy akkor is, ha a kitev6 a lehetd legkisebb.

Derivalassal megkaphaté, hogy a fiiggvény minimuma ¢ = In(2) helyen van, értéke: e®/1024 ~ 0,1449.

Vegyiik észre, hogy ezzel szemben a Markov-egyenl6tlenség csak E(X)/10 = % értékkel becsiilne feliil-

rél.

A fejezet tovabbi részében a fenti 6tleteket alkalmazva jutunk el a téma két legfontosabb tételéhez.

9.2. Nagy szamok torvénye

A koznyelvben a nagy szamok torvényét sokszor abban az értelemben hasznaljuk, hogy ha valamit
nagyon sokszor prébédlgatunk, akkor el6bb-utébb sikeriilni fog. Ez az allitds (illetve a preciz megfo-
galmazésa) specidlis esete annak, amit a valdszinliségszamitdsban nagy szdmok torvényének hivunk.
Valéjaban a ,,torvény” ennél altaldnosabb, ugyanis nem csak valdszintiségekrol beszél, hanem varhato
értékrol is.

Fogalmazzuk meg el6szor a fenti koznyelvi igazsagot precizen. Legyenek Aq, ..., A, egyiittesen fiig-
getlen események, amelyek valdszinilisége egységesen p, ahol 0 < p < 1. Ezek az események felelnek
meg annak, hogy n-szer prébalgatjuk ugyanazt a kisérletet. Az 4llitds olyasmi, hogy elég nagy n esetén
biztosan sikeriil valamelyik, még akkor is, ha p nagyon kicsi. Precizen megfogalmazva,

lim P(A, U---UA,) — 1.
n—oo

Vegyiik észre, hogy valdjaban a valdszinliség fogalménak bevezetésénél mar ennél tobbet is elfogadtunk:
azt az intuitiv igazsagot, hogy fliiggetlen kisérletek esetén a sikerek aranya épp a siker valdszintliségéhez

40Hogy hogyan lehet a tapasztalat alapjan, példaul ismételt kisérletekkel informéciot szerezni az eloszlas szérasardl,
az a statisztika témakorébe esé nem nyilvanvalé kérdés, amire most nem tériink ki.
41Angol szakirodalomban: Chernoff bound
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kozelit (és emiatt elég sok kisérlet esetén nem is lesz nulla). Ez szintén a nagy szamok toérvényének
specialis esete.

Hogy az utébbit formulédval is felirhassuk, vezessiik be a kovetkezd jelolést: legyen X; = 1 ha A;
teljesiil, egyébként 0 (azaz X; = 14,). Jelélje X,, az % atlagot. Ekkor a ,kordbban elfogadott
intuitiv igazsag” azt allitja, hogy ha n — oo, akkor

X, —p.

A probléma az, hogy ez az allitds nem preciz: milyen értelemben tud valdszinliségi valtozdk egy sorozata
konvergalni? Ahogy az a kovetkezd tételbdl kideriil, tobbféleképp.

9.2.1. Tétel. Legyen X1, Xa,...,Xp,... figgetlen, azonos eloszldsi valdszindiségi vdltozdk egy soro-
zata. Tegyik fel, hogy EX,, = p és D(X,,) = o minden n-re, ahol pu,o € R rogzitett. Jelolje X,, az
XtdXn Gilagot.*?
n
e Nagy szamok gyenge torvénye: Tetszdleges € > 0 esetén
lim ]P’(‘Xin — u’ > s) =0.
n—oo
e Nagy szamok erds torvénye:
IP’( lim Tn:p) =1,

n—oo
ahol a hatdrérték tigy értendd, mint az w — X, (w) fiigguények pontonkénti hatdrértéke.

Ahogy az a tételbdl is kideriil, a nagy szamok torvénye nem egyetlen tétel, hanem egy un. tételkor,
adott témaju allitdsok egy halmaza, kiilonboz6 feltételekkel.

Az 4llitds annyiban altaldnosabb az elétte szerepld diszkussziondl, hogy X; nem feltétleniil {0, 1}-
értékil, hanem barmilyen egyéb eloszlasu is lehet. Ha X; {0, 1}-értékii, akkor a gyenge torvény neve:
Bernoulli-féle nagy szamok gyenge térvénye.

Nagy szdmok gyenge torvényének bizonyitdsa. A varhat6 érték linearitdsa miatt az X,, atlag virhatéd
értéke is p. Igy alkalmazhatjuk a Csebisev-egyenlétlenséget az dllitasban szerepld valdszintiségre:

_ o D2(X,
P(|Xo — u| 2 ) = P(|K — E(X)| 2 ) < 272)
Mivel X1, ..., X, fiiggetlenek, igy a D? tulajdonsigai szerint:
~ Xi+--+X 1 n
2 _m2f A1 n\ _ 1 m2 2 = g2
D2(X,) =D ( - ) = (02X + - +D (Xn)> o,
ahol a jobb oldal 0-hoz tart n — oo esetén. Ebbdl az allitds mar kovetkezik. O

Mitél gyenge torvény az els, és erés a masodik? Es egyaltalan, mi a kiilonbség a kettd kozt? Egyrészt,
az erds torvénybdl kovetkezik a gyenge (ezt nem bizonyitjuk). Mésrészt, a két allitds abban kiilonbozik,
hogy milyen értelemben nézziik az X,, konvergencidjit. A gyenge térvényben szereplé konvergencia
neve sztochasztikus konvergencia, mig az er0s torvényben I-valdsziniségi konvergencidrdl beszéliink.

Rendben, de mit jelent az, hogy ,,méas a konvergencia”? Van itt valami kézzelfoghaté eltérés, vagy ez
csak valami elméleti-technikai kotozkodés? Es egyébként is, ha igaz az erSs torvény, minek egyaltalan
beszélni a gyengérol? Ezek jogos kérdések, haladjunk sorban.

A valbszinliségszamitast néha azért nehéz Osszevetni a valdsiggal, mert mig a valdsziniiségek az
Osszes kimenetelrol beszélnek egyszerre, addig a valésdgban mi (egyszerre) csak egyetlen kimenetelt
latunk, egy w esetén felvett értéket tapasztalunk. A gyenge torvény (és altaldban a sztochasztikus
konvergencia), csak arrdl beszél, hogy azon w-k, ahol az &tlagtél vald eltérés lényeges (azaz e-nél
nagyobb), egyre kevesebben vannak (sét, részaranyuk nulldhoz tart). De ettl még megtorténhetne,
hogy akérmilyen w-t is valasztunk, egyre-mésra felbukkan egy olyan 1épés, ahol X,, nagyon eltér u-tol.

427 tételek a szérds végessége nélkiil is teljesiilnek, de a bizonyitdsuk komplikaltabb.
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Az erés torvény éppen azt mondja, hogy ez lehetetlen. Vagyis 1 valésziniiséggel olyanok az w-k, hogy
egy id6 utan mar nem megyink p-tél e-nél tavolabb.

Ennek fényében még jogosabb a kérdés: minek beszéliink egyaltalan az ,elavult” gyenge torvény-
r6l? Azért, mert gyengébb feltételek esetén megeshet, hogy a gyenge tétel teljesiil, de az erdés mar
nem. Részletesebben: mind a fiiggetlenség, mind az azonos eloszlastisdg nagyon erds feltételek, amik
a gyakorlatban sem mindig teljesiilnek. (Példdul, ha elég ideig méregetjik a napi kozéphOmérsékle-
teket, azok nem lesznek fliggetlenek, tovdbbé el8bb-utébb nydr utdn tél lesz, legaldbbis reméljiik.)
Szerencsére ezeket a feltételeket gyengitve is bizonyithaték nagy szamok térvényei. Viszont van olyan
feltétel-gyengités, ahol a gyenge torvény még igaz, de az erGs mar nem.

9.3. Centralis hatareloszlas-tétel

A nagy szdmok torvénye csak arr6l beszél, hogy mihez
konvergélunk (a varhaté értékhez, ugyebér), de arrdl nem, i
hogy ezt milyen gyorsan tessziik. Mas szavakkal, arrél nem
mond semmit, hogy hogy a varhaté értéktol vald eltérés mi-
lyen titemben csokken, n névekedésének fliggvényében.

Ahhoz, hogy ezt megvalaszoljuk, sziikségiink van az el-
oszlasbeli konvergencia fogalmara, ugyanis az atlagtol valo
(egyre kisebb) eltérés mér nem egy konkrét szdm, hanem egy
(egyre koncentréltabb) eloszlds a varhat6 érték kortl.

9.3.1. Definicid. Legyen X, Xs,...,X,,... valoszinliségi valtozok egy sorozata, jelolje Fx, az X,
eloszlésfiiggvényét, és hasonldéan Fy a Z eloszlasfiiggvényét. Az (X, ),en sorozat eloszldsban kon-
vergal egy Z valészinliségi valtozdhoz, ha

Fx, (z) = Fz(x) (n — o)
minden olyan 2 € R esetén, ahol F; folytonos.*® Jelolése: X, 4z
9.3.2. Tétel (Centrélis hatareloszlas-tétel). Legyen X1, Xa,...,Xp,... figgetlen, azonos eloszldsi
valdszintiségi vdltozok egy sorozata. Tegyiik fel, hogy 0 < D?X; < oo. Legyen Z ~ N(0;1). Ekkor
X1+ + X, —nE(X1) a
—Z n — 00).
NTES (= o)

Az eloszldsbeli konvergencia definicigjat kibontva ez azt jelenti, hogy a bal oldal eloszlasfiiggvénye
tart Z eloszlasfiiggvényéhez, azaz ®-hez, a ® minden folytonossagi pontjaban. Mivel ® mindenhol
folytonos, igy a tétel kdvetkeztetése a kovetkezd:

X1++annIE(X1)
P( VnD(X7)

< a> — ®(a)

minden a € R esetén, ha n — oc.

Az utébbi alakbol mér jobban lathatd, hogy a centralis hatareloszlas-tétel a de Moivre—Laplace-tétel
altalanositasa. Valéban, hiszen itt olyan fiiggetlen, azonos eloszlast valésziniiségi valtozokrol beszélink,
amik véges szorastak, mig a de Moivre—Laplace-tétel csak fiiggetlen indikator valdszintiségi valtozok
Osszegérdl (azaz egy binomidlis eloszldsu valdszinliségi valtozordl) allit konvergencidt. De az 4llitas
mindkét esetben az, hogy az eloszlasfiiggvény ®-vel kozelithets. Hogy ez a kozelités mennyire jo, arrdl
kiilon tételek rendelkeznek.**

43Bebizony1’thaté, hogy az eloszldsbeli konvergencia fenti definiciéjaval ekvivalens a kovetkezd feltétel:
limp— oo Ef(Xn) = Ef(X) minden f: R — R folytonos, korldatos fiiggvény esetén.
y ggveny
447 45d Berry-Esseen tétel, [Terence Tao] Central limit theorem, Theorem 23
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Megjegyzés. A tételben szerepl6é szumma més formaban is irhaté:
Xy 4+ X —nE(X))  Xn — E(Xy)
vnD(Xy) DX,
ami atrendezéssel és a szoras tulajdonsiagainak felhasznaldsaval kaphaté. Més szavakkal, a tételben az

X, standardizaltjarél van szé.

9.3.3. Példa. Egy pincészetben munkanapokon &tlagosan 100 liter bort mérnek ki, 20 szérassal.
Tegyiik fel, hogy az egyes napok mérései fiiggetlenek és azonos eloszlastak. Az évbél hatralévé 50
munkanap alatt 4750 liter bort kellene eladniuk ahhoz, hogy feliillmiljak a tavalyi teljesitményt. Mi
annak a valdsziniisége, hogy ez sikeriil?

Jelolje az egyes napok eredményeit X1, Xo, ..., X50. A feltételek szerint E(X;) = 100 és D(X;) = 20.
A centralis hatéreloszlas-tétel szerint a megfelel6en standardizalt sszeg kozelitéleg normalis, azaz

50 50
_1X; —50-100 4750 — 5000 4750 — 5000
IF’(ZXi24750):1—P<Zz:1 < )ml—d)()
= V5020 V50 - 20 V5020
=1-—P(-1,7678) = ®(1,7678) ~ 0,9615.
Tehét a siker valdsziniisége nagyjabol 96%.

A tétel bizonyitasadhoz az elsé alfejezetbdl merithetiink Gtletet, egész pontosan a Csernov-egyenlGtlenségben
megjelené mennyiségbdl: az E(etX) varhaté értékbél.

9.3.4. Definicié. Az X valészinfiségi valtozé6 momentumgeneralé fiiggvénye:*”
Mx (1) < E(e),
azon t helyeken értelmezve, ahol E(e!X) véges.

A momentumgeneralé fliggvényt az aldbbi hasznos tulajdonsigai teszik alkalmassd, hogy felhasz-
naljuk a centralis hatareloszlas-tétel bebizonyitasaban.
9.3.5. Allitas. Legyenek Y, Z illetve X1, Xo,... valdszintségi vdltozdk. Tegyiik fel, hogy My (t) és
Mz (t) minden t € R esetén értelmezett.
(1) Ha My (t) = Mz(t) minden t € R esetén, akkorY és Z azonos eloszldsuak.
(2) Ha lim,,_, o Mx, (t) = Mz(t) minden t € R esetén, akkor X, 4 7.
A bizonyitdsban feltessziik, hogy a momentumgenerdlé fiiggvények mindenhol értelmezettek. Az 4l-

litas enélkiil is teljesiilne, de az altalanos esetet itt nem bizonyitjuk. Tovabba a bizonyitasban megjelend
lemmat szintén érvelés nélkiil elfogadjuk.

Centralis hatdreloszlds-tétel bizonyitisvazlata. A szdmolast egyszerlisitendd, csak azt az esetet vizsgal-
juk, amikor E(X;) =0 és D(X;) = 1. Ez valéban elegendd, ugyanis ha tudjuk a tételt a valdszintiségi

valtozok %ﬁl) standardizéltjaira (amikre méar teljesiil, hogy a varhaté értékiik 0, szérdsuk 1), akkor
ebbdl a tétel az alabbi atrendezéssel kévetkezik:
n X;—E(X
Xr%”+xrmwxﬂ_wﬁjﬂ&_ﬁug_wglﬂﬁm%g
VnD(X1) N nD(X1) B n

Tehét azt kell belatnunk, hogy /n - X, % 7. A momentumgeneralé fiiggvényre vonatkozé llitas
szerint ehhez elég belatni, hogy
(5) lim My~ (6) = My (1)

n—oo

45 momentumgenerilé fiiggvény a Laplace-transzformaélttal rokon fogalom. A maésik siirtin elSkerils fogalom a
téméban a karakterisztikus fliggvény, ami pedig a Fourier-transzforméacié valésziniiségszamitasbeli megfelelGje. Fourier-
transzformaciérél nagyszerii magyardzé vided: [youtube - 3bluelbrown, Fourier Transform)]


https://www.youtube.com/watch?v=spUNpyF58BY
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minden ¢ € R esetén.
Szamoljuk ki el8szor az (5) egyenlet jobb oldalét:

% 1 .2 T
Mtz]EtZ:/ “‘7*7d=7/
2(t) = E(e) Y= N e

2
Mas szavakkal, a standard normaélis eloszlas momentumgenerals fuggvénye t +— eT.
Az (5) egyenlet bal oldaldnak vizsgalata elétt szdmoljuk ki az X; momentumgenerald fﬁggvényét is:

z— 2
- t) + dz—e2.

=1 t2 =2
(6) MXl(t)IE< k’thl)lnLtIEXlJr ]E(X2)+5 E( k|t’“ 2X1>f1+ (1+7’())

ahol r(t) jeloli az utols6 szumma varhaté értékét. Egyaltaldn nem nyllvanval(), de belathato a kovetkezo:
9.3.6. Lemma. lim; o r(t) = 0.

A lemma miatt az (5) egyenlet bal oldalarél a kovetkezé mondhato:

(7) szx(t):]E(etz%%Xi> :E<ﬁleﬁxi) _
(o) - T () s ()’

ahol felhasznéltuk a kovetkezo6 két tulajdonsidgot: Egyrészt az eva i valbsziniiségi valtozok fliggetlenek,

masrészt Mx, (ﬁ) minden ¢ esetén megegyezik Mx, ( ﬁ)—nel, hiszen a momentumgeneral6 fiiggvény

csak X; eloszlasatdl fiigg, ami minden ¢ esetén ugyanaz, mint X; eloszlasa.
n

(%)

1nMZ%%Xi(t):nlnMX1(\/tﬁ):nln (1—|— 5 (1—1—7‘(\}%)))

Jelolje r( f) -et 7,. A lemma szerint r, — 0, ha n — oo. Ezért az egyenletet a kovetkez6képp
folytathatjuk:

Helyettesitsiik be az (7) egyenlet logaritmusaba az Mx, (%) (6) egyenlet szerinti értékét:

In (1+ o (1+rn)) 2

2

t
lnMZ:ﬂXj (t) =nln (lJr on

A lemma miatt £ (1 +7y,) — 0, ha n — oo (rogzitett ¢ eseten) Emiatt a harmas szorzat elsé tényezdje

1-hez tart, felhasznalva hogy ln(Hy) — 1, ha y — 0. Osszességében:
t? 2
nh_)rrgolnMZw_z_ X, (t)y=1- 5 (1+0)=—

Erre alkalmazhatjuk az exponencialis fiiggvényt (ami folytonos, igy felcserélhetd a hatarértékképzéssel).
2
Tehat lim,,_ o Mzn L @)= eT = My (t) minden t € R esetén. O
i=1""

vn
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10. Linearis regresszio

Valésziniiségi valtozdk kovariancidjat eddig csak diszkrét esetben vizsgaltuk, annak ellenére, hogy
ugyanaz a definici6 alkalmas folytonos valdsziniiségi valtozok kovariancidjanak definidlaséra is. Amiért
ezt a témat mégis eddig halogattuk, az az egyiittes siirliségfiiggvény fogalmanak hidnya volt, amely
fogalom lehet&vé teszi a kovariancia kiszamoldsat folytonos esetben is.

A kovariancia és széras fogalmak alkalmazésaként a linedris regressziét is itt targyaljuk. Linedris
regresszio alatt elsGsorban egy statisztikai modellt értiink, ami a valtozdk kozotti linearis kapcsolatra
alapozva vezet le Osszefiiggéseket a valtozdk viselkedésére. A modellt hasznéljak prediktiv, illetve ma-
gyardzo célzattal is. Az el6bbi alkalmazds a becsléselmélet, mig utobbi a hipotézisvizsgdlat témakoréhez
sorolhatd, amik a statisztika részteriiletei.

Ugyanakkor a linedris regressziénak van egy tisztdn valészinliségszamitasi vonatkozéasa is, amihez
nincs sziikség a statisztika alapfogalmaira, mint a minta vagy a becslés. Ez annak a kérdésnek a kor-
nyékre, hogy hogyan lehet adott X és Y valoszintiségi valtozok esetén olyan «, 8 szamokat valasztani,
hogy X + « a lehet6 legkozelebb legyen Y-hoz.

10.1. Széras és kovariancia folytonos esetben

Legyen X folytonos valésziniiségi valtozd, és jeldlje fx a strlségfiiggvényét. Hogy tudjuk meghata-
rozni X szérasat?

Kordbban vizsgaltuk mar az X varhaté értékét, sét g(X) transzformalt varhaté értékét is, ahol
g : R — R tetszdleges folytonos fiiggvény. Emiatt az X szérdsnégyzetét is ki tudjuk szdmolni (ahogy
azt a normélis eloszlds esetében mér szamoltuk is):

oo o0 2
D2(X) déf]E((X - ]E(X))2) — E(X?) - E(X)? :/ 22 fx ()dz — (/ me(x)dx) .
Ebbél pedig X szérdsa D(X) = /D?(X).
A szérasnégyzet (illetve szoréds) jelentése ilyen esetben is atlagtél valé négyzetes eltérés (és annak
gyoke). Szemléletesen azt méri, mennyire ,teriil szét” a stirtiségfiiggvény a varhaté érték koriil.*°

10.1.1. Példa. Legyen Z ~ Exp(A) valamilyen A pozitiv valésra. Ekkor két parcidlis integraldssal
adédik, hogy

E(Z2) = / e Mdz = [— 64\222}@ —/ —eM2dr = / 2ze Mdz =
0 0 0
_ o l —Az = o > o l —Az _ g > -z _ 3
= {22( )\)e } /0 2( )\)e dz = )\/0 e Vdz = 2

2 12 1 1
DX2) =E(Z)-E(2)’=5-(5) =7 = D@)=17
(2) =2 ~EZP = 55 - (3) =12 (2)
Ezen gondolatmeneten tovabbhaladva észrevehetjiik, hogy folytonos valésziniiségi valtozdk kovari-
ancidja is értelmes a kovariancia eredeti definiciéjaval, feltéve, hogy az ott szereplo varhato értékek
léteznek. Sét, az aldbbi allitas is érvényben marad:

Tehat

cov(X,Y) € E((X —EX)(Y —EY)) = E(XY) — E(X)E(Y).
Konkrét esetben szdmoldsi nehézséget tipikusan az E(XY') tag jelent, hiszen az XY valdszintiségi
valtozoé eloszldsa az (X,Y) valdszintliségi vektorviltozo egytittes eloszldsatdl fiigg, nem csak X és Y
peremeloszlasaitol. A kovetkezé allitas segitségével XY eloszldsanak kiszamoldsa nélkul is meghata-
rozhaté E(XY).

46 stirliségfiiggvény alakjarol szamos tovabbi szadrmaztatott mennyiség nyilatkozik, mint a valdsziniliségi valtozé
4tlagos abszolut eltérése, a csicsossdga (mds néven lapultsiga), vagy a ferdesége.
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10.1.2. Allitas. Legyen X = (X17 e , X,) folytonos valdsziniségi vektorvdltozd, és legyen g : R™ — R
olyan figgvény, amire BE(g(X1,...,X,)) létezik. Ekkor

E(g(Xy,...,X / / g(z1,. . xp) - fx(z1,...zp)dey .. dey,.
Ha g folytonos és nemnegativ, akkor E(g(Xy,...,X,)) létezik, beleértve, hogy értéke esetleg +oc.

Az allitdsnak specidlis esete, hogy ha (X,Y) folytonos valészintiségi vektorvaltozd, akkor

)
o0 o0
E(XY) = / / zy - fxy (z,y)dady,
—00 J —00
feltéve, hogy a vdarhat6 érték létezik (ugyebar a g : (z,y) — x -y fiiggvény nem nemnegativ).

10.1.3. Példa. Jelolje X az éves Osszes csapadékmennyiséget (1000 mm-ben szamolva), ¥ pedig az
évben eladott eserny6k szamét (1000 db-ban szdmolva). Tegytk fel, hogy az egyiittes siirliségfiiggvé-
nytik:

la-222+2y—9?) hal0<az<1é0<y<2,

_J5
x,y) = (1
fxy (@) {0 egyébként.

Szamoljuk ki X és Y kovariancidjat. Az eléz6 allitas szerint

oo oo 2 1
1
E(XY) = / / zy - fx,y(z,y)dedy = / / zy - (4= 20" + oy —y?)dedy =
0 0

1 /[? 1 1 1 1
/ / (dzy — 223y + 2? xy?’)dxdy = f/ {2x2y — —aty + cady? — fx2y3] dy =
5 Jo 2 3 2 =0

“5 [ e )dy—é[iy2+éy3—éy4]i=%<3+§—2>%Z-

A kovariancidhoz sziikségiink van még a varhaté értékekre. Annyi csak a probléma, hogy ehhez az fx
stirliségfliggvény még nem &ll rendelkezésiinkre. Szerencsére azt tudjuk, hogy a peremeloszlas stirliség-
fliggvénye hogyan szamolhatd az egylittes slirliségfiiggvénybol:

E(X) = /:55 - fx(x)dz = /O:oﬂf : /Z fxy(z,y)dyde = /z /O:oﬂf'fx,Y(%Z/)dyd%

Ezen a ponton észre is vehetjiik, hogy E(X) igazdbdl a g(z,y) = x fiiggvény szerinti transzformalt
varhaté értéke, igy hamarabb eljutunk ugyanehhez a formuldhoz. Némi integralassal kapjuk, hogy

R 7
X)://x~g(4—2x +zy —y?)dedy = —

1
1 4
/ / z —(4—22% + xy — y*H)dady = £

17 7 4 1
XY XEY) = — — = .2 2 = £ 0,0044.
cov(X,Y) = EXOEY) =5~ 15"5 = 25

A kovariancia illetve szérds korabban térgyalt tulajdonsigai szintén teljesiilnek, fliggetleniil attdl,
hogy folytonos esetrdl beszéliink-e vagy sem.

10.1.4. Lemma. Legyen (X,Y, Z) valdszintiségi vektorvdltozd. Ekkor teljesiilnek az aldbbiak, feltéve,
hogy a benniik szerepld mennyiségek értelmezettek:

(1) Ha c € R, akkor D(X +¢) =D(X) és D(cX) = |¢|D(X).

(2) D*(X +Y) =D*X) +D?(Y) + 2cov(X,Y).

(3) D?(X) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha P(X = ¢) = 1 valamilyen ¢ € R-re.

(4) Ha X ésY fiiggetlenek, akkor cov(X,Y) =0, specidlisan D*(X +Y) = D?(X) + D*(Y).

(5) (bilinedris) Ha b,c € R akkor cov(X,bY +c¢Z) =b-cov(X,Y) + ¢ cov(X, Z).
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Megjegyzés. A lemma 4. pontja altalanosabban alkalmazhato, ha felhasznaljuk az alabbi lemmat.

10.1.5. Lemma. Ha X ésY fiiggetlen valosziniiségi vdltozok, g és h folytonos, valds fiigguények, akkor
9(X) és h(Y') is fiiggetlenek.

A lemma nem nyilvanvald, de itt nem bizonyitjuk.

Valdsziniiségi vektorvaltozo esetén a szérasnégyzeteket és kovariancidkat matrixba rendezve szokéas
kezelni. Ennek a motivacidéja nem a kompakt leirhatésag, hanem az, hogy a valdszinliségi vektorvalto-
zOkkal val6 szamolasokban természetes médon elékeriil a kovarianciamatrix vektorokkal vett szorzata,
a matrix determinédnsa, illetve nyoma is, lasd példaul a tobbvaltozés normaélis eloszlast a 12. eléadédson.

10.1.6. Definicié. Az X = (X;,...,X,,) valészinliségi vektorvaltozé kovarianciamétrixa az aldbbi
n X n-es valés méatrix:

cov(Xy, X1) cov(Xy,Xa) ... cov(Xy,Xp)

COV(K) _ COV(AXjQ,Xl) COV(XQ,XQ) . ’

cov(X,, X1) . cov(Xn, X,)
azaz cov(X); ; = cov(X;, X;) minden 1 < ¢,j < n esetén.
De hol van ebben szérdsnégyzet? Mivel D?(X;) = cov(X71, X1), gy a matrix f64tléjaban 16v6 elemek
a vektorvaltozo koordindtainak szorasnégyzetei.
10.1.7. Allitas. Legyen X = (X1, ..., X,,) valdsziniiségi vektorvdltozs. Ekkor
(1) cov(X) szimmetrikus, azaz cov(X;, X;) = cov(X;, X;) minden 1 < i,j < n esetén.
(2) cov(X) pozitiv szemidefinit mdtriz, azaz 33, 37 aicov(Xi, Xj)a; > 0 minden (a1,. .., a,) €
R™ esetén, és pontosan akkor 0, ha >, a;X; 1-valdsziniséggel konstans.
Bizonyitds. A kovariancia szimmetrikussaga a definiciéja szimmetrikussagabdl adddik, ezt nem ra-

gozzuk. A pozitiv szemidefinitség belatdsat kezdjitkk az extrém esettel: tegyiik fel, hogy >, a; X;
1-val6szintiséggel konstans valészintiségi véltozo, azaz P( Y., ; a;X; = ¢) = 1 valamilyen ¢ € R esetén.

T

Az eléz6 lemma 3-as pontja szerint ez ekvivalens azzal, hogy a valdsziniiségi valtoz6 szérasnégyzete 0.
Tovabba, a lemma 5-6s pontja miatt

(8) D2 ( i azXz) = COV( i G,Z‘Xi, i anj) = i i aicov(Xi, Xj)a]
i=1 i=1 j=1

i=1 j=1
Tehat ha a valdszinliségi valtoz6 1-valdsziniiséggel konstans, akkor a jobb oldalon 1év6 Gsszeg is 0.
Az érvelés forditott irdnyba ugyanigy elmondhaté, igy az allitas ,,pontosan akkor” része teljesil. Az
egyenlGtlenség belatasdhoz mar csak azt kell észrevenniink, hogy a szérasnégyzet nemnegativ, ezért a
(8) egyenlet jobb oldala is mindig nemnegativ. O

10.1.8. Példa. irjuk fel az eléz6 példaban szerepld (X, Y') valdsziniiségi vektorvaltozé kovarianciamét-
rixat. Ehhez sziikségiink van D?(X)-re és D?(Y)-ra is. A korabbiakkal analég 4talakitasokkal, illetve
polinomok integraldsaval kapjuk, hogy

D*(X) = E(X?) — / / 22 fx (z,y)dady — / / xfx(z,y d;l:dy) =
27
/ / — 222 + zy — y?)dady — / / —(4— 222+ xy — yz)dzdy> =50

Es hasonléan D? (Y) = Tehat ha Z jeloli az (X,Y) Valoszmusegl vektorvaltozét, akkor

7 1

_ (9% 225
cov(Z) = 7 i |-

725 225

225
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10.2. Linearis regresszio

Tegytik fel, hogy egy esernyéket aruldé bolt tulajdonosai vagyunk, és kapunk egy hosszutavu el6-
rejelzést a jovo évi csapadékmennyiségrol. Jobb hijan ezen el6rejelzés alapjan probaljuk megtippelni,
mekkora készletet rendeljiink, azaz koriilbeliil hany eserny6t fogunk eladni. Hogyan kellene tippeljiink,
ha a kordbbi évek alapjan van némi elképzelésiink a csapadékmennyiség és az eladott eserny6k szama
kozti osszefuggésrol? Ilyen becslésre az egyik lehetséges moédszeriink a linearis regresszio.

Jelolje X az éves csapadékmennyiséget, Y pedig az eladott esernyCk szamét, ahogy a masodik
példaban. Tegyiik fel, hogy (X,Y) egyiittes siiriségfiiggvénye a példdban szerepld fxy. A linearis
regresszio alapotlete, hogy probaljuk meg Y-t az X-nek egy linearis fliggvényével, azaz - X + «
alakban, a lehet6 legjobban kozeliteni.

Vegyiik észre, hogy a ,,legjobb kozelités” nem egy joldefinidlt fogalom: azt még meg kéne mondanunk,
mi alapjan tekintiink egy kozelitést jonak vagy rossznak. Erre tobbféle megkozelités is bevethetd,*” de
a legalapvetobb, az in. legkisebb négyzetek mddszere.

10.2.1. Definicié. Legyenek X és Y valOszintiségi valtozok. Ekkor Y-nak az X-re vett linearis
regresszidjan azt a SX + «a valdszinliségi valtozét értjik, ahol o, § € R, és az

2
(9) E((v = (5X +)*)
mennyiség minimalis.
Ennek az optimalizalasi probléméanak a megoldasa lényegében mindig 1étezik és egyértelmi:

10.2.2. Allitas. Legyenek X ésY olyan valdsziniségi vdltozok, amire D?(X), D?(Y) és cov(X,Y)
véges, tovdbbd D?(X) # 0. Ekkor a (9) egyenletben szereplé vdrhaté érték pontosan akkor minimdlis,
ha
cov(X,Y) ,
10.2.3. Definicié. Az Y valdsziniiségi valtozo X-re vett regresszids egyenese az
{(z,y) €eR® |y = fz +a}

egyenes a sikon, ahol 8 és a értéke a fenti allitasban szerepel.

cov(X,Y)

Do B

Vizudlisabban, az (X,Y") valdszintiségi vektorviltozé lehetséges értékeinek a sikjan az eloszldst ,leg-
jobban kozelité” egyenes a regresszios egyenes. A linedris regresszi6 akkor lesz jol hasznalhaté modell,
ha az (X,Y) egylttes eloszldsa ezen egyenes kornyékén koncentralédik.

Megjegyzés. A B-ra és az a-ra vonatkozd egyenleteket nem feltétleniil egyszerli sem megjegyezni, sem
megindokolni. Egy heurisztika (de nem bizonyitds) a helyes a és § megtaldldsira, hogy olyannak
valasszuk 6ket, amire Y-nak és SX + a-nak ugyanaz a varhaté értéke és az X-el vett kovariancidja.
Emiatt

EY)=E(X +a)=FEX)+a é  cov(X,Y)=cov(X,BX + a) = fD*(X) +0,

amely egyenletekbdl adddik is 5 és « értéke.
Egy hasonld, kompaktabb megkozelités a korrelacié fogalman keresztiil vezet. Idézziik fel, X és Y
korrelacidja:
det cov(X,Y)
X)Y) = ———~
corr(X,Y) DX)D(Y)

47A linedris regresszié alternativ valtozatai, amelyek mashogy definidljak a ,legjobb kozelités” fogalmét: silyozott
linedris regresszié, ridge regresszié, avagy az £1 regresszié.
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egy —1 és 1 kozti valds szam, ami X és Y linedris osszefliggését méri. Azt allitjuk, hogy ha SX + « az
Y linearis regressziéja X-re, akkor teljesiil, hogy
(BX +a)-E(Y) X -E(X)
D(Y) - D(X)

-corr(X,Y).

Mas szavakkal, ha Y standardizaltjaba az elsé Y helyére a 5X + « regresszidt helyettesitjiik, akkor az
eredmény X standardizaltjanak korrelacio-szorosa. Ez az azonossig egyszerl atrendezéssel belathato.

Bizonyitds. A kovetkez6 fiiggvényt kellene minimalizalnunk:
h(a, B) = IE((Y —(BX + a))z) - E(Y2 +B2X2 4 a? — 26XY — 2aY + 2a5X) -

=E(Y?) + BPE(X?) + o® — 2BE(XY) — 2aE(Y) 4 2a8E(X).

Az eredeti formébdl latszik, hogy h nemnegativ (hiszen valdszinliségi valtozd négyzetének varhatd
értéke), tovabbé az dtalakitott formabdl vildgos, hogy a-ban és S-ban h mésodfoki polinom. Egy ilyen
polinomnak csak ott lehet globalis minimuma, ahol mind az a-ban, mind a S-ban vett parcidlis derivalt
eltiinik.

Bar egy (ag, o) pontban a parcidlis derivdltak eltiinése nem elégséges feltétele annak, hogy ez
a pont a h fliggvény globalis minimuma legyen, jelen esetben a nemnegativitds miatt mégis ez a
helyzet. Valoban, indirekt tegyiik fel, hogy az (ap, 5p) pontban eltiinik mindkét parcidlis derivalt, de
h(aq, B1) < h(ag, Bo). Nézziik a fiiggvényt a két pontot 6sszekotd egyenesen, vagyis tekintsitk az f(t) =
h(tap+(1—t)aq, tBo+(1—t)B1) egyviltozds fliggvényt. Mivel ezt h-bdl linedris behelyettesitéssel kaptuk,
igy polinom kell legyen t-ben, ami legfeljebb masodfok. S6t, a 0-ban vett derivaltjat is ki tudjuk fejezni
h parcidlis derivaltjaival az («y, 8p) pontban, ezért f/(0) = 0, hiszen a parcidlis derivdltak eltiinnek.
Osszefoglalva, f egy olyan legfeljebb mésodfoki polinom, amire f/(0) = 0, és f mindenhol nemnegativ
(ebbdl mér 1atjuk, hogy f vagy egy felfelé allé6 parabola, vagy konstans), de mégis h(ay, 1) = f(1) <
£(0) = h(o, Bo). Ez ellentmondas, ilyen polinom nincs.

Visszatérve a globdlis minimum pontos értékére, h parcidlis derivaltjai a kovetkezok:

B szerint: 2BE(X?) — 2E(XY) + 2aE(X) és a szerint: 2a — 2E(Y) 4+ 28E(X).
Vagyis a parcidlis derivaltak kozos nullhelyeit megadé egyenletek:
aE(X) +PE(X?) =E(XY) &  a+BEX)=EY).
Ez egy 2 x 2-es linedris egyenletrendszer a-ban és S-ban. Megoldasa:

E(XY) -EX)E(Y) cov(X,Y ) cov(X,Y
8= <E(;2)_§E()>Qg ) _ Dg(X)) és a:E(Y)—ﬁE(X):E(Y)—Dg(X))

amik éppen a kivant egyenletek. O

E(X),

10.2.4. Példa. Mit kapunk a felvezeté példa esetében, ahol X a csapadékmennyiség, Y az eladott
eserny6k szama? A mar kiszamolt kovarianciaméatrix koordinataibodl rogton felirhatok az Y-nak az X-re
vett linedris regresszidéjanak egyiitthatoi:

cov(X,Y)  1/225 2 ~ cov(X,Y) ( )_é_zl_§
D2(X)  7/90 35’ D2(X) 5 3515 75
Tehat ha X-re kapunk egy el6rejelzést, akkor ezen egyiitthatokkal kozelithetjiik Y-t. Némi értelmezést

hozzdadva: az esé mennyiségének emelkedése csak kismértékben fogja névelni a mar alapbdél magas
készletsziikségletet.

§ = a =E(Y)

Mivel a linedris regresszio csak kozelités, igy fontos informéacié lehet, hogy mekkora hibaval talalja
el Y értékét. (Hiba alatt itt atlagos négyzetes hibat, vagyis szérasnégyzetet értink.)
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10.2.5. Allitas. Legyen az Y wvaldszintségi vdltozé X -re vett linedris regresszidja BX + o. Ekkor az
eltérés szordasnégyzete:

X,Y)?
DQ(Y— X ):]D)QY_M
(8 + ) = D(y) - e
Bizonyitds. A szérasnégyzet fentebb felsorolt tulajdonsagai és 8 = C%‘Q&?) miatt:

D? (Y —(BX + a)) = DY — BX) = D2(Y) + B2D2(X) — 2cov(Y, BX) =

cov(X,Y)% _eov(X,Y)
@y TR

Eppen ez volt az allités. O

~ cov(X, Y)?

cov(Y, X) = D*(Y) DY)

=D*(Y) +

Megjegyzés. Mésképpen felirva:
D2 (Y — (BX + a)) = DY) - (1 — corr(X,Y)?).

Specidlisan, minél nagyobb a korreldcié X és Y kozt, annal kisebb rész jarul hozza a hiba szérasnégy-
zetéhez D?(Y)-bol. Tovabbd, ez az dtfogalmazas azt is mutatja, hogy a fenti llitasbol kovetkezik a 6.5
alfejezet allitasa.

10.2.6. Példa. Az eléz6 példa esetében

, 8 (1/225)%
D (Y —(BX +a)) = 235~ ae0 = 2.

Vagyis az eladasok jocskan eltérhetnek a linedris regresszié altal becsiilt értéktol.

Hasznos észben tartani, hogy statisztikai témakoérben nem ugyanezt értik linedris regresszié alatt.
A kiilonbség, hogy ott nem feltételezik, hogy a valdsziniiségi vdltozdk eloszlasa ismert, de dltalaban
azt sem, hogy (az esetlegesen ebbdl levezethetd) kovariancia és szérasnégyzet értékeit ismernénk. Igy a
statisztikai értelemben vett linedris regresszioba beleértik azt is, hogy a § és a értékek maguk is becsiilt
mennyiségek, egy véges nagysagi minta alapjan. Ez lényegesen eltérd egyenleteket és értelmezést jelent,
de ettol még a linearis regresszié Otlete ugyanaz marad: keressiink kozelitéleg linearis Osszefliggést a
vizsgalt valtozok kozott.
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11. Feltételes varhato érték

Az el6z6 fejezetben vizsgdlt linedris regresszié egyik hatuliitdje, hogy csak a valtozdk kozotti linedris
Osszefiiggést fogja meg, mélyebb relacidkat nem. Példan érzékeltetve, hidba lehet X értékébdl tokélete-
sen meghatarozni X2 értékét, az X2 linedris regressziéja X-re nem feltétleniil lesz jé kozelitése X 2-nek.
Természetes tehat a kérdés, nem lehetne ezt jobban csindlni valahogy? Persze a valasz igenlé, amiben
a feltételes varhato érték fogalma, illetve az ebbdl ad6doé regresszios fiiggvény lesz segitségiinkre.

11.1. Feltételes varhato6 érték, diszkrét regresszio

c sz

P(BN A)

P(A)
a B-nek az A-ra vett feltételes valdszinlisége. Szemléletesen, ez a B esemény valOsziniisége arra az esetre
fokuszalva, amikor A bekovetkezik. A mésodik fejezetben belattuk, hogy B — P(B | A) is valdszin{iségi
mérték. Vagyis barmi, amit valoszintiségi mértékekre bizonyitottunk, ra is alkalmazhaté.

P(B|A) =

11.1.1. Definicié. Legyen Y valdszintiségi valtoz6 és A olyan esemény, amire P(A) > 0. Ekkor az
Y-nak az A-ra vett feltételes varhaté értéke az Y viltozd P(. | A) valdszinliségi mérték szerinti
varhaté értéke. Jelolés: E(Y | A).

A feltételes valészinliséghez hasonléan, E(Y | A) jelentése az Y édtlagos értéke a teljes eseménytér
helyett az A eseményre szoritkozva.

11.1.2. Lemma. Legyen Y egyszeri valdszindségi viltozd, és A esemény, amire P(A) > 0. Ekkor

(10) E(Y [A)= >  k-PY =k|A).
keRan(Y)

moédon tudjuk a feltételes varhaté értéket visszavezetni varhatéd érték szamolasara.

11.1.3. Allités. Legyen Y wvaldszindiségi vdltozs, és P(A) > 0. Ekkor E(Y | A) = ﬁE(YlA).%

Mi ennek a fogalomnak az értelme? Tobb esetben a feltételes varhato érték nem kiszamolandd cél,
hanem a feladat megfogalmazasanak eszkoze, ahogy ezt a feltételes valdsziniiség esetén is lattuk. Tegyiik
fel példaul, hogy egy eszkozbdl kétféle marka is elérhetd, az egyik atlagosan 3 évig, mig a masik 4 évig
nem romlik el. Valasszunk a ketto koziil véletlenszeriien egyet, és jelolje Y az élettartamat. Ekkor a
feladatban 16vé informaciéink E(Y | {els6t valasztjuk}) = 3 és E(Y | {mdsodikat véilasztjuk}) = 4.

Feltétel eseményként hasznalhatjuk egy mdasik valdsziniiségi valtozé {X < x} nivéhalmazdt is, azaz
nézhetjiik E(Y | X < z)-et valamilyen X val6szintiségi véltozora.

11.1.4. Példa. Legyen Y és Z egy-egy szabalyos kockadobas eredménye, X =Y + Z és x = 7. Ekkor
PY=FkX<7) 6-k /15 6—Fk

P(X <7 36 /3 15’

PY=k|X<T7)=

6
6-k 6-21—-91 7
EY [X<T)=) kPY=k|X<T)=> k- = =3
k=1 k=1

Tovabb4, ha P(X = x) > 0, akkor E(Y | X = z) is értelmes. Az el6z6 példanal maradva

6 4
1
E(Y | X =5) = P(Y = —5=S"%. L _9s
(v | 5)=> k-PY =k|X=5)=)k 1 =25
k=1 k=1

Szemléletesen, E(Y | X = 5) az Y 4tlagos értéke abban az esetben, ha tudjuk, hogy X értéke 5.

48 7 4llitas kovetkezménye, hogy ha E(Y") 1étezik és véges, akkor emiatt E(Y | A) is létezik és véges.
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Az E(Y | X = z) mennyiségre ugy is tekinthetiink, mint egy fiiggvényre az x valtozéban. Ez
egy determinisztikus fliggvény, azaz nem valdszintiségi valtozé, hiszen tetszdleges = valds szam esetén
E(Y | X = z) val6s szam (feltéve, hogy értelmes és véges).

11.1.5. Definicié. Legyenek X és Y valoszintiségi valtozdk, ahol X diszkrét. Jelolje Sx az X 1ényeges

értékeinek a halmazat, azaz

Sy ¥ {zeR|P(X =2) > 0}.

Tekintsiik a

g:Sx =R, glx) =EY | X =2x)
valds fliggvényt. Ekkor az Y-nak az X-re vett (diszkrét) regressziéja a g(X) valdszinliségi valtozo.
Jelolése: E(Y | X).

11.1.6. Példa. Dobunk egy szabalyos kockaval, majd az eredménynek megfelel§ szamu szabalyos ér-
mével. Legyen X a kockadobds értéke, Y pedig a fejek szdma az érmedobéasok kozott. Mi Y regresszidja
X-re? Ha ismerjik X értékét, akkor Y binomialis eloszlast, paraméterei: X értéke és % Binomialis
eloszldst véltozénak ismerjiik a varhat6 értékét (a paraméterek szorzata), ezért E(Y | X = z) = x4,
ahol z € {1,2,3,4,5,6}.

Az elnevezés motivacidja a linedris regresszié elnevezésébdl kiindulva értheté meg: Y linedris reg-
resszidja X-re egy olyan X + « alaki linearis fiiggvénye az X valdszintiségi valtozénak, ami a ,legjobb
linearis kozelitést” adja Y-ra. Ezt altalanositva, az Y valtozé X-re vett regresszidja nem szoritkozik
linedris fuggvényekre, hanem azt a g(X) fliggvényét adja vissza az a X valdszinliségi valtozénak, amely
a ,legjobb kozelitést” adja Y-ra. Ez a ,legjobb” g fuggvény torténetesen a fenti x — E(Y | X = z),
hiszen mi lehetne jobb kozelités, mint az Y atlagos értéke abban az esetben, amikor X értékérdl tudjuk,
hogy .

Hogy mit értiink ,legjobb kozelités” alatt? Intuitivan fogalmazva az E(Y | X) valdszin(iségi valtozd
mindent tud az Y-rél, amit X ismeretében tudni lehet, és ezzel a ,lehetd legtébb” informaciéval ad
kozelitést YV-ra.*? Bzt precizen gy tudjuk &tfogalmazni, hogy ha tovabbi, X-re vonatkozé feltétel
esetén nézzik Y feltételes varhatd értékét, akkor az mar kiszdmolhatd E(Y | X) regressziobdl is, nem
kell hozzé az eredeti Y-t ismerniink. Még precizebben:

11.1.7. Allitas. Legyen X diszkrét valdsziniiségi vdltozo. Tegyiik fel, hogy P(X < z) > 0 és E(Y)
véges. Ekkor

E(g(X)| X <z) =E(Y | X <ux),
ahol g(X) =E(Y | X).

e s

(10)

E(g(X)| X < z) Yo ogk) P(X =k|X <z)=

keRan(X)
P(X = k) P(X = k)
= k)——nr—= = EY | X=k—F——=.
%g( X <o) ;;L ¥ PX <)
Itt felhasznalhatjuk a fenti allitast és a varhaté érték additivitasat:
1 P(X = k) 1
=y E(V1x_ = E(Y Y 1)
= P(X = k) ( {X*’“})P(X <z) P(X<a) ;;g (X=k}
1
=—"—7E(Y1 =EY | X .
=B Lien) B0 X <2)
Ez éppen a beldtandé allités. O

497 legjobb kozelités” mésik megfogalmazasat lasd a harmadik alfejezet megfelel6 allitasaban.
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11.2. Folytonos regresszio

A regresszi6 fogalmat abban az esetben is szeretnénk bevezetni, ha X folytonos valésziniiségi valtozoé.
Ezzel az a lényeges probléma, hogy P(X = ) = 0 minden z érték esetén, ezért E(Y | X = x) a fenti
definicidval értelmetlen. De ne adjuk fel rogton, ugyanis az ,Y legjobb kozelitése X filiggvényében”
fogalom viszont nem tiinik értelmetlennek.

A regressziét altalanosan az el6z6 alfejezet utolso allitasaval definidlhatjuk.

11.2.1. Definicié. Legyenek X és Y valdszintliségi valtozok. Az Y-nak az X-re vett regresszidja az
a g(X) alaka® valoszintiségi valtozé, amire

(11) E(g(X)| X <z)=E(Y | X <)

minden olyan z € R esetén, amire P(X < z) > 0 (ami miatt E(. | X < z) definidlt az el8z§ alfejezet
feltélteles varhaté érték definicidjaval). A g(X) valdszintiségi valtozod jelolése: E(Y | X).

Mivel a diszkrét regresszi6 is regresszi6 (lasd elézd alfejezet utolsé éllitasa), igy a diszkrét jelzét
elhagyjuk, és a tovabbiakban minden regresszi6 alatt ezt a definiciét értjiikk. Emellett itt jegyezziik
meg, hogy az E(Y | X) regresszi6, mint valdszin{iségi véltozd, nem egyértelmii (de azért majdnem).
Ugyantgy, ahogy a stirtiségfiiggvény sem egyértelmii, ugyanis g értékét néhany olyan ponton biintet-
lentl megvaltoztathatjuk, amiket 0 valészinliséggel vesz fel X. Egy ilyen véltoztatds g(X) értékét is
megvaltoztatja, de a definiciéban szerepld egyenlet érvényben marad.

A g fiiggvény®! jelolése: x — E(Y | X = x), elnevezése regressziés fiiggvény. A jelolés tSbb
értelemben sem pontos. Egyrészt a fejezet legelején felirt feltételes varhatd érték értelemben az E(Y |
X = z) nem feltétleniil van értelmezve, hiszen P(X = x) lehet nulla is. Ett6l figgetlenil a jelolés
szemléletes, hiszen informélisan g(z) az Y 4tlagos legjobb kozelitése az {X = z} feltétel esetén.

Maésrészt a jelolés abban az értelemben sem preciz, hogy g egyéltalan nem egyértelmii, igy rogzitett
x-re a fliggvénynek nincs joldefinialt értéke. Példaul ha X nemnegativ, akkor g a negativ félegyenesen
akdrhogy megvélaszthaté. Mivel g kiszdmolédsa tipikusan egy koztes 1épés az E(Y | X) valdszintiségi
valtozo6 kiszdmoldsdhoz, amely valdsziniiségi valtozé mar 1ényegében egyértelmii (14sd eléz6 bekezdés),
igy g nem egyértelmi voltaval nem fogunk a tovabbiakban foglalkozni.

Megjegyzés. Ha E(|Y]) < oo, akkor E(Y | X) is létezik. Ezt nem bizonyitjuk.

Rendben, most mar definidlva van a regresszi6. De hogyan lehet kiszamolni akir a g regressziés
fiiggvényt, akir a g(X) = E(Y | X) regresszi6t? Ha X egyszer(i, akkor ez az el6z6 alfejezet (10)
egyenletébdl vilagos:

EY|X=2)= ) yPY=y|X=2)
yERan(Y)
minden = € Sx esetén, hiszen ez a P(. | X = x) valdszinliségi mérték szerinti varhaté érték. Folytonos

esetben ehelyett a kdvetkez6t tudjuk mondani.

11.2.2. Definicié. Legyen (X,Y) folytonos val6sziniiségi vektorvaltozod, és jelolje egyiittes siirliség-
fiiggvényét fx y. Ekkor Y-nak az X-re vett feltételes siirtiségfiiggvénye:

 fxy(y) o fxv(z,y)
fY\X(y | '17) = fX(fL') = ffooo fX,y(x,u)dqf

olyan x,y € R szdmokra értelmezve, amire fx(z) # 0, és fy|x(y | #) = 0 ha fx(z) = 0.

507 g nem akdrmilyen figgvény, hiszen g(X) valdészinliségi viltozé kell legyen. Ehhez 4ltaldban azt kovetelik meg,
hogy g tgynevezett Borel-mérheté fliggvény legyen; ekvivalensen, folytonos fiiggvények pontonkénti hatarértéke.

51 g értelmezési tartomanyat nem specifikdltuk, nem is igazdn tudjuk, hiszen g nem egyértelmi{i. Ami lényeges
feltétel a g értelmezési tartomdanyara, hogy tartalmazza azon x € R pontokat, aminek barmilyen kis kérnyezetébe pozitiv
eséllyel esik X, legfeljebb egy 0 mértékii halmaz kivételével.



VALOSZINUSEGSZAMITAS 59

A definicié megjegyzésében segithet, ha észrevessziik a hasonlésigit a P(B | A) = P(PB(Q;‘) egyenlo-

séggel.

11.2.3. Allités. Legyen (X,Y) folytonos valészindiségi vektorvdltozd. Ekkor

E(Y|X:x):/

o0

Y- fY\X(iU | x)dy
(o]
az Y -nak az X -re vett regresszios figguénye.

Bizonyitds. Jelolje g az z — ffooo y - fyix(y | 2)dy fiiggvényt (2 € R). Azt kell leellendrizniink, hogy
g-re teljestil a (11) egyenlet.
Legyen x € R olyan, amire P(X < z) > 0. A fejezet els6 allitasa miatt

1

E(g(X) | X < LL’) = WE(Q(X)]-{X<Q:})7

ahol

o xT

E(9(X)1{x<a}) =/ g(z)l{z<z}fX(Z)dZ:/ 9(2) fx(z)dz.

Ha fx(z) > 0, akkor g definici6ja szerir;uOC -
g@ﬁxuw=/my¢mxw|awu&@oz/;g-bz£$4&@My:/;gu&y@wm9

Ha fx(z) = 0, akkor g(2) fx (z) = 0. Leellenérizheté, hogy a jobb oldali integral szintén 0, ha fx(z) = 0,
felhasznalva, hogy ffooo Ix.v(z,y)dy = fx(2). Osszességében, az el6z8 hadrom egyenletbdl az adédik,

E(g(X)| X <z) = m /; /Zy - fx,y (2, y)dydz.

Itt felhasznalhatjuk a valdszinliségi vektorvaltozd transzformaltjanak varhaté értékére vonatkozo alli-
tast, és a fejezet els6 allitdasat, igy a fentit folytatva
1

=———E(Y1 =EY | X <2z,
ami éppen a belatando allitas. O
11.2.4. Példa. Legyen az (X,Y) valdszinfiségi vektorvaltozé egyiittes sfirfiségfiiggvénye 1522y, ha
0 <z <y<1,és0 egyébként. Hatdrozzuk meg az E(Y | X) regressziot.
Eloszor szamoljuk ki X slirliségfliiggvényét a 0 < z < 1 esetekben:

00 1
fx@) = [ ferlody = [ 1520y = Ll ),

Tehét a feltételes siirtiségfliggvény értéke 0 < z < y < 1 esetén

ey | 2) = XY@ _ Wa?y 2
Y[X fx(2) %(xz —z4) 1— 22’
és fy|x(y | ) = 0 egyébként. Tehat 0 < x < 1 esetén
[e'S) 1 3
2y 2 1—z

E(Y | X =) = : dy= [ y- dy=2."2
Vix=a= [ v pxlow= [ v 2= =5

2, 1-x3 2

, <2 Lot s e s ;5
Behelyettesitve, az E(Y | X) regresszié a £ - {=%= valészintiségi véltozo.

52frdekes utdnaszdmolni, hogy a regresszié egydltaldn nem szimmetrikus X-ben és Y-ban, azaz E(X | Y) egyéltaldn
nem biztos, hogy hasonlit E(Y | X)-re.
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11.3. Regresszi6 tulajdonsagai, teljes varhaté érték tétele

A regresszié konnyebb meghatdrozasihoz érdemes megvizsgdlnunk a tulajdonsigait, ahogy azt a
korabbi fogalmak esetében is tettiik.

11.3.1. Allitas. Legyenek X,Y, Z valdsziniiségi vdltozok. Ekkor teljesiilnek a kévetkezdk:
(1) Tetszbleges a,b € R esetén E(aY +bZ | X) =aE(Y | X) +bE(Z | X).
(2) Tetszbleges h folytonos™ fiigguény esetén E(h(X)Y | X) = h(X)E(Y | X).
(8) Ha X ésY figgetlenek, akkor E(Y | X) = E(Y).

A linearitds nem meglepd. A masodik tulajdonsig szemléletesen azt allitja, hogy mivel h(X) értéke
meghatarozhatd X-b6l, ezért ha a h(X)Y -ra keressiik a legjobb becslést X fliggvényében, akkor elég az
Y becslését megoldanunk, a h(X) szorzéként kiemelhetd a varhaté értékbdl. A harmadik tulajdonsig
jelentése, hogy ha X és Y fiiggetlenek, akkor X-bol nem tudunk jobb becslést faragni Y-ra, mint a
legjobb konstans becslés, ami a varhato értéke.

Az elsé alfejezetben parhuzamot vontunk a regresszié és a linearis regresszio kozt: mindkét médszer
jO kozelitést keres X fiiggvényében Y-ra. A linedris regresszié esetében pontosan meg is fogalmaztuk,
hogy mi az az optimalizdldsi probléma, amit a linedris regresszié megold (s6t, ez volt a definici6).
Hasonlban, a regresszi6 is felirhaté optimalizaldsi probléma megoldasaként.”

11.3.2. Allitéas. Tegyiik fel, hogy E(Y?) véges. Ekkor a
2
B((v - g(x))")

vdrhaté érték pontosan akkor minimdlis a g figguényben, ha g(X) és BE(Y | X) 1-valdsziniiséggel
megegyeznek.

Roviden, itt nem X linearis fiiggvényével probaljuk minimalizdlni az Y-t6l valé atlagos négyzetes
eltérést, hanem ennél altaldanosabb figgvények segitségével. Ilyen értelemben a regresszié a linedris
regresszio javitasa.

Azt gondolhatnank, hogy a regresszi6 szinte sosem egyezik meg a linearis regresszié esetével, csak
teljesen elfajuld esetekben. A kovetkezd allitas mutatja, hogy ez nem igaz.

11.3.3. Allitas. Legyenek Z1, ..., Z, figgetlen, normdlis eloszldst valdszindségi viltozdk, X = S aiZ;
ésY =Y 1 biZ; valamilyen ay,. .. an,by,..., b, valds szdmokra. Ekkor E(Y | X) megegyezik az'Y
valtozé X -re vett linedris regresszidjdval.

Hogyan tudjuk hasznositani a regressziot olyan probléméban, ahol a probléma kérdésfelvetésében
nem szerepel feltételes varhaté érték? Ugy, hogy a szokdsos varhaté érték is szdmolhaté regresszié
segitségével ugyaniugy, ahogy a masodik eléadéason a szokédsos valdszinliséget is szamoltunk feltételes
valészintiségekkel (14sd pl. teljes valdsziniiség tétele). Ilyen mddszer a teljes varhaté érték tétele is.

11.3.4. Allitas (Teljes varhat6 érték tétele). Legyen X és Y waldsziniségi vdltozd, amikre E(X) és
E(Y) véges. Ekkor E(E(Y | X)) =E(Y).

Hat ez mi? Ez nem is Ggy néz ki, mint ahogy a teljes valosziniiség tétele kinézett. Hol a szumma?
Minek két varhatd érték jel egyméas utan? Nos, a szumma a kiilsé varhaté értékben van elrejtve.
A varhat6 értékre pedig azért van szitkség, mert — ahogy feljebb megvizsgaltuk — E(Y | X) egy
valdsziniségi valtozo, igy ha szamot szeretnénk kapni beldle, ehhez vehetjitk a varhaté értékét.

Tovabbi érv amellett, hogy a fenti allitas elnevezése talald, hogy ha a feltételes varhatd értéket
kiirjuk a diszkrét esetre, akkor pont olyan formulat kapunk, mint a teljes valészinliség tételében.

537 folytonossag itt elégséges feltétel, de valgjdban csak arra a gyengébb feltételre van sziikségiink, hogy h(X) is
valészintiségi valtozo legyen.

54H0gy nem egy minimalizalasi problémaval definidltuk a regressziét, annak az az oka, hogy a karakterizacié feltéte-
lezi, hogy E(Y2) véges, mig a regresszi6 létezéséhez elég, ha E(Y") véges.
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A 11.3.5. Allitas (Teljes varhat6 érték tétele, diszkrét eset). Legyen X diszkrét valdszindségi valtozo,
és{x1,...,Tn,... } az X értékkészletének azon pontjai, amire P(X = xz;) > 0. Ha E(Y) < oo, akkor

E(Y) = ZE(Y | X = 2;)P(X = ;).

11.3.6. Példa. Szamoljuk ki a geometriai eloszlas szérdsat. (Oké, mar kiszdmoltuk mdashogy, de ez
révidebb.) Dobéljunk fel egy cinkelt pénzérmét, amig fejet nem kapunk, ahol a fej esélye p. Jelolje a
sziikséges dobasok szamat Y, és legyen X = 1, ha az els6 dobas fej, kilonben 0. Ekkor
EY?) =EY? | X=1)PX =1)+EY?| X =0)P(X =0).
Ha az els6 dobas iras, akkor Osszesen eggyel tobbet kell majd varnunk, mintha most kezdenénk a
dobdldst, a geometriai eloszlds 6rokifju tulajdonsidga miatt. Egyenlettel P(Y =k | X = 0) = P(Y +
1 = k) minden k pozitiv egészre. Vagyis E(Y? | X = 0) = E((Y + 1)?), hiszen Y-nak a P(. |
X = 0) val6szinliségi mérték szerinti eloszldsa megegyezik az Y szokdsos értelemben vett eloszldsaval.
Kovetkezésképp,
EY?)=1-P(X=1)+E((Y +1)*)P(X =0) =
=p+E(Y?+2Y +1)(1-p),

amit atrendezve E(Y?) = 252 adddik, felhaszndlva hogy E(Y) = L. Tgy D*(Y) = +2£.

A tétel teljes eseményrendszerre is kimondhaté.

11.3.7. Allitas (Teljes varhat6 érték tétele, teljes eseményrendszerrel). Legyen Ay, ..., A, teljes ese-
ményrendszer Q-n, amire P(A;) > 0 minden i-re. Ha E(Y) < oo, akkor

E(Y) = ZE(Y | A))P(A).

Folytonos esetben pedig a kévetkezoképp irhato.

A 11.3.8. Allitas (Teljes varhato érték tétele, folytonos eset). Legyen X folytonos valdszindségi vdltozd,
E(Y) < oo és jelolje X stridségfigguényét fx. Ekkor

By) = [ B X = 0)fx@)d

— 00

ahol E(Y | X = z) az Y-nak az X-re vetl regresszids figgvénye.
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12. Feltételes valosziniliség és tobbdimenzids eloszlasok

A mostani fejezetben kimondjuk a teljes valdsziniiség tételének azon verzidjat, ahol a feltételben
valészintiségi valtozd szerepel teljes eseményrendszer helyett. Ettdl fiiggetlen témaként kézelebbrol
megvizsgdlunk néhény valészinliségi vektorvaltozohoz tartozé (in. tébbdimenzids) nevezetes eloszlast,
kiilonos tekintettel a tobbdimenzids normalis eloszlasra.

12.1. Teljes valészintiség tétele, folytonos eset

Az el6z6 fejezet utan maradhatott némi hidnyérzet az olvaséban: mig a teljes varhaté érték té-
telét tobbféle formédban is kimondtuk (teljes eseményrendszerrel és valdszinfiségi valtozé {X = z}
szinthalmazaival is diszkrét és folytonos esetben), addig a teljes valdsziniiség tételét csak teljes ese-
ményrendszerre fogalmaztuk meg. Mi a helyzet az utébbi tétellel akkor, ha a feltétel egy valésziniiségi
valtoz6 (szinthalmaza)?

Ha X diszkrét valdsziniiségi valtozo, akkor a teljes valdsziniiség tétele nem tjdonsag:

P(A)= > PA|X=k) PX=k),
keSx
ahol Sx azon k értékek halmaza, ahol P(X = k) > 0, és igy van értelme a P(A | X = k) feltételes valo-
szintiségrél beszélni. Ez az eredeti teljes valoszinliség tételének specidlis esete. Viszont ha X folytonos,
akkor P(A | X = k) értelmetlen. A probléma felolddsa ugyanaz, mint a regresszios fliggvény esetében.

12.1.1. Definicié. Legyen X valdsziniiségi valtozd, és A esemény. Ekkor A-nak az X-re vett felté-
teles valészintiisége az
z—E(1la| X =2)

regresszids fiiggvény. Jelolése: P(A | X = z).

Itt a regresszios fliggvényt a 11.2 alfejezet definicidja szerint értjuk, vagyis ez az a g fiiggvény, amire
9g(X)=E(14 | X). AzE(14 | X) regresszié pedig a (11) egyenlettel definidlt. (Mivel E(1,4) azaz P(A)
véges, igy g létezik a 11.2 alfejezet megjegyzése okén.) Szemléletesen, E(14 | X = x) jelentése az A
esemény valészinlisége (avagy precizebben, annak legjobb atlagos kozelitése), tudvén az X értékét.

Innen a teljes valdszintliség tétele mar megtippelheto:

12.1.2. Tétel (Teljes valdszinliség tétele). Legyen X folytonos valdszindségi vdltozd, és A esemény.
Ekkor

P = [ BAIX = 0)fxa)d,

— 00

ahol fx az X siriségfiggvénye.

12.1.3. Példa. Jelolje X egy hallgatonak a valdsziniliségszamitds vizsgara szant felkésziilési idejét.
Tegyiik fel, hogy X egyenletes eloszldsti az [e,20] intervallumon (napban szadmolva, ahol & 20-nal
kisebb, és 6szintén remélem, hogy pozitiv valés szam). Feltételezve, hogy = idét szén felkésziilésre a

hallgato, (%)2 a valészintisége, hogy 6tos érdemjegyet kap. Mi a valOszinilisége az 6tos vizsganak?
Az el6z8 tétel jelolésével: tudjuk, hogy fx(z) = 55— ha ¢ < @ < 20, illetve 0 egyébként. Tovabba

P(A| X =) = (&) Tehat

20 2 1 3 20 g2 4 20e + 202

P(A) :/ (i) L [I—} _ & +20e+20°

. \21/) 20—¢ 3-212(20 — ) e 3.212
Ha e = 1, akkor ez kerekitve 0,3182.
Megjegyzés. A feltételes valészintliség specidlis esete a feltételes eloszldsfiiggvény:

Fyix(yz)=PY <y | X =ux).
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12.2. Tobbdimenzios eloszlasok

Legyen X = (X1,...,X,,) valésziniiségi vektorvaltozd. Az egydimenzids esethez hasonldéan beszél-
hetiink az X eloszldsardl (amit példdul az egylittes eloszlasfiiggvény ir le), ahogy ezt tettiik is mar az
egylttes eloszlas témakorénél. Nézziink most néhdany gyakrabban eldkeriilé tobbdimenzids eloszlést.

Nevezetes diszkrét eloszlds a binomialis. Hogyan &dltaldanosithaté ez tobb valtozéra? Erre van egy
kézenfekv6é moédszer: legyenek Xi,..., X, egyiittesen fuggetlenek, és legyen X; ~ B(n;p;) valamilyen
n € Nés 0 < p; <1 szdmokra (i = 1,...,m). fgy értelmes tobbdimenzids eloszlast kapunk, de a
binomialis eloszlas altalanositasanak nem ez az egyetlen maodja.

12.2.1. Példa. Atcimkéztiink egy szabalyos dobékockét: egy 1-es, két 2-es és hdrom 3-mas szdmjegyet
irtunk ra. Dobjunk 13-szor a kockaval. Jel6lje X; a dobott ¢ szdmjegyek szamét. Mi a valdsziniisége,
hOgyX1:3, X2=4éSX3:6?
A valészinliség kombinatorikus médon meghatarozhato:
! 3 4 6
P(X) =3,X, =4, X3 = 6) = 3!147:5!'6!(%) (%) (%) ~ 0,05364,

hiszen a 3 db 1-es, 4 db 2-es és 6 db 3-mas lehetséges elhelyezéseinek szama 3,14—%'6, (ismétléses permu-
tacid), és az ilyen esetek valészintisége pipspS, ahol az i dobés valészintisége p;.

12.2.2. Definicié. Az X = (X1,...,X,,) valésziniiségi vektorviltozé polinomialis (més néven: mul-
tinomiélis) eloszlasd, n € N és (p1,p2,...,0m) € [0,1]™ paraméterekkel, ha p; + -+ p,, = 1 és

_ n! k1 Km
T k! k1P Pm

minden 0 < k; <n (i=1,...,m), Z;ll k; = n értékek esetén.

Ha m = 2 és (p1,p2) = (p,1 — p) valamilyen p € [0,1] esetén, akkor X; eloszldsa B(n;p) (az Xo
pedig nem hordoz extra informécidt, hiszen X =n — X7).

Vildgos, hogy az X; valtozok nem fliggetlenek (hiszen példaul X, ..., X,,—1 egyértelmiien megha-
tarozza X,,-et), ugyanakkor az X peremeloszldsai mind B(n;p;) binomidlis eloszldsok. Ez a példa is
mutatja, hogy a peremeloszlasok nem hatarozzak meg az egyiittes eloszlast, tovabba, hogy nem mindig
az egylttesen fiiggetlen koordinatak adjak egy eloszlas természetes tobbvaltozds altalanositdsat.

Egy mésik érdekes t6bbdimenzids eloszlds:

P(X; =Fki,...,X;m =km)

12.2.3. Definicié. Legyenek Y7, Ys, Y3 egylittesen fiiggetlen valdszintiségi valtozdk, ahol Y; ~ Exp()\;),
(i =1,2,3). Definidljuk az X = (X1, X2) vektorvaltozét: X; = min(Y7,Y3) és Xo = min(Y2,Y3). Az X
eloszldsat Marshall-Olkin-féle kétvaltozés exponencidlis eloszlasnak (réviden Marshall-Olkin-
eloszlasnak) hivjak.>®

A motivacié a kovetkez6: ha X exponencidlis eloszlast, akkor teljesiti az 6rokifjusag feltételét, azaz
P(X >t+s|X >s)=P(X >t) minden s, > 0 esetén. Ennek lehetséges dltaldnositdsa a

PX>t+s|X>s5)=PX>1)

feltétel, ahol t,s € [0,00)%, és a vektorok kozti > reldcié akkor teljesiil, ha mindkét koordinita-
ban kilon-kiilon teljesiil. Ez a fajta orokifjisdg meghataroz egy értelmes kétdimenzios eloszlast: azt,

aminek a koordinatéi fiiggetlen, exponencidlis eloszldst valdsziniiségi valtozdk (vagyis ez nem a fenti
Marshall-Olkin-eloszlds). Alternativ altaldnositds viszont a kovetkezd feltétel:

(12) PX>t-1+s|X>s)=PX>t-1),
ahol s € [0,00)%,t>0és 1= (1,1). Ezt a tulajdonsdgot a fiiggetlen, exponencidlis eloszlast koordina-

tdkkal bird valészintiségi vektorvaltozén til a fenti Marshall-Olkin-eloszlas is teljesiti.

5E’Erdekesség7 hogy a Marshall-Olkin-eloszlas nem folytonos, azaz nincs egyiittes siliriiségfiiggvénye. Ennek az az oka,
hogy a két koordindta pozitiv eséllyel megegyezhet. Lasd A.W. Marshall, I. Olkin, A generalized bivariate exponential
distribution, J. Appl. Probab. 4 (1967) 291-302.


https://apps.dtic.mil/dtic/tr/fulltext/u2/634335.pdf
https://apps.dtic.mil/dtic/tr/fulltext/u2/634335.pdf
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12.2.4. Példa. Egy gépben két fontos alkatrész van. Jelolje X; és X, a két alkatrész (véletlen)
élettartamat. Tegytik fel, hogy az alkatrészek kora nem befolydsolja, hogy elromlanak-e ¢ id6 alatt,
vagyis ha az els6 alkatrész s; id6s, a masodik so id0s, akkor annak a valészintisége, hogy ¢ ideig nem
romlik el egyik alkatrész sem, ugyanaz, mintha mindkét alkatrész 1j lenne. Egyenlettel:

P((X1, X2) > (t+s1,t 4 s2) | (X1,X2) > (51,82)) = P((X1, X2) > (t,1))

tetszéleges s1,892,t € [0,00) esetén. Ez éppen az elézd (12) egyenlet, azaz (X, X2) Marshall-Olkin-
eloszlasi is lehet, valamilyen Aj, Ao, A3 paraméterekkel. (Szemléletesen, az Y3 azt a kozos hatdst rep-
rezentélja, ami mindkét alkatrészt egyszerre elronthatja.)

12.3. Tobbdimenziés normalis eloszlas

Bar szamos tobbdimenziés eloszlasrdl lehetne beszélni, a legnevezetesebbet nem hagyhatjuk ki, ez
a tobbvaltozos normélis eloszlés.

Hogyan tudnank altaldnositani a normaélis eloszlast kétdimenziés eloszlasként? Az egydimenziés nor-
malis eloszlas tipikusan egy fizikai mérés eredményének a tényleges érték koriili szérdédasat (hibajat)
irja le. A kétdimenzios altalanositds meghatarozasahoz tekintsiink egy kétdimenziés mérési eredményt,
példaul egy olyan jeladé X szélességi és Y hosszisagi koordinatait, aminek helyzetét nem ismerjitk
pontosan, de a jel alapjan bemérjiik. Idealizalt esetben milyen tulajdonsagot varnank ettol az eloszlas-
t617?

Egyrészt feltessziik, hogy az eloszlds folytonos, azaz 1étezik az fx y egylittes striiségfiiggvény. Az
egyszerliség kedvéért legyen a jeladd tényleges helye az origd. Természetes feltételezés, hogy az eloszlas
forgdsszimmetrikus, azaz fxy értéke csak (z,y) hosszatdl fiigg. Egyenlettel:

(13) fxy(,y) = h(a® +y?)
valamilyen h valés fliggvényre. Masrészt, nem irredlis feltétel az sem, hogy X és Y fiiggetienek, vagy-

is hogy az = és y koordindtaban mért hibdk nem befolydsoljak egymast. Az X és Y fliggetlensége
ekvivalensen:

(14) fxy(@y)=fx(@) fr(y)  (Va,y €R).
Megmutatjuk, hogy ezek a feltételek meghatarozzak az eloszlast.
12.3.1. Allitas. Ha (X,Y) folytonos valészindségi vektorvdltozd, ami forgdsszimmetrikus, és az X,Y
koordindtdk figgetlenek, akkor fx y(z,y) = ea(@®+y?)—c valamilyen a,c € R esetén, ahol a < 0.
Bizonyitds. Helyettesitsiink y = 0-t a (13) és (14) egyenletekbe:
h(xg + 02) = fX,Y((E70) = fX(:I:) : fY(O)a

tehét fx(z) = f%(o)h(ﬂ) (z € R). Kozben felhasznéltuk, hogy ha fy (0) = 0 lenne, akkor h azonosan
nulla, ami lehetetlen. Hasonléan, fy (y) = f%(o)h(yz) (y € R). Visszahelyettesitve,

1 1
——h(x?) - ——h(y?).
fy(0) =) fx (0 W)

)
Jeloljiik ezt at a kovetkezdképp: u = z2, v = y? és ¢ = In(fx(0)fy(0)). Ekkor a fenti egyenlet
logaritmusa:

h(a® +y%) = fx(z) - fy(y) =

Inh(u+v) =Inh(u) +Inh(v) —c
Legyen G(u) = In h(u) — c. Az utolsé egyenletbél c-t levonva mindkét oldalrdl G(u+v) = G(u) + G(v)
adodik. Ez ugyanaz a Cauchy-egyenlet, amir6l korabban mar beszéltiink. Integralhaté megoldasa ennek
csak a G(u) = a - u figgvény, valamilyen a € R esetén. Tehdt h(u) = e*~°, vagyis fx yv(z,v)
ea(@®+y*)—c valamilyen a,c € R esetén. Ha a > 0 lenne, akkor nem lehetne fx y integrélja 1.

oo

A paraméterek alkalmas megvélasztdsiaval adédik a standard normadlis eloszlds. Altaldnosan, n-
dimenziés esetben ez a kovetkezo.
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12.3.2. Definicié. Az X = (X;,...,X,,) valésziniiségi vektorviltozé n-dimenziés standard nor-
malis eloszlas, ha folytonos, és egytittes stlirliségfiiggvénye:
1 _1NTn 2
fx(@1,...,xp) = ——Fe€ 2La= ™ (x1,...,2, €R).
X @)

Hogyan kapjuk a nem feltétleniil standard, tébbdimenziés normaélis eloszlasokat?

12.3.3. Definicié. Az Y = (Y1,...,Y,,) valdszin(iségi vektorvaltozé tobbdimenziés normalis el-
oszlast, ha létezik A € R™*" | € R™ és X n-dimenziés standard normaélis eloszldst valdsziniiségi
vektorvaltozé, amire B

Y= A X+ 22
X-et oszlopvektorként kezelve. Az Y eloszldsa nemelfajuld, ha A vilaszhaté nemelfajulé matrixnak

(azaz det(A) # 0).

Ez a lefrasmod eltér az egydimenzios esetben alkalmazott paraméterezéstol, ahol egy (nem feltétleniil

standard) normélis eloszlast a varhaté értékével és a szérasnégyzetével adtunk meg. Vizsgaljuk meg a
tobbdimenziés normaélis eloszlas hasonlé paramétereit.

12.3.4. Definicié. Egy Y = (Y1,...,Y,,) valdsziniiségi vektorvaltoz6 varhaté érték vektora az
(EY3,...,EY,) R™-beli vektor. Jelolés EY.

A kovarianciamétrix szintén kifejezheté a varhaté érték vektor segitségével. Ha oszlopvektorokként
kezeljiik az Y és EY vektorokat, akkor

cov(Y) =E((Y —EY) - (Y - EY)") € R™*™,

ahol a szorzas az n x 1 és 1 x n alakd matrixok matrixszorzatat jeloli, illetve a kapott métrix varhaté
értékét koordinatanként értelmezziik.

12.3.5. Allitas. Legyen X = (X1, ..., X,,) standard normdlis eloszlisi valészindiségi vektorvdltozd, és
Y =A-X+pu. Ekkor BY = p és cov(Y) :é~éT.

Ezekkel a paraméterekkel felirhaté a tobbdimenziés normaélis eloszlas strlségfiiggvénye is.

12.3.6. Allitas. Legyen Y nemelfajuld n-dimenziés normdlis eloszldsi vektorvdltozs. Jelélje a vdrhatd

/N

érték vektordt p, a kovarianciamdtrivdt X. Ekkor Y striségfiiggvénye

1 —3@-pm) E  z—p)
Tlyeeoy3 Tp) = — e 2= 2= = L
fr(m ) (2m)2 det(é)%

)

ahol det(X) a X determindnsa, é_l pedig az inverz matriza.

A kitevében a szorzat egy hdrmas métrixszorzat (vektor, matrix és megint vektor tagokkal), ami
valds szamot eredményez. A matrix tag kétdimenzids esetben:

a b 1 1 c —b 9
z (b c) = P Tot (2) (—b a ) det (:) ac — b,

ahol a = D?(Y1), b = cov(Y1, Ys) és c = D?(Y5).

Az Allitas fontos kovetkezménye, hogy egy nemelfajulé normalis eloszlast meghataroz a p varhato
érték vektora és a X kovarianciamdtrixa. (Vegyiik észre, hogy adott X tobbféle A matrixbdl is elé-
allhat, ezért ez nem nyilvanvalé allitds.) Valdjaban az elfajuld esettel is ez a helyzet, de ekkor nincs
strlségfliggvényiink, de ezzel itt részletesebben nem foglalkozunk.

A fentiek miatt értelmes a kovetkezé jelolés:

Jelblés. Az n-dimenzi6s normalis eloszlast N (i, ;) jeloli, ahol Y = A- X +p, X n-dimenzi6s standard

normédlis, és X = A- éT. Speciélisan, a standard normalis eloszlas jelolése N (0, I), ahol 0 az n-dimenzids
nullvektor, és I az n-dimenzi6s egységmatrix.
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Vegyiik észre, hogy sem a standard, sem az dltalanos esetben nem beszéltiink még az Y; koordinatak
eloszlasardl, sét szoba sem keriilt az egydimenzids normalis eloszlas. Kérdés tehat, hogy mik a normalis
eloszlas margindlisai? A vélasz mérsékelten meglepé:

12.3.7. Allitas. Legyen Y ~ N(p, X), ahol p € R™ és ¥ € R"™™. Ekkor Y; ~ N (ju, Ei,i)-

A standard esetben ennél tobbet is tudunk: mivel a sfirliségfiiggvény szorzattd bomlik (hiszen

(273)% e 2 = I, \/%e_%”?), igy az X; koordinatak egyiittesen fiiggetlen, egydimenzios stan-
dard normadlis eloszlastiak. Vagyis a normaélis eloszldsnal teljesiil az a szép tulajdonsig, ami a po-
linomialisndl vagy a Marshall-Olkin-eloszldsnal nem: a természetes tobbdimenzids altalanositds az
egydimenziés eloszlasok egyiittesen fiiggetlen példanyai, vektorba rendezve.

A normalis eloszlas tobb egyéb tulajdonsdga okan is a ,tdl szép, hogy igaz legyen” dijas eloszlas

els6 szamu jeloltje; ezeket a tulajdonsigokat a kovetkezo allitasban foglaljuk Gssze:

12.3.8. Kovetkezmény. Legyen (Y1,Y2) ~ N(u,X) kétdimenzids normdlis eloszldsi valdszindiségi
vektorvdltozo. Ekkor -

(1) tetszdleges c1,co € R esetén, c1Y1 + coYa egydimenzids normdlis eloszldsi, vagy konstans,

(2) ha corr(Y1,Y2) =0, akkor Y1 és Ys figgetlenek,

(8) azE(Yy | Y1) regresszid megegyezik az Ya-nek az Yi-re vett linedris regresszidjdval, azaz

b b b
E(Yz | Y1) = gyl + (Mz - alh)v ahol p = (5;) , 4= (Z c) .

Az eloszlas vizualizaciéjarol még érdemes szét ejteni: hogyan is néz ki egy
normalis eloszlas stirliségfiiggvénye, példaul kétdimenzios esetben?

A standard esetben egy ,domb” az origd koriil (ahogy egydimenzids esetben
is), ami forgdsszimmetrikus, azaz a szintvonalai korok. Nem standard esetben
a szintvonalak ellipszisek lesznek. Tehat a nem standard normaélis eloszlds nem
feltétleniil forgasszimmetrikus, de tovabbra is tengelyesen szimmetrikus az ellip-
szis(ek) f6tengelyeire. Tekintsiik az egyik ilyen ellipszist.

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy p = 0, vagyis az ellipszis kozép-
pontja az origd. Az ellipszis f6tengelyei egymésra merSlegesek, igy 1étezik olyan
U € R?*2 ortogonalis transzforméacié, ami a fétengelyeket atviszi a koordind-
tatengelyekbe. Kiszdmolhatd, hogy ekkor U - Y ~ N(0, D), ahol D diagondlis
matrix. A kovetkezmény mésodik pontja szerint ekkor U-Y két koordinatéja fiig-
getlen. Osszefoglalva, megfelel koordindta-rendszert valasztva minden normaélis
eloszlas fiiggetlen, egydimenzids, normalis eloszlast valdszintliségi valtozdkbdl all.

A diagonalizaldssal kapott fliggetlen valdsziniiségi valtozdk szérasai impli-
cit moédon korabban is megjelentek a normélis eloszlas felirasdban: ha D =

nem-standard normalis, dontstt

1
diag(0?, 02), akkor a sfirtiségfiiggvényben megjelend det (E) ? éppen o1 - 09, azaz

a szérasok szorzata. A kovarianciamatrix determindnsa nem véltozik ortogona- ¥

lis transzformacié alkalmazasa esetén, igy mindegy, hogy az eredeti Y vagy a 8
transzformalt U - Y kovarianciamatrixardl beszéliink. Vizualisabban, ez méri az

ellipszis teriiletének az egységkor teriiletéhez viszonyitott aranyat. —X

nem-standard normélis, felilnézet

To6bbdimenziés eloszlasok esetén a (teljes) variancia mérésére a kovariancia-
matrix determinansa mellett a Tr (;) nyoma is hasznédlatos mennyiség. A dia-
gonalizalt valtoz6 szordsaival kifejezve Tr(X) = of + 03. Szemléletesen, ez az Y-nak a p-tél val6
eltérésének az atlagos hossznégyzetét méri.

A tobbdimenziés normélis eloszlas tovabbi mélységeiért lasd:

e J.K. Patel, C.B. Read, Handbook of the Normal Distribution, CRC Press, 1982.
e Y.L. Tong, The Multivariate Normal Distribution, Springer, 1990.
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