1 Algoritmusok

Mit értiink algoritmus alatt?

Az algoritmus fogalméra létezik pontos, formélis definicio, de ebben a targyban beérjiik a kovetkezd,
a gyakorlatban jol hasznalhaté meghatérozassal. Az algoritmus egy

— mechanikusan végrehajthaté utasitassorozat, ami

— adott formatumu bemenetbdl adott formatumu elvart kimenetet allit eld, és

— minden megfelel formatuma bemeneten véges sok 1épésben véget ér.

Nézziink néhany egyszerd példat olyan helyzetekre, amikor algoritmusra van sziikségiink.

1.1. példa (Legkisebb elem).

Adott véges hosszuisigi, pozitiv egész szamokat tartalmazé sorozatban melyik a legkisebb elem?
Egy maésik, hasonléan egyszerti feladat a kovetkezd.

1.2. példa (Van-e 7-es szam?).

Adott véges hosszusagu, pozitiv egész szamokat tartalmazo sorozatnak eleme-e a 7-es szam?

Amikor egy algoritmust megadunk, akkor harom dolgot kell megtenniink:
1. leirni az algoritmust (precizen szévegesen vagy pszeudokoddal),
2. megindokolni, hogy az algoritmus mindig véget ér és helyes kimenetet ad,

3. meghatarozni, hogy hany lépést végez az algoritmus.

A 1épésszam megbecslésekor a kdvetkezs szempontokra fogunk figyelni:
— a lépésszam fiigg a bemenet méretétdl,
— minden feladatnal elére megmondjuk, hogy milyen tipusta lépések lényegesek,

— legtobbszor elég egy ,,jo” felsé becslést adni.

Tombok

Egy n-mérett tomb alatt azt értjiik, hogy van n darab cella, 0-t6l (n — 1)-ig megszdmozva (meginde-

xelve), és minden cellaban egy érték szerepel. Az értékeket az indexiik alapjan egy lépésben ki tudjuk



olvasni. Az n-méretd T tombre a T[0 : n — 1] jel6lést hasznaljuk, az i-edik indexii cella értékére pedig

Ti] jeloléssel hivatkozunk.

1.3. példa (T6mb).

Tekintsiik az alabbi 5-méretid T'[0 : 4] tombot.
0 1 % 3 4
10 | 71 | 24 | =7

Ebben a T tombben a 2-es indexii elem T[2] = 24.

Pszeudokod

A pszeudokdd egy egyszerdi, ember szaméra konnyen olvashaté leirdsa egy algoritmusnak. Nem
kotddik konkrét programozasi nyelvhez, ugyanakkor koveti a programozasi logika alapvets szabalyait.

Az alabbiakban a pszeudokddok néhany alapvets elemét tekintjiik at.

Ertékadas. Amikor egy véltozonak értéket adunk, azt a = jellel jeloljiik. (Gyakori még a < jel

hasznélata is.)

1.4. példa.

A kovetkezd algoritmus egyszertien beéllitja az x valtozo értékét 5-re.

1. algoritmus: Ertékadas

® =5

Kiiras. Amikor valamit ki akarunk irni a felhasznélé szamara, a print parancsot hasznaljuk. Szoéveg

esetén a megjelenitendd tartalmat idézGjelek kozé tessziik.

1.5. példa.
A kovetkezd algoritmus elGszor = értékét 5-re allitja, majd kiirja x értékét (azaz az 5-6t),

majd pedig egy x betfit.

2. algoritmus: Kiiréas

T =95
print x
print "x"




Visszatérés. A return parancs befejezi az algoritmus végrehajtésat, és visszaadja az algoritmus

kimenetét.

1.6. példa.

A kovetkezd algoritmus a bemenetként kapott két szam atlagat szamolja ki.

3. algoritmus: Két szam atlaga

Input: a és b valés szamok
Output: a és b atlaga

return (a +b)/2

Ciklus. A ciklus ismétl6ds utasitéasok végrehajtasara szolgal.

Az egyik lehetdség (avagy for ciklus), hogy a ciklus valtozoja egy adott tartoméanyban, példaul

1-t61 5-ig vesz fel értékeket, és minden értékhez végrehajtja az tgynevezett ciklusmag utasitasait.

1.7. példa.

A kovetkezd algoritmus az 1, 2, 3, 4, 5 szamokat irja ki.

4. algoritmus: ,For” ciklus

ciklus: ¢ fut 1-t6l 5-ig
print ¢
ciklus vége

Egy masik lehetGség (avagy while ciklus), hogy addig hajtjuk végre a ciklusmag utasitasait,
amig egy adott feltétel igaz.

1.8. példa.

A kovetkezd algoritmus az 1, 2, 3, 4, 5 szamokat irja ki.

5. algoritmus: ,While” ciklus

z:i=1

ciklus: amig xr <5
print =
r=z+1

ciklus vége

Feltételes utasitas. A ha és kiilonben feltételes utasitasok lehetévé teszik, hogy egy adott feltétel



igazsagértékétsl fliggden kiilonbo6z6 utasitasokat hajtsunk végre.

1.9. példa.

A kovetkezd algoritmus a bemenetként kapott szam abszolutértékét szamolja ki.

6. algoritmus: Abszolutérték

Input: a valds szamok
Output: a abszolutértéke

ha a > 0:
return a
kiilonben:
return —a
Osszehasonlité miiveletek. Az == jel azt vizsgalja, hogy két érték egyenlé-e, a | = jel pedig azt

vizsgalja, hogy a két érték kiillonbozik-e egymastol. Mindketts mtvelet egy igaz vagy hamis

értéket ad vissza.

1.10. példa.

A kovetkezd algoritmus kiirja, hogy a bemenetként kapott szam héttel egyenl6-e vagy nem.

7. algoritmus: Héttel egyenlé-e a bemenet?

Input: a valds szam
Output: igen vagy nem aszerint, hogy a = 7 teljestil-e
haa==T7:

return "igen"

kiilonben:
return "nem"

Algoritmus arra, hogy van-e 7-es szam egy tombben

A kovetkezdkben az 1.2. példaban latott feladatra adunk két algoritmust.

Szoveges algoritmus annak eldontésére, hogy egy tomb elemei k6zott van-e 7-es.

Végigmegyiink a témbbon, és sorra minden celldban megnézziik, hogy 7-es van-e ott:
— ha latunk valahol 7-est, akkor megallunk és azt mondjuk, hogy van,

— ha végigériink a tombon anélkiil, hogy latndnk 7-est, akkor azt mondjuk a végén, hogy nincs.



Pszeudokdddal leirt algoritmus annak eldontésére, hogy egy tomb elemei kozott van-e

7-es.

8. algoritmus: Van-e 7-es a tombben?

Input: egy n > 1 darab szamot tartalmazé T tomb
Output: van vagy nincs

ciklus: i fut 0-t8l (n — 1)-ig
ha Ti| ==
return "van"
ciklus vége
return "nincs"

Helyesség. Az algoritmus jo kimenetet ad, mert minden cellat egyesével megnéziink, és akkor és
csak akkor adunk van kimenetet, ha taldlunk 7-es értéket. Az algoritmus biztosan véget ér, legkésébb

a tomb végén — de ez persze a lépésszam-elemzésbdl is ki fog deriilni.

Lépésszam. Tekintsiik 1épésnek az Osszehasonlitdsokat, valamint az eredmény visszaadasat. Leg-
feljebb n darab Osszehasonlitas torténik (ha korabban talalunk 7-est, akkor nem olvassuk végig a
tombot) és a végén tovabbi egy 1épés az eredmény kozlése. Azaz az algoritmus legfeljebb n + 1 1épést

végez.

Fontos, hogy a lépésszdm megbecslésekor nem a ,legkénnyebben kezelhet§” bemeneteken elvégzett
lépések szamét akarjuk meghatarozni, hanem épp ellenkezbleg: egy olyan felsé becslést keresiink, ami
minden n-méretd bemenetre igaz. A 8. algoritmus esetén példaul lehet, hogy az algoritmusunk egy
n-méretd bemeneten egyetlen 0sszehasonlitas utan mar kozli is az eredményt, azaz Osszesen 2 1épést
végez — ez torténik akkor, ha rogton az elsé elem 7-es. Viszont sok olyan bemenet van, amin ennél

tobb lépésre van sziiksége. Az n + 1 1épés egy jo felsé korlat barmely n-méretd bemenetre.

Ennek a fels§ becslésnek nem feltétleniil muszaj ,¢lesnek” lennie, azaz nem muszij léteznie olyan
bemenetnek, amin pontosan ennyi lépést tesz az algoritmus. A 8. algoritmusra adott 1épésszambecs-
lésiink éles, hiszen ha a tombben nincsen 7-es vagy csak az utolsé eleme 7-es, akkor az algoritmusunk
pontosan n+ 1 lépést fog tenni. De nyugodtan mondhattuk volna azt, hogy a 8. algoritmus legfeljebb

2n 1épést tesz, hiszen tetszéleges n > 1 egész szam esetén n + 1 < 2n.

Erdekes kérdés lehet az alsé becslés is, azaz ebben a feladatban az, hogy létezik-e olyan algoritmus,
ami minden n > 2 méretd tombon mindig kevesebb, mint n + 1 1épést tesz. A valasz az, hogy nem,
és ezt nem is lenne nehéz belatni. Viszont ilyen jellegii kérdésekkel ennek a targynak a keretén beliil

nem foglalkozunk részletesebben.



Algoritmus egy tomb legkisebb elemének megkeresésére

A kovetkezdkben az 1.1. példéaban latott feladatra adunk algoritmust.

9. algoritmus: Legkisebb elem keresése

Input: egy n > 1 darab kiilonbo6z6 szamot tartalmazé T' tomb
Output: T legkisebb eleme

min = T'[0]
ciklus: i fut 1-t6l (n — 1)-ig
ha T[i] < min:
min = T[]
ciklus vége
return min

Helyesség. Az algoritmus jo kimenetet ad, mert minden cellat megnéziink, és amikor elériink a
legkisebb elemhez, akkor az bekeriil a min véaltozoba, kés6bb pedig mar nem irjuk at ezt a valtozot.

Az algoritmus biztosan véget ér, amit rogton latni fogunk a lépésszam-elemzésbdl.

Lépésszam. Tekintsiik 1épésnek az Gsszehasonlitasokat, az értékadasokat, valamint az eredmény
visszaadéasat. Az elején egy értékadas torténik, majd n — 1 darab Osszehasonlitas és legfeljebb ennyi
értékadas, majd a végén tovabbi egy lépés az eredmény kozlése. Azaz az algoritmus legfeljebb 2n

lépést tesz Osszesen. Ebbdl kovetkezik az is, hogy az algoritmus biztosan véget ér.

1.11. feladat.

Modositsuk a 9. algoritmust tgy, hogy a legkisebb elem értékén kiviil annak az indexét is kiirja.

Megoldads.

10. algoritmus: Legkisebb elem és indexének keresése

Input: egy n > 1 darab kiilonb6z6 szamot tartalmazé T' tomb
Output: 7T legkisebb eleme és annak indexe

min = T'[0]
min_hely =0
ciklus: i fut 1-t6l (n — 1)-ig
ha T'[i] < min:
min = T[]
min_hely =1
ciklus vége
return (min,min_hely)




Helyesség. Az algoritmus j6 kimenetet ad, mert minden cellat megnéziink, és amikor elériink
a legkisebb elemhez, akkor az bekeriil a min valtozoba, az indexe pedig a min_hely valtozoba,
kés6bb pedig mar nem irjuk 4t ezeket a valtozokat. Az algoritmus biztosan véget ér, amit régtén
latni fogunk a lépéssziam-elemzésbal.

Lépésszam. Tekintsiik lépésnek az Osszehasonlitasokat, az értékadésokat, valamint az ered-
mény visszaadasat. Az elején két darab értékadés torténik, majd n — 1 darab Osszehasonlités és
legfeljebb kétszer ennyi értékadas, majd a végén tovabbi egy 1épés az eredmény kozlése. Azaz
az algoritmus legfeljebb 3n 1épést tesz Osszesen. Ebbdl kovetkezik az is, hogy az algoritmus

biztosan véget ér.

Kérdés. Konnyebb lenne-e az 1.1. és az 1.2. példakban leirt feladat, ha egy novekv&en rendezett

tombot kapnank bemenetként?

Kivalasztasos rendezés

A kovetkezSkben a legkisebb elemet és indexét kivalasztd 10. algoritmust felhasznalva adunk egy

algoritmust egy tomb elemeinek névekvs sorrendbe valo atrendezésére.

A kivalasztasos rendezés szovegesen leirva.

A bemenet egy n > 1 darab kiilonbo6z6 szamot tartalmazo T tomb, a kimeneti tomb pedig a bemeneti

tomb elemeit tartalmazza névekvé sorrendben rendezve.

Ha a T toémb 1-elemt, akkor a kimenet legyen maga a T" tomb. Tegyiik fel, hogy n > 2.

1. fazis. A 10. algoritmussal keressiik meg a T'[0 : n— 1] témb legkisebb elemét (és ennek az indexét),
majd a megtalalt legkisebb elemet cseréljiik fel a T'[0] elemmel.

2. fazis. A 10. algoritmussal keressiik meg a kapott T'[1 : n — 1] résztomb legkisebb elemét (és ennek
az indexét), majd a megtalalt legkisebb elemet cseréljiik fel a T'[1] elemmel.

3. fazis. A 10. algoritmussal keressiik meg a kapott T'[2 : n — 1] résztomb legkisebb elemét (és ennek

az indexét), majd a megtalalt legkisebb elemet cseréljiik fel a T'[2] elemmel.

(n — 1)-edik fazis. A 10. algoritmussal keressiik meg a kapott T'[n — 2 : n — 1] résztomb legkisebb

elemét (és ennek az indexét), majd a megtalalt legkisebb elemet cseréljiik fel a T'[n — 2| elemmel.



1.12. példa.
Nézziink egy példat a kivalasztasos rendezésre.
Bemenet. A bemenet az alabbi T'[0 : 3] tomb.

T: |5|8|0]4

1. fazis. A T[0 : 3] tomb legkisebb eleme T[2] = 0, ezért azt megcseréljik a 7[0] elemmel.
Ezzel az alabbi tombot kapjuk.

T: |0|8|5]4

2. fazis. A kapott T'[1 : 3] tomb legkisebb eleme T'[3] = 4, ezért azt megcseréljiik a T'[1]

elemmel. Ezzel az alabbi tombdot kapjuk.

T: |0]|4]5]8

3. fazis. A kapott T[2 : 3] tomb legkisebb eleme T'[2] = 5, ezért azt megceseréljik a T'[2]

elemmel. Ezzel az alabbi tombot kapjuk.

T: |0]|4]5]8

Megjegyzés. Bar a tomb mar az utolso6 el6tti 1épésben novekvGen rendezetté valt, ezt az algorit-
mus még nem tudja, és elvégzi az utolso fazist is. (Természetesen lehet mutatni olyan bemenetet
is, ahol az utolso elstti fazisban még nem lenne rendezett a tomb.) Az utolso fazisban ezen a

bemeneten nem tortént valodi csere, az algoritmusunk itt mégis tesz egy ,csere” lépést.

Helyesség. Ez az eljaréas helyes, mert az 1. fazis utan az input tomb legkisebb eleme legelére kertil
és innen mar nem mozditjuk el késébb. A 2. fazis utdn a maradék elemek koziil a legkisebb, vagyis a
tomb masodik legkisebb eleme a helyére keriil és innen mar nem mozditjuk el késébb, stb. Az utols6
fazisban az (n — 1)-edik legkisebb elem a helyére keriil, és vegyiik észre, hogy ezzel egyidejtileg méar

a legnagyobb elem is a helyén lesz.

Mivel a 10. algoritmusrol mér belattuk, hogy mindig véget ér, ezért az eljaras minden fazisa véget ér,
igy a teljes eljaras is véget ér az (n — 1)-edik fazis utéan.

A kivalasztasos rendezés pszeudokoddal leirva.

Irjuk le el8szor fazisonként a fenti algoritmust.



Bemenet. Egy n > 2 elemd T' tomb.
1. fazis.
min := T'[0]
min_hely =0
ciklus: ¢ fut 1-t8l (n — 1)-ig
ha T'i] < min:
min = T'[i]
min_hely =1
ciklus vége
csere(T[0], T'[min_hely])

2. fazis.
min = T'[1]
min_hely =1
ciklus: i fut 2-t61 (n — 1)-ig
ha T'i] < min:
min = T[]
min_hely =1
ciklus vége
csere(T[1], T'[min_hely])

3. fazis.
min = T'[2]
min_hely = 2
ciklus: ¢ fut 3-t8l (n — 1)-ig
ha T[i] < min:
min = T[]
min_hely =1
ciklus vége
csere(T'[2], Tmin_hely])

(n — 1). fazis.
min = T[n — 2]
min_hely :=n — 2
ciklus: 7 fut (n — 1)-t6l (n — 1)-ig
ha T'i] < min:
min = T[]
min_hely =1
ciklus vége
csere(T'[n — 2], Tmin_hely])



Ez persze igy még nem egy jol megirt pszeudokdd, hiszen a lefrasanak a hossza attol fligg, hogy

mekkora n értéke. De egy ciklusba belefoglalhatjuk azt, hogy éppen hanyadik fazisban jarunk.

11. algoritmus: Kivéilasztasos rendezés

Input: egy n > 1 darab kiilonbo6z6 szamot tartalmazé T tomb
Output: névekvGen rendezett T' témb

ciklus: j fut 0-tél (n — 2)-ig
min = T[j]
min_hely = j
ciklus: ¢ fut (j + 1)-t8l (n — 1)-ig
ha T'[i] < min:
min = T'[{]
min_hely =1
ciklus vége
csere(T'[j], T'[min_hely])
ciklus vége
return 7'

Vagyis két egymasba agyazott ciklust kaptunk: a kiilsé ciklus irja le azt, hogy melyik fazisban tartunk,
pontosabban, hogy hényadik cellatol nézve keressiik a legkisebb elemet, a belsé ciklus pedig ezt a

résztombot olvassa végig, hogy megtalédlja ezt az elemet, majd pedig azt a résztomb elejére mozgatja.

Lépésszam. Tekintsiik 1épésnek az Osszehasonlitédsokat, az értékadasokat, a cseréket, valamint az

eredmény visszaadasat.

Az 1. fazisban (a 10. algoritmus lépésszamelemzésében latottak szerint) Gsszesen n — 1 darab Gssze-

hasonlités és legfeljebb 2 4 2(n — 1) = 2n darab értékadas torténik, valamint még egy darab csere.

A 2. fazisban 6sszesen n — 2 darab Osszehasonlitas és legfeljebb 2+ 2(n —2) = 2n — 2 darab értékadas

torténik, valamint még egy darab csere.

A 3. fazisban 6sszesen n — 3 darab Gsszehasonlitas és legfeljebb 2+ 2(n — 3) = 2n — 4 darab értékadas

torténik, valamint még egy darab csere.
Az (n — 1)-edik fazisban Gsszesen egy darab Osszehasonlitas és legfeljebb 2 + 2 = 4 darab értékadas

torténik, valamint még egy darab csere.

A végén pedig még van egy darab eredmény-visszaadas.
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Ez Osszesen

(n—1)+(n—2)+(n—3)+...+1:w

darab Osszehasonlitas, legfeljebb
(2n+4)(n—1)
2
darab értékadés, n — 1 darab csere, és egy darab eredmény-visszaadas. Tehat az algoritmus legfeljebb
nn—1) @2n+4)(n—-1)
2 * 2

2n+(2n—-2)+2n—4)+...+4=

+(n—1)+1=15n*+15n—2

lépést tesz.

A csere megvalésitasa.

Amikor a T tombnek valamely i-edik és j-edik cellajat fel akarjuk cserélni, azt a kévetkezSképpen

tudjuk a legegyszertibben megtenni.

12. algoritmus: A csere

temp = T[i]
T[} = T]j]
T[j] :== temp

Vagyis az i-edik cella tartalmat eltaroltuk egy temp (temporary, azaz ideiglenes) valtozoban, az i-edik
cella értékeét feliilirtuk a j-edik cella értékével, végiil a j-edik celldba beirtuk a temp valtozoban eltarolt

értéket (ami az i-edik cellaban eredetileg tarolt érték volt).
Erdemes meggondolni, hogy ez az eljaras akkor is helyesen miikodik, ha i = j teljesil.

Tehét a csere miiveletet Gsszesen harom darab értékadassal valositottuk meg.
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