
1 | Algoritmusok

Mit értünk algoritmus alatt?

Az algoritmus fogalmára létezik pontos, formális definíció, de ebben a tárgyban beérjük a következ!,

a gyakorlatban jól használható meghatározással. Az algoritmus egy

– mechanikusan végrehajtható utasítássorozat, ami

– adott formátumú bemenetb!l adott formátumú elvárt kimenetet állít el!, és

– minden megfelel! formátumú bemeneten véges sok lépésben véget ér.

Nézzünk néhány egyszer" példát olyan helyzetekre, amikor algoritmusra van szükségünk.

1.1. példa (Legkisebb elem).
Adott véges hosszúságú, pozitív egész számokat tartalmazó sorozatban melyik a legkisebb elem?

Egy másik, hasonlóan egyszer" feladat a következ!.

1.2. példa (Van-e 7-es szám?).
Adott véges hosszúságú, pozitív egész számokat tartalmazó sorozatnak eleme-e a 7-es szám?

Amikor egy algoritmust megadunk, akkor három dolgot kell megtennünk:

1. leírni az algoritmust (precízen szövegesen vagy pszeudokóddal),

2. megindokolni, hogy az algoritmus mindig véget ér és helyes kimenetet ad,

3. meghatározni, hogy hány lépést végez az algoritmus.

A lépésszám megbecslésekor a következ! szempontokra fogunk figyelni:

– a lépésszám függ a bemenet méretét!l,

– minden feladatnál el!re megmondjuk, hogy milyen típusú lépések lényegesek,

– legtöbbször elég egy „ jó” fels! becslést adni.

Tömbök

Egy n-méret" tömb alatt azt értjük, hogy van n darab cella, 0-tól (n→ 1)-ig megszámozva (meginde-

xelve), és minden cellában egy érték szerepel. Az értékeket az indexük alapján egy lépésben ki tudjuk
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olvasni. Az n-méret" T tömbre a T [0 : n→1] jelölést használjuk, az i-edik index" cella értékére pedig

T [i] jelöléssel hivatkozunk.

1.3. példa (Tömb).
Tekintsük az alábbi 5-méret" T [0 : 4] tömböt.

0 1 2 3 4

10 71 24 →7 9

Ebben a T tömbben a 2-es index" elem T [2] = 24.

Pszeudokód

A pszeudokód egy egyszer", ember számára könnyen olvasható leírása egy algoritmusnak. Nem

köt!dik konkrét programozási nyelvhez, ugyanakkor követi a programozási logika alapvet! szabályait.

Az alábbiakban a pszeudokódok néhány alapvet! elemét tekintjük át.

Értékadás. Amikor egy változónak értéket adunk, azt a := jellel jelöljük. (Gyakori még a ↑ jel

használata is.)

1.4. példa.
A következ! algoritmus egyszer"en beállítja az x változó értékét 5-re.

1. algoritmus: Értékadás

x := 5

Kiírás. Amikor valamit ki akarunk írni a felhasználó számára, a print parancsot használjuk. Szöveg

esetén a megjelenítend! tartalmat idéz!jelek közé tesszük.

1.5. példa.
A következ! algoritmus el!ször x értékét 5-re állítja, majd kiírja x értékét (azaz az 5-öt),

majd pedig egy x bet"t.

2. algoritmus: Kiírás

x := 5
print x

print "x"
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Visszatérés. A return parancs befejezi az algoritmus végrehajtását, és visszaadja az algoritmus

kimenetét.

1.6. példa.
A következ! algoritmus a bemenetként kapott két szám átlagát számolja ki.

3. algoritmus: Két szám átlaga

Input: a és b valós számok

Output: a és b átlaga

return (a+ b)/2

Ciklus. A ciklus ismétl!d! utasítások végrehajtására szolgál.

Az egyik lehet!ség (avagy for ciklus), hogy a ciklus változója egy adott tartományban, például

1-t!l 5-ig vesz fel értékeket, és minden értékhez végrehajtja az úgynevezett ciklusmag utasításait.

1.7. példa.
A következ! algoritmus az 1, 2, 3, 4, 5 számokat írja ki.

4. algoritmus: „For” ciklus

ciklus: i fut 1-t!l 5-ig
print i

ciklus vége

Egy másik lehet!ség (avagy while ciklus), hogy addig hajtjuk végre a ciklusmag utasításait,

amíg egy adott feltétel igaz.

1.8. példa.
A következ! algoritmus az 1, 2, 3, 4, 5 számokat írja ki.

5. algoritmus: „While” ciklus

x := 1
ciklus: amíg x ↓ 5

print x

x := x+ 1
ciklus vége

Feltételes utasítás. A ha és különben feltételes utasítások lehet!vé teszik, hogy egy adott feltétel
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igazságértékét!l függ!en különböz! utasításokat hajtsunk végre.

1.9. példa.
A következ! algoritmus a bemenetként kapott szám abszolútértékét számolja ki.

6. algoritmus: Abszolútérték

Input: a valós számok

Output: a abszolútértéke

ha a ↔ 0:
return a

különben:
return →a

Összehasonlító m"veletek. Az == jel azt vizsgálja, hogy két érték egyenl!-e, a ! = jel pedig azt

vizsgálja, hogy a két érték különbözik-e egymástól. Mindkett! m"velet egy igaz vagy hamis

értéket ad vissza.

1.10. példa.
A következ! algoritmus kiírja, hogy a bemenetként kapott szám héttel egyenl!-e vagy nem.

7. algoritmus: Héttel egyenl!-e a bemenet?

Input: a valós szám

Output: igen vagy nem aszerint, hogy a = 7 teljesül-e

ha a == 7:
return "igen"

különben:
return "nem"

Algoritmus arra, hogy van-e 7-es szám egy tömbben

A következ!kben az 1.2. példában látott feladatra adunk két algoritmust.

Szöveges algoritmus annak eldöntésére, hogy egy tömb elemei között van-e 7-es.

Végigmegyünk a tömbbön, és sorra minden cellában megnézzük, hogy 7-es van-e ott:

– ha látunk valahol 7-est, akkor megállunk és azt mondjuk, hogy van,

– ha végigérünk a tömbön anélkül, hogy látnánk 7-est, akkor azt mondjuk a végén, hogy nincs.
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Pszeudokóddal leírt algoritmus annak eldöntésére, hogy egy tömb elemei között van-e
7-es.

8. algoritmus: Van-e 7-es a tömbben?

Input: egy n ↔ 1 darab számot tartalmazó T tömb

Output: van vagy nincs

ciklus: i fut 0-t!l (n→ 1)-ig
ha T [i] == 7:

return "van"
ciklus vége
return "nincs"

Helyesség. Az algoritmus jó kimenetet ad, mert minden cellát egyesével megnézünk, és akkor és

csak akkor adunk van kimenetet, ha találunk 7-es értéket. Az algoritmus biztosan véget ér, legkés!bb

a tömb végén – de ez persze a lépésszám-elemzésb!l is ki fog derülni.

Lépésszám. Tekintsük lépésnek az összehasonlításokat, valamint az eredmény visszaadását. Leg-

feljebb n darab összehasonlítás történik (ha korábban találunk 7-est, akkor nem olvassuk végig a

tömböt) és a végén további egy lépés az eredmény közlése. Azaz az algoritmus legfeljebb n+1 lépést

végez.

Fontos, hogy a lépésszám megbecslésekor nem a „legkönnyebben kezelhet!” bemeneteken elvégzett

lépések számát akarjuk meghatározni, hanem épp ellenkez!leg: egy olyan fels! becslést keresünk, ami

minden n-méret" bemenetre igaz. A 8. algoritmus esetén például lehet, hogy az algoritmusunk egy

n-méret" bemeneten egyetlen összehasonlítás után már közli is az eredményt, azaz összesen 2 lépést

végez – ez történik akkor, ha rögtön az els! elem 7-es. Viszont sok olyan bemenet van, amin ennél

több lépésre van szüksége. Az n+ 1 lépés egy jó fels! korlát bármely n-méret" bemenetre.

Ennek a fels! becslésnek nem feltétlenül muszáj „élesnek” lennie, azaz nem muszáj léteznie olyan

bemenetnek, amin pontosan ennyi lépést tesz az algoritmus. A 8. algoritmusra adott lépésszámbecs-

lésünk éles, hiszen ha a tömbben nincsen 7-es vagy csak az utolsó eleme 7-es, akkor az algoritmusunk

pontosan n+1 lépést fog tenni. De nyugodtan mondhattuk volna azt, hogy a 8. algoritmus legfeljebb

2n lépést tesz, hiszen tetsz!leges n ↔ 1 egész szám esetén n+ 1 ↓ 2n.

Érdekes kérdés lehet az alsó becslés is, azaz ebben a feladatban az, hogy létezik-e olyan algoritmus,

ami minden n ↔ 2 méret" tömbön mindig kevesebb, mint n + 1 lépést tesz. A válasz az, hogy nem,

és ezt nem is lenne nehéz belátni. Viszont ilyen jelleg" kérdésekkel ennek a tárgynak a keretén belül

nem foglalkozunk részletesebben.
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Algoritmus egy tömb legkisebb elemének megkeresésére

A következ!kben az 1.1. példában látott feladatra adunk algoritmust.

9. algoritmus: Legkisebb elem keresése

Input: egy n ↔ 1 darab különböz! számot tartalmazó T tömb

Output: T legkisebb eleme

min := T [0]
ciklus: i fut 1-t!l (n→ 1)-ig

ha T [i] < min:
min := T [i]

ciklus vége
return min

Helyesség. Az algoritmus jó kimenetet ad, mert minden cellát megnézünk, és amikor elérünk a

legkisebb elemhez, akkor az bekerül a min változóba, kés!bb pedig már nem írjuk át ezt a változót.

Az algoritmus biztosan véget ér, amit rögtön látni fogunk a lépésszám-elemzésb!l.

Lépésszám. Tekintsük lépésnek az összehasonlításokat, az értékadásokat, valamint az eredmény

visszaadását. Az elején egy értékadás történik, majd n→ 1 darab összehasonlítás és legfeljebb ennyi

értékadás, majd a végén további egy lépés az eredmény közlése. Azaz az algoritmus legfeljebb 2n

lépést tesz összesen. Ebb!l következik az is, hogy az algoritmus biztosan véget ér.

1.11. feladat.
Módosítsuk a 9. algoritmust úgy, hogy a legkisebb elem értékén kívül annak az indexét is kiírja.

Megoldás.
10. algoritmus: Legkisebb elem és indexének keresése

Input: egy n ↔ 1 darab különböz! számot tartalmazó T tömb

Output: T legkisebb eleme és annak indexe

min := T [0]
min_hely := 0
ciklus: i fut 1-t!l (n→ 1)-ig

ha T [i] < min:
min := T [i]
min_hely := i

ciklus vége
return (min, min_hely)
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Helyesség. Az algoritmus jó kimenetet ad, mert minden cellát megnézünk, és amikor elérünk

a legkisebb elemhez, akkor az bekerül a min változóba, az indexe pedig a min_hely változóba,

kés!bb pedig már nem írjuk át ezeket a változókat. Az algoritmus biztosan véget ér, amit rögtön

látni fogunk a lépésszám-elemzésb!l.

Lépésszám. Tekintsük lépésnek az összehasonlításokat, az értékadásokat, valamint az ered-

mény visszaadását. Az elején két darab értékadás történik, majd n→ 1 darab összehasonlítás és

legfeljebb kétszer ennyi értékadás, majd a végén további egy lépés az eredmény közlése. Azaz

az algoritmus legfeljebb 3n lépést tesz összesen. Ebb!l következik az is, hogy az algoritmus

biztosan véget ér.

Kérdés. Könnyebb lenne-e az 1.1. és az 1.2. példákban leírt feladat, ha egy növekv!en rendezett

tömböt kapnánk bemenetként?

Kiválasztásos rendezés

A következ!kben a legkisebb elemet és indexét kiválasztó 10. algoritmust felhasználva adunk egy

algoritmust egy tömb elemeinek növekv! sorrendbe való átrendezésére.

A kiválasztásos rendezés szövegesen leírva.

A bemenet egy n ↔ 1 darab különböz! számot tartalmazó T tömb, a kimeneti tömb pedig a bemeneti

tömb elemeit tartalmazza növekv! sorrendben rendezve.

Ha a T tömb 1-elem", akkor a kimenet legyen maga a T tömb. Tegyük fel, hogy n ↔ 2.

1. fázis. A 10. algoritmussal keressük meg a T [0 : n→1] tömb legkisebb elemét (és ennek az indexét),

majd a megtalált legkisebb elemet cseréljük fel a T [0] elemmel.

2. fázis. A 10. algoritmussal keressük meg a kapott T [1 : n→ 1] résztömb legkisebb elemét (és ennek

az indexét), majd a megtalált legkisebb elemet cseréljük fel a T [1] elemmel.

3. fázis. A 10. algoritmussal keressük meg a kapott T [2 : n→ 1] résztömb legkisebb elemét (és ennek

az indexét), majd a megtalált legkisebb elemet cseréljük fel a T [2] elemmel.

...

(n → 1)-edik fázis. A 10. algoritmussal keressük meg a kapott T [n→ 2 : n→ 1] résztömb legkisebb

elemét (és ennek az indexét), majd a megtalált legkisebb elemet cseréljük fel a T [n→2] elemmel.
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1.12. példa.
Nézzünk egy példát a kiválasztásos rendezésre.

Bemenet. A bemenet az alábbi T [0 : 3] tömb.

T : 5 8 0 4

1. fázis. A T [0 : 3] tömb legkisebb eleme T [2] = 0, ezért azt megcseréljük a T [0] elemmel.

Ezzel az alábbi tömböt kapjuk.

T : 0 8 5 4

2. fázis. A kapott T [1 : 3] tömb legkisebb eleme T [3] = 4, ezért azt megcseréljük a T [1]

elemmel. Ezzel az alábbi tömböt kapjuk.

T : 0 4 5 8

3. fázis. A kapott T [2 : 3] tömb legkisebb eleme T [2] = 5, ezért azt megcseréljük a T [2]

elemmel. Ezzel az alábbi tömböt kapjuk.

T : 0 4 5 8

Megjegyzés. Bár a tömb már az utolsó el!tti lépésben növekv!en rendezetté vált, ezt az algorit-

mus még nem tudja, és elvégzi az utolsó fázist is. (Természetesen lehet mutatni olyan bemenetet

is, ahol az utolsó el!tti fázisban még nem lenne rendezett a tömb.) Az utolsó fázisban ezen a

bemeneten nem történt valódi csere, az algoritmusunk itt mégis tesz egy „csere” lépést.

Helyesség. Ez az eljárás helyes, mert az 1. fázis után az input tömb legkisebb eleme legel!re kerül

és innen már nem mozdítjuk el kés!bb. A 2. fázis után a maradék elemek közül a legkisebb, vagyis a

tömb második legkisebb eleme a helyére kerül és innen már nem mozdítjuk el kés!bb, stb. Az utolsó

fázisban az (n → 1)-edik legkisebb elem a helyére kerül, és vegyük észre, hogy ezzel egyidej"leg már

a legnagyobb elem is a helyén lesz.

Mivel a 10. algoritmusról már beláttuk, hogy mindig véget ér, ezért az eljárás minden fázisa véget ér,

így a teljes eljárás is véget ér az (n→ 1)-edik fázis után.

A kiválasztásos rendezés pszeudokóddal leírva.

Írjuk le el!ször fázisonként a fenti algoritmust.
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Bemenet. Egy n ↔ 2 elem" T tömb.

1. fázis.
min := T [0]
min_hely := 0
ciklus: i fut 1-t!l (n→ 1)-ig

ha T [i] < min:
min := T [i]
min_hely := i

ciklus vége
csere

(
T [0], T [min_hely]

)

2. fázis.
min := T [1]
min_hely := 1
ciklus: i fut 2-t!l (n→ 1)-ig

ha T [i] < min:
min := T [i]
min_hely := i

ciklus vége
csere

(
T [1], T [min_hely]

)

3. fázis.
min := T [2]
min_hely := 2
ciklus: i fut 3-t!l (n→ 1)-ig

ha T [i] < min:
min := T [i]
min_hely := i

ciklus vége
csere

(
T [2], T [min_hely]

)

...

(n → 1). fázis.
min := T [n→ 2]
min_hely := n→ 2
ciklus: i fut (n→ 1)-t!l (n→ 1)-ig

ha T [i] < min:
min := T [i]
min_hely := i

ciklus vége
csere

(
T [n→ 2], T [min_hely]

)
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Ez persze így még nem egy jól megírt pszeudokód, hiszen a leírásának a hossza attól függ, hogy

mekkora n értéke. De egy ciklusba belefoglalhatjuk azt, hogy éppen hányadik fázisban járunk.

11. algoritmus: Kiválasztásos rendezés

Input: egy n ↔ 1 darab különböz! számot tartalmazó T tömb

Output: növekv!en rendezett T tömb

ciklus: j fut 0-tól (n→ 2)-ig
min := T [j]
min_hely := j

ciklus: i fut (j + 1)-t!l (n→ 1)-ig
ha T [i] < min:

min := T [i]
min_hely := i

ciklus vége
csere

(
T [j], T [min_hely]

)

ciklus vége
return T

Vagyis két egymásba ágyazott ciklust kaptunk: a küls! ciklus írja le azt, hogy melyik fázisban tartunk,

pontosabban, hogy hányadik cellától nézve keressük a legkisebb elemet, a bels! ciklus pedig ezt a

résztömböt olvassa végig, hogy megtalálja ezt az elemet, majd pedig azt a résztömb elejére mozgatja.

Lépésszám. Tekintsük lépésnek az összehasonlításokat, az értékadásokat, a cseréket, valamint az

eredmény visszaadását.

Az 1. fázisban (a 10. algoritmus lépésszámelemzésében látottak szerint) összesen n → 1 darab össze-

hasonlítás és legfeljebb 2 + 2(n→ 1) = 2n darab értékadás történik, valamint még egy darab csere.

A 2. fázisban összesen n→ 2 darab összehasonlítás és legfeljebb 2+2(n→ 2) = 2n→ 2 darab értékadás

történik, valamint még egy darab csere.

A 3. fázisban összesen n→ 3 darab összehasonlítás és legfeljebb 2+2(n→ 3) = 2n→ 4 darab értékadás

történik, valamint még egy darab csere.

...

Az (n → 1)-edik fázisban összesen egy darab összehasonlítás és legfeljebb 2 + 2 = 4 darab értékadás

történik, valamint még egy darab csere.

A végén pedig még van egy darab eredmény-visszaadás.
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Ez összesen

(n→ 1) + (n→ 2) + (n→ 3) + . . .+ 1 =
n(n→ 1)

2

darab összehasonlítás, legfeljebb

2n+ (2n→ 2) + (2n→ 4) + . . .+ 4 =
(2n+ 4)(n→ 1)

2

darab értékadás, n→1 darab csere, és egy darab eredmény-visszaadás. Tehát az algoritmus legfeljebb

n(n→ 1)

2
+

(2n+ 4)(n→ 1)

2
+ (n→ 1) + 1 = 1,5n2 + 1,5n→ 2

lépést tesz.

A csere megvalósítása.

Amikor a T tömbnek valamely i-edik és j-edik celláját fel akarjuk cserélni, azt a következ!képpen

tudjuk a legegyszer"bben megtenni.

12. algoritmus: A csere

temp := T [i]
T [i] := T [j]
T [j] := temp

Vagyis az i-edik cella tartalmát eltároltuk egy temp (temporary, azaz ideiglenes) változóban, az i-edik

cella értékét felülírtuk a j-edik cella értékével, végül a j-edik cellába beírtuk a temp változóban eltárolt

értéket (ami az i-edik cellában eredetileg tárolt érték volt).

Érdemes meggondolni, hogy ez az eljárás akkor is helyesen m"ködik, ha i = j teljesül.

Tehát a csere m"veletet összesen három darab értékadással valósítottuk meg.
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