ALGORITMUSOK ES GRAFOK zarthelyi 2025. november 13.

1. Az alabbi algoritmusban lépésnek az értékadasokat, az Osszeadasokat, a szorzasokat és az eredmény
visszaadasat tekintjik.

Input: egy n > 2 darab szamot tartalmazo T' témb

ciklus: ¢ fut 1-t6l 2025-ig

ciklus: j fut i-t6l (n — 1)-ig
T[j] =i+ T[]

ciklus vége

ciklus vége

osszeg =0

ciklus: k£ fut 0-tol (n — 1)-ig
osszeg = osszeg + T'[k]

ciklus vége

return osszeg

(a) Mutassuk meg, hogy az algoritmus lépésszama O(n).

Az els6, kiilss ciklus magja 2025-szor, azaz O(1)-szer fut le.

A belst ciklus magja legfeljebb n-szer (avagy O(n)-szer) fut le.

A belsé ciklus magjan beliil 2, azaz O(1) miiveletet végziink: egy szorzést és egy értékadast.
Ezutan van egy értékadas, ami O(1) 1épés.

A harmadik ciklus magja is n-szer (avagy O(n)-szer) fut le.

Ennek a ciklusnak a magjan beliil 2, azaz O(1) miveletet végziink: egy Osszeadést és egy
értékadast.

Veégiil visszaadjuk az eredményt, ami O(1) lépés. (5 pont)
Ez Gsszesen

O(1) - O(n) - O(1) + O(1) + O(n) - O(1) + O(1)

lépés,
azaz az el6adason tanultak szerint O(n) + O(1) + O(n) + O(1) = O(n) lépés. (8 pont)

. J

(b) Mutassuk meg, hogy az algoritmus lépésszdma O(n?).

Az el6adéson tanultak szerint minden O(n)-es lépésszamu algoritmus egyben O(n?)-6s is.
(2 pont)
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2. Adott egy n darab szamot tartalmazo T' toémb, és egy m darab szamot tartalmazé S toémb. Adjunk
O(n + m) lépésszami algoritmust annak eldontésére, hogy igaz-e, hogy a T témb minden eleme
nagyobb-e, mint az S tomb minden eleme, vagy a 7' tomb minden eleme kisebb-e, mint az S tomb
minden eleme.

(a) Algoritmus leirasa (pszeudokoddal vagy szoveggel):

Az elgadéson tanult algoritmussal (és annak értelemszert, a gyakorlaton latott modositasa-
val) keressiik meg a 7', illetve az S tombben is a legkisebb és a legnagyobb elemet: legyenek
ezek tmin, tmaxs Smin, Smax-

Ha tiin > Smax VAZY tmax < Smin, akkor a valaszunk igaz, kiilonben hamis.

(Természetesen mdas helyesen leirt algoritmus is elfogadott.) (5 pont)

(b) Algoritmus helyességének bizonyitasa:

Ha tmin > Smax, akkor a T' tomb minden eleme nagyobb lesz az S minden eleménél, (hiszen
T[i] > tmin > Smax > S[j] minden szoba jové i és j indexre); ha viszont ¢y < Smax, akkor
ez nem lesz igaz.

Hasonléan, ha t,.c < Smin, akkor a T témb minden eleme kisebb lesz az S minden eleménél,
ellenkez6 esetben viszont ez nem teljesiil.

Vagyis minden esetben jo valaszt adtunk. (2 pont)

(c) Lépésszam meghatéarozasa (indoklassal):

A T, illetve az S legkisebb és legnagyobb elemének megkeresése 2 - O(n) + 2 - O(m) 1épés
(hiszen egy n-elemi tomb legkisebb elemét O(n) lépésben meg tudjuk talalni, és hasonloan
a legnagyobb elemet is).

Ezutan elvégziink legfeljebb két &sszehasonlitast, és visszaadjuk a végeredményt, ami O(1)
lépés.

Ez 6sszesen 2 - O(n) +2-O(m) + O(1) = O(n + m) lépés. (8 pont)
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3. Adott egy n darab kiilénb6z6 (nem feltétleniil egész) szamot tartalmazé rendezett tomb. Adjunk
O(log, n) 1épésszamu algoritmust annak eldontésére, hogy a 2, 37, 101, szamok mindegyike szerepel-e
a témbben.

(a) Melyik tanult algoritmus segitségével (és azt milyen bemeneteken futtatva) lehet megoldani ezt
a feladatot?

Héarom darab binaris keresést futtatunk, melyekkel az adott tombben keressiik a 2, a 37,
illetve a 101 szamokat. (4 pont)

Ha mindhérom elemet megtalaljuk, akkor a valaszunk igen, kiilonben pedig nem. (2 pont)

(b) Lépésszam meghatarozasa (indoklassal):

7

Az el6adéason tanultak szerint a binaris keresés lépésszama O(log, n). (3 pont)
Vagyis harom darab binéris keresés futtatésa és azok eredménye alapjan a feladat kérdésére
a valasz meghatarozéasa O0sszesen

3-O(logyn) + O(1) = O(log, n)
lépés. (1 pont)
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4. Az alabbi tombon, ami csupa kiilonb6z6 egész szamot tartalmaz, futtattuk a kivalasztésos, illetve
beszurasos rendezést is.

HEIEIEIEEES

A kivalasztésos rendezést futtatasa kozben valamikor az

[1[3]of=]7]5]

kozbiils6 allapotot lattuk, mig a beszurésos rendezés soran valamikor a

[e[5]ofs[7[1]

allapotot lattuk. Hatarozzuk meg az x egész szam Osszes lehetséges értékét (és indokoljuk meg, hogy
x értéke nem lehet mas).

A kivalasztasos rendezés elGszor megkeresi a legkisebb elemet a tombben, ami az 1 vagy az x,
és ezt kicseréljiik a tomb 0-s indext celldjaban 1év6 elemmel. Mivel ezt az elemet tobbet nem

mozditjuk el innen, ezért 1 < z.

1|z |93 |7]|5

Ezutan az igy kapott T' tomb T'[1 : n — 1] résztombjében megkeressiik a legkisebb elemet, ami a
3 vagy az x, és ezt kicseréljiik a tomb 1-es indext cellajaban 1év6 elemmel. Mivel ezt az elemet

tobbet nem mozditjuk el innen, ezért 3 < x.

Ezzel meg is kaptuk a feladatbeli kozbiils6 allapotot. (5 pont)
A beszurasos rendezés elGszor a bemenetként kapott tomb az 1-es indext cellajaban 1évé elemet,
azaz az r-et mozgatja egyesével balra addig, amig vagy az el6tte 1évs elem kisebb nem lesz nala

vagy el nem érjiik a tomb elejét. Mivel az x és az 5 elemek felcserélédtek, ezért x < 5.

Ezzel meg is kaptuk a feladatbeli kozbiils6 allapotot. (4 pont)

Vagyis 3 < x < 5, igy mivel a feladat szovege szerint x egész szam, ezért x = 4. (1 pont)
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5. (a) Epitsiink besztrasokkal binaris keres6fat az alabbi sorrendben érkezé szamokbol:
6, 13, 8, 4, 7, 14, 15.

(Kivételesen nem kell indokolni, hanem elég a végss fat felrajzolni.)

(5 pont)

(b) Toroljik a kapott binaris keres6fabol a 13-at.
(Elég a torlés utan kapott binaris kereséfat felrajzolni, nem kell indokolni.)

(5 pont)
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6. Egy kezdetben iires, 7-méretd hash-tablaba nyilt cimzéssel, a h(K) = K (mod 7) hash-fliggvényt és
linearis probat hasznalva szirtunk be néhany egész szamot. Lehetséges-e, hogy a KERES(9) miivelet
soran a 2, 8, 1, 9 elemeket lattuk ebben a sorrendben?

(Ha igen, akkor rajzoljunk fel egy ilyen hash-tédblat és mutassuk meg, hogy milyen sorrendben szir-
hattuk bele a benne téarolt elemeket. Ha nem, akkor indokoljuk meg, hogy miért nem.)

Példaul az alabbi modon lehetséges. (0 pont)
A kezdetben iires hash-tablaba a 2, 8, 1, 9 elemeket szurjuk be ebben a sorrendben (a megadott

modon).

BESZUR(2) .

BESZUR(8) .

BESZUR(1) v

BESZUR(9) _  ~__ ~__ v

KERES(9)  _ ~ ~__ v

(10 pont)
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1. Egy algoritmus lépésszdma az n-mérett tombokon 2n? + 3y/n — 14.

(a) Alkalmas ¢ konstans és ng kiiszobérték megadasaval bizonyitsuk be, hogy ez egy O(n?)-es algo-
ritmus.

~

Tetsz6leges n > 1 esetén (2 pont)
2n® 4+ 3y/n — 14 < 2n® + 3n® + 0 = 5n’. (4 pont)

Vagyis a definicioban a ¢ = 5 és az ng = 1 értékeket valasztva latjuk, hogy ez valéban egy

O(n?)-es algoritmus. (2 pont)

(b) Mutassuk meg, hogy ez egy O(2")-es algoritmus.

Az el6adéson tanultak szerint minden O(n?)-es lépésszamu algoritmus egyben O(27)-es is.
(2 pont)
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2. Adott egy n darab kiilonb6z6 szamot tartalmazo T témb, és egy m darab kiilonb6z6 szamot tartalmazo
S tomb. (A témbok nem feltétleniil rendezettek.) Adjunk O(n + m) lépésszamu algoritmust annak
eldontésére, hogy a T' tomb masodik legkisebb eleme egyenl6-e az S tomb legnagyobb elemével.

(a) Algoritmus leirasa (pszeudokoddal vagy széveggel):

Az el6adason tanult algoritmussal keressiik meg T' legkisebb elemét: legyen ez T[i]. Cserél-
juk fel a T'[0] és a T'[i] elemeket, majd az igy kapott 7" tombnek a T'[1 : n— 1] résztombjében
keressiik meg a legkisebb elemet.

Az algoritmusnak a gyakorlaton latott modositasaval keressiik meg az S tomb legnagyobb
elemét. Legyen ez s.

Ha s = ¢, akkor a vélaszunk igaz, kiilonben hamis. (5 pont)

(b) Algoritmus helyességének bizonyitésa:

A T t6mb masodik legkisebb elemét tigy tudjuk megtalalni, hogy a T témb legkisebb elemét
nem tekintjiik, és a tobbi elem kozott keressiik meg a legkisebbet. (2 pont)

(c) Lépésszam meghatarozasa (indoklassal):

A T t6mb legkisebb elemének a megkeresése O(n) lépés. A két elem cseréje O(1) lépés. A
csere utan kapott 7' tomb T'[1 : n — 1] résztémbjében a legkisebb elem megkeresése O(n)
lépés. Az S tomb legnagyobb elemének megkeresése O(m) lépés. A végén az dsszehasonlitas
és a végeredmény visszaadéasa O(1) lépés.

Ez 6sszesen O(n) + O(1) + O(n) + O(m) + O(1) = O(n + m) lépés. (8 pont)
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3. Binarisan kerestiink egy x egész szamot az alabbi rendezett tombben, és a keresés 2 darab Osszeha-
sonlitas utan véget ért. Hatarozzuk meg az x egész szam Osszes lehetséges értékét (és indokoljuk meg,
hogy x értéke nem lehet mas).

(1457 ]10]11]12]

A binéaris keresés soran elGszor a tomb kozépss elemével, azaz a 7-essel hasonlitjuk Ossze az z-et.
(1 pont)
1. eset: z=1.

Ekkor a keresés itt véget is ér (mindossze egyetlen dsszehasonlitas utan), ami ellentmond

annak, hogy két Osszehasonlitas tortént. Tehét ez az eset nem lehetséges. (1 pont)

2. eset: z < 7.

Ekkor a tomb elsé felében, azaz a

1 4 )

résztombben folytatjuk az eljarast. Most ennek a résztombnek a kozépsé elemével, azaz a

4-gyel hasonlitjuk Ossze az x-et. (1 pont)
Ha = = 4, akkor a keresés véget ér, méghozza Gsszesen két Gsszehasonlitas utan. (1 pont)

Ha = # 4, akkor még van tovabbi elem, amivel &ssze kell hasonlitanunk az z-et (x < 4
esetén az 1, illetve x > 4 esetén az 5), ami mar osszesen harom Osszehasonlitas lenne, ami

nem lehetséges. (2 pont)

3. eset: x> 7.

Ekkor a tomb mésodik felében, azaz a

10 | 11 | 12

résztombben folytatjuk az eljarast. Most ennek a résztombnek a kozépsé elemével, azaz a

11-gyel hasonlitjuk ossze az z-et. (1 pont)

Ha x = 11, akkor a keresés véget ér, méghozza Osszesen két Osszehasonlitéds utan, ami

lehetséges. (1 pont)

Ha z # 11, akkor még van tovabbi elem, amivel 6ssze kell hasonlitanunk az z-et (z < 11
esetén a 10, illetve x > 11 esetén a 12), ami mar osszesen harom Osszehasonlitas lenne,

ami nem lehetséges. (2 pont)

Tehat © = 4 vagy = 11 volt a keresett szam. (0 pont)
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4. Rendezziik az alabbi tombo6t beszirasos rendezéssel és 1épésenként dokumentaljuk a tomb allapotat.
Hany Osszehasonlitas torténik a rendezés teljes futésa soran?

[5[1]7]4]

Az els6 1épésben Osszehasonlitjuk az 1-et és az 5-0t, és mivel 1 < 5, ezért az 5-6t és az l-et

felcseréljiik.

A kovetkez6 1épésben 6sszehasonlitjuk a 7-et és az 5-6t, és mivel 7 > 5, ezért nem cseréliink.
(2 pont)
A kovetkez§ 1épésben Osszehasonlitjuk a 4-et és a T-et, és mivel 4 < 7, ezért a 4-et és a 7-et

felcseréljiik.

A kovetkezs 1épésben dsszehasonlitjuk a 4-et és az 5-6t, és mivel 4 < 5, ezért a 4-et és az 5-6t

felcseréljiik.

A kovetkezd 1épésben Osszehasonlitjuk a 4-et és az 1-et, és mivel 4 > 1, ezért nem csinalunk
semmit. (5 pont)
Ezzel az algoritmus véget ért.

Osszesen 5 Osszehasonlitas tortént a rendezés soran. (1 pont)
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5. Egy binaris kerestfa preorder bejarésa soran a fa csucsait 7, 3, 4, 10, 8, 9 sorrendben latogatjuk meg.
Rajzoljuk fel ezt a binaris keres6fat, majd indokoljuk meg, hogy miért csak igy nézhet ki a fa.

Mivel a preorder bejaras elGszor a fa gyokerét irja ki, ezért a gyokérben a 7-es van. A preorder
ezutén a 7-es bal részfajaban 1évé elemeket fogja kiirni, majd a jobb részfaban lévéket. (8 pont)
A keresofa-tulajdonsdg miatt a 7-es bal részfajaban a 7-nél kisebb elemek, azaz a 3-as és a 4-es
vannak, a jobb részfadban pedig a 7-nél nagyobb elemek, azaz a 10-es, a 8-as és a 9-es. (2 pont)

Hasonloan folytathato az érvelés a bal és a jobb részfara. (2 pont)

(8 pont)
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6.

Egy kezdetben tires, M-méretti T" hash-tablaba nyilt cimzéssel, a h(K) = K (mod M) hash-fiiggvényt
és linearis probat hasznélva szirtunk be kiillonb6z6 egész szamokat, mikozben torténhettek torlések is.
Adott egy olyan z egész szam, ami jelenleg T-ben van. Adjunk O(M) lépésszamu algoritmust annak
meghatarozasara, hogy hany iitkozés tortént az x beszurasakor.

(a) Algoritmus leirasa (pszeudokoddal vagy szoveggel):

Szamoljuk ki a h(x) értéket. Sorra nézziik meg a h(x) —1 (mod M), a h(x) —2 (mod M),
...indext cellék tartalmat. Ha az z elemet a h(z) — i (mod M) indextd cellaban talaljuk

meg, akkor a valaszunk . (4 pont)

(b) Algoritmus helyességének bizonyitasa:

Az x elem beszuréasa gy tortént, hogy eldszor megvizsgaltuk a h(x) indexd cellat, és ha az
tires volt vagy csak * van benne (azaz toroltiink onnan kordbban egy elemet), akkor oda
beszurtuk x-et. Ha nem volt iires, akkor addig léptiink balra (ha kézben elérjiik a tabla
elejét, akkor onnan a tébla utolsé mezGjére lépiink tovabb), amig nem talaltunk egy tires
vagy egy *-ot tartalmazo mez6t, és oda szurtuk be x-et.

A fenti algoritmus a h(z) indext cellabol indulva szamolja meg, hogy hanyat kell balra lépni,

amig eljutunk az x elemhez, vagyis ez valoban az iitkozések szaméat adja meg. (8 pont)

(c) Lépésszam meghatarozasa (indoklassal):

A tabla minden elemét legfeljebb egyszer vizsgaljuk meg, ami O(M) 1épés. (3 pont)
(A h(z) értékének kiszamolasa, illetve az eredmény visszaadasa O(1) lépés. Igy dsszesen
O(M) + O(1) = O(M) lépést végziink.)




