
Algoritmusok és gráfok 1. vizsga 2025. december 15.

1. Elmélet. Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges egyszerű gráfban a csúcsok fokszámának az összege egyenlő
az élek számának kétszeresével.

Amikor a csúcsok fokszámait összeadjuk, akkor ehhez az összeghez a gráf minden éle kettővel
járul hozzá: egyszer az egyik végpontjánál és egyszer a másiknál számítódik be az összegbe. Így
az összegzés eredménye valóban az élszám kétszerese. (10 pont)
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2. Egy 7 darab számot tartalmazó rendezett tömbben binárisan kerestünk egy x egész számot, és
eközben az x számot a 8, 3, 5 elemekkel hasonlítottuk össze ebben a sorrendben. Határozzuk meg x
összes lehetséges értékét (és indokoljuk meg, hogy x értéke nem lehet más).

Mivel az x-et a 8 után egy 8-nál kisebb számmal, azaz a 3-assal hasonlítjuk össze, ezért x < 8.
(2 pont)

Mivel a következő lépésben az x-et egy 3-nál nagyobb számmal, azaz az 5-össel hasonlítjuk össze,
ezért x > 3. (2 pont)
A bináris keresés először a tömb középső elemével hasonlítja össze x-et, ezért a középső elem a
8, (1 pont)
majd x < 8 miatt a tömb első felében folytatja ugyanígy a keresést. (1 pont)
Vagyis a T tömb a következőképpen néz ki.

? 3 5 8 ? ? ? (1 pont)

A keresés véget ér. Mivel már több számmal nem lehetne már amúgy sem összehasonlítani, ezért
lehetséges, hogy a keresés sikertelen volt (azaz az x elem nincs a tömbben). Mivel tudjuk, hogy
x egész, ezért a keresett szám a 4, az 5, a 6 vagy a 7 volt. (3 pont)
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3. Adott egy n ≥ 2 elemet tároló bináris keresőfa. Adjunk O(n) lépésszámú algoritmust a fában tárolt
elemek terjedelmének (azaz a legnagyobb és a legkisebb elem különbségének) a meghatározására.

(a) Algoritmus leírása (pszeudokóddal vagy szöveggel):

1. megoldás.
Írjuk ki a fában tárolt elemeket inorder bejárással, és vonjuk ki az utolsónak kiírt számból
az elsőt. Az így kapott szám lesz a keresett érték.

2. megoldás.
A gyökérből indulva lépkedjünk jobbra addig, amíg el nem akadunk; legyen az ebben
a csúcsban tárolt elem a. A gyökérből indulva lépkedjünk balra addig, amíg el nem
akadunk; legyen az ebben a csúcsban tárolt elem b. A keresett érték a− b.

(5 pont)

(b) Algoritmus helyességének bizonyítása:

1. megoldás.
Az előadáson tanultak szerint az inorder bejárás növekvő sorrendben írja ki az elemeket,
vagyis az utolsónak kiírt szám tényleg a legnagyobb, az elsőnek kiírt pedig a legkisebb,
és tényleg ezek különbségét kerestük.

2. megoldás.
Az előadáson tanultak szerint a fában tárolt legnagyobb elemet úgy találjuk meg, hogy
a gyökérből indulva lépkedjünk jobbra addig, amíg el nem akadunk, a legkisebbet pedig
úgy, hogy a gyökérből indulva lépkedjünk balra addig, amíg el nem akadunk. Vagyis a
válaszunk tényleg helyes.

(2 pont)

(c) Lépésszám meghatározása (indoklással):

1. megoldás.
Az inorder bejárás lépésszáma O(n)

(valamint a különbség kiszámítása és az eredmény visszaadása O(1) lépés, ami összesen
O(n) +O(1) = O(n) lépés).

2. megoldás.
Mivel a fa magassága O(n), ezért O(n) lépésben megtaláljuk a legjobboldalibb elemet,
valamint O(n) lépésben megtaláljuk a legbaloldalibb elemet

(valamint a különbség kiszámítása és az eredmény visszaadása O(1) lépés),

ami összesen O(n) +O(n) = O(n) lépés

(avagy O(n) +O(n) +O(1) = O(n) +O(1) lépés).

(3 pont)
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4. A 6-csúcsú, irányított, aciklikus G gráf csúcsait jelölje a, b, c, d, e, f . A gráf valamely mélységi
bejárásánál az alábbi mélységi, illetve befejezési számok adódtak.

a: 2, 4; b: 5, 2; c: 1, 5; d: 6, 6; e: 3, 1; f : 4, 3

(a) Lehetséges-e, hogy a G gráfban vezet él e-ből f -be?

(b) Lehetséges-e, hogy a G gráfban vezet él d-ből a-ba?

(c) Lehetséges-e, hogy a G gráfban vezet él b-ből c-be?

Válaszainkat indokoljuk.

Ekkor a mélységi erdő a következőképpen néz ki.

c

a

e f

b

d

(4 pont)

(a) Mivel az ef él egy korábbi ágból egy későbbibe mutatna, ezért az előadáson tanultak szerint
ilyen él nem lehet G-ben. (2 pont)

(b) Ekkor a da él egy keresztél lenne, ami lehetséges. (2 pont)

(c) Mivel G aciklikus (azaz DAG) és a bc él egy visszaél lenne, ezért ilyen él nem lehet G-ben.
(2 pont)
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5. Szomszédossági mátrixával adott egy n-csúcsú, irányított, élsúlyozott G gráf, valamint annak két
csúcsa, s és t. Tudjuk, hogy minden él súlya pozitív egész szám. Egy olyan legrövidebb (azaz legkisebb
összsúlyú) st-utat szeretnénk meghatározni, amiben minden élsúly páros. Melyik tanult algoritmust
lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n2) lépésben meg akarjuk oldani ezt a feladatot?

(a) Algoritmus leírása (pszeudokóddal vagy szöveggel):

Legyen G′ az gráf, amit úgy kapunk G-ből, hogy elhagyjuk a páratlan súlyú éleket. Keres-
sünk a G′ gráfban Dijkstra algoritmusával legrövidebb utakat az s csúcsból. Az így kapott
st-út megfelelő lesz. (4 pont)

(b) Algoritmus helyességének bizonyítása:

A páratlan súlyú éleket nem szabad használni, ezért azokat elhagyhatjuk, a páros súlyú
éleket viszont lehet használni. Mivel minden él súlya pozitív, ezért használhatjuk a Dijkstra-
algoritmust a legrövidebb utak meghatározására. (2 pont)

(c) Lépésszám meghatározása (indoklással):

A G′ gráfot O(n2) lépésben le tudjuk gyártani: ehhez végig kell olvasni a szomszédossági
mátrixot, és a páratlan számokat át kell írni végtelenre. (2 pont)
A G′ gráfnak ugyanannyi csúcsa van, mint G-nek (azaz n′ = n), így a Dijkstra-algoritmus
lépésszáma O

(
(n′)2

)
= O(n2) lesz. (2 pont)

Ez összesen O(n2) +O(n2) = O(n2) lépés. (0 pont)
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6. Az alábbi gráfban hány különböző feszítőfát találhat a Kruskal-algoritmus az összes lehetséges lefutása
során? (Válaszunkat indokoljuk.)

a b

c

d e

2
1

1 2

1
2

A Kruskal-algoritmus először az 1-súlyú, majd pedig a 2-súlyú éleket veszi. (1 pont)
Bármilyen sorrendben is tekinti az algoritmus az 1-súlyú éleket, az első kettőt mindig bele fogja
választani a minimális költségű feszítőfába (hiszen semelyik két 1-súlyú él nem alkot kört), de a
harmadikat már nem (hiszen a három 1-súlyú él már kört alkotna). (2 pont)
Ezt eddig háromféleképpen teheti meg az algoritmus. (1 pont)
Ha az ad élt kiválasztottuk (és mellé vagy az ac élt, vagy a cd élt), akkor bármilyen sorrendben
is tekinti az algoritmus a 2-súlyú éleket, az első kettőt mindig bele fogja választani a minimális
költségű feszítőfába (hiszen így még nem jön létre kör a kiválasztott élekből), de a harmadikat
már nem (hiszen akkor a 2-súlyú élek az ad éllel együtt egy 4-hosszú kört alkotnának).
Ha az ad élt nem választottuk ki, akkor az ac és az ad élek lettek kiválasztva. Ekkor bármilyen
sorrendben is tekinti az algoritmus a 2-súlyú éleket, az első kettőt mindig bele fogja választani
a minimális költségű feszítőfába (hiszen így még nem jön létre kör a kiválasztott élekből), de a
harmadikat már nem (hiszen akkor a 2-súlyú élek az ac és az ad éllel együtt egy 5-hosszú kört
alkotnának). (4 pont)
Vagyis bármit is választott ki az algoritmus az 1-súlyú élek közül, minden esetben 3-féleképpen
választhat ki ezután 2-súlyú éleket. Ez összesen 3 · 3 = 9 lehetőség. (2 pont)

(Természetesen azzal is lehet érvelni, hogy az 1-súlyú élek kiválasztása után az a, c, d csúcsok
egy komponensbe kerültek, és a következő kettő darab 2-súlyú él kiválasztása után a b és az e

csúcsok is bekerülnek ebbe a komponensbe.)
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1. Elmélet. Bizonyítsuk be, hogy minden n ≥ 2 csúcsú fának pontosan n− 1 éle van.

Építsük fel a G gráfot az n csúcsú üres gráfból fokozatosan úgy, hogy minden lépésben egy
tetszőleges élt húzunk be.
A soron következő él nem vezethet azonos komponensben lévő csúcsok között, mert akkor kör
jönne létre, ami nem lehet egy fában. Vagyis ez az él két különböző komponensben lévő csúcsot
köt össze, és így pontosan eggyel csökkenti a komponensek számát.
Vagyis az eljárás elején n komponens volt, a végére G összefüggősége miatt egy komponens lesz.
Mivel minden él behúzása pontosan eggyel csökkentette a komponensek számát, ezért pontosan
n− 1 élt húztunk be.
Tehát G-nek pontosan n− 1 éle van. (10 pont)
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2. Adott egy n ≥ 2 elemet tároló, nem feltétlenül rendezett tömb. Adjunk O(n log2 n) lépésszámú
algoritmust a tömbben tárolt elemek mediánjának a meghatározására. (A medián a rendezés szerint
a középső elem, illetve páros sok elem esetén a középső két elem átlaga.)

(a) Algoritmus leírása (pszeudokóddal vagy szöveggel):

Rendezzük a tömböt összefésüléses rendezéssel. (1+2 pont)
Ha n páratlan, akkor a válasz a rendezett T tömb középső eleme, azaz T

[
n−1
2

]
, ha pedig n

páros, akkor a két középső elem átlaga, azaz
(
T
[
n
2
− 1

]
+ T

[
n
2
]
)
/2. (1 pont)

(b) Algoritmus helyességének bizonyítása:

A medián definíciója szerint az algoritmus kimenete jó. (2 pont)

(c) Lépésszám meghatározása (indoklással):

Az összefésüléses rendezés lépésszáma O(n log2 n) lépés, (2 pont)
a végeredmény meghatározása és visszaadása pedig O(1) lépés. (1 pont)
Ez összesen O(n log2 n) +O(1) = O(n log2 n) lépés. (1 pont)
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3. Egy kezdetben üres, 7-méretű hash-táblába nyílt címzéssel, a h(K) = K (mod 7) hash-függvényt és
lineáris próbát használva szúrtunk be néhány egész számot. Ezután töröltünk egy elemet a 0-s indexű
cellából, majd beszúrtunk valahová még egy elemet. Ekkor az alábbi hash-táblát kaptuk. A táblában
jelenleg tárolt elemek mindegyikéről döntsük el, hogy lehetett-e a legutoljára (azaz a törlés után)
beszúrt elem.
(Ha lehetett, akkor mutassunk egy példát arra, hogy hogyan kaphattuk meg ezt az állapotot. Ha nem
lehetett, akkor indokoljuk meg, hogy miért nem.)

0 1 2 3 4 5 6
∗ 8 13 1

Az 1-es nem lehetett, mert különben a h(1) = 1-es indexű cellában történő ütközés után a 0-s
indexű cellába szúrtuk volna be. (2 pont)
A 8-as nem lehetett, mert különben korábban az 1-est a h(1) = 1-es indexű cellába szúrtuk
volna be (ütközés nélkül). (3 pont)
A 13-as lehetett ez az elem, például a következőképpen. (1 pont)

8
0 1 2 3 4 5 6

BESZÚR(8)

0 8
0 1 2 3 4 5 6

BESZÚR(0)

0 8 1
0 1 2 3 4 5 6

BESZÚR(1)

∗ 8 1
0 1 2 3 4 5 6

TÖRÖL(0)

∗ 8 13 1
0 1 2 3 4 5 6

BESZÚR(13)

(4 pont)
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4. Szomszédossági mátrixával adott az alábbi irányított G gráf a v1, . . . , v6 csúcsokon.
0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0


(a) Futtassuk le a mélységi bejárást a G gráfon úgy, hogy minden döntési helyzetben a legkisebb

indexű csúcsot választjuk.

(b) Adjuk meg a csúcsok mélységi és befejezési számát is.

(c) Osztályozzuk a G gráf összes élét.

A fekete élek a faélek, és ezek alkotják a mélységi erdőt. A zárójelben szereplő számok közül az
első az adott csúcs mélységi száma, a második pedig a befejezési száma.

v1 (1; 5)

v2 (2; 4)

v3
(6; 6)

v4

(3; 1)

v5

(4; 2)

v6

(5; 3)

elő
re

él

visszaél

keresztél

ke
re
sz
tél

(4+3+4 pont)
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5. Szomszédossági mátrixával adott egy n-csúcsú, irányított, élsúlyozott G gráf, melyben minden élsúly
pozitív. A gráf minden csúcsa piros vagy zöld, és a csúcsok színei egy, a csúcsokkal indexelt S tömbben
adottak. Adott továbbá a gráfban két kijelölt csúcs, s és t. Olyan legrövidebb utat keresünk s-ből
t-be, amelyen felváltva szerepelnek piros és zöld csúcsok. Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni,
hogyan és miért, ha O(n2) lépésben meg akarjuk oldani ezt a feladatot?

(a) Algoritmus leírása (pszeudokóddal vagy szöveggel):

Legyen G′ az gráf, amit úgy kapunk G-ből, hogy elhagyjuk az összes olyan élt, aminek a
két végpontja azonos színű. Keressünk a G′ gráfban Dijkstra algoritmusával legrövidebb
utakat az s csúcsból. Az így kapott st-út megfelelő lesz. (4 pont)

(b) Algoritmus helyességének bizonyítása:

Piros csúcsból pirosba, illetve zöld csúcsból zöldbe nem szabad léphetünk, ezért az ilyen
éleket elhagyhatjuk, a többi élt viszont lehet használni. Mivel minden él súlya pozitív, ezért
használhatjuk a Dijkstra-algoritmust a legrövidebb utak meghatározására. (2 pont)

(c) Lépésszám meghatározása (indoklással):

A G′ gráfot O(n2) lépésben le tudjuk gyártani: ehhez végig kell olvasni a szomszédossági
mátrixot, és a törlendő élek súlyát át kell írni végtelenre. (2 pont)
A G′ gráfnak ugyanannyi csúcsa van, mint G-nek (azaz n′ = n), így a Dijkstra-algoritmus
lépésszáma O

(
(n′)2

)
= O(n2) lesz. (2 pont)

Ez összesen O(n2) +O(n2) = O(n2) lépés. (0 pont)
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6. Az alábbi élsúlyozott gráfban minden él súlya egy pozitív egész szám. Határozzuk meg x és y összes le-
hetséges értékét, amire a vastagon rajzolt élek egy minimális összsúlyú feszítőfát alkotnak. (Indokoljuk
meg azt is, hogy más értékek miért nem lehetségesek.)

a

b c

d e

1 1
x

2
y

2

2

A feladatbeli feszítőfa összsúlya x+ y + 3. Tekintsük az alábbi két feszítőfáját a gráfnak.

a

b c

d e

1 1
x

2
y

2

2

a

b c

d e

1 1
x

2
y

2

2

A baloldali feszítőfa összsúlya y + 4, a jobboldalié pedig x+ 5.
Mivel a feladatbeli feszítőfa minimális összköltségű, ezért x+ y+3 ≤ y+4 és x+ y+3 ≤ x+5.
Tehát x ≤ 1 és y ≤ 2.
Mivel x és y pozitív egészek, ezért x = 1 és y ∈ {1, 2}. (6 pont)
Ha x = 1 és y = 1, vagy ha x = 1 és y = 2, akkor a Kruskal-algoritmust az ac, bc, ab, cd, de, bd,
ce élsorrendre futtatva éppen a feladatbeli feszítőfát fogja kiválasztani, vagyis mindkét esetben
a feladatbeli feszítőfa valóban minimális összköltségű. (4 pont)
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1. Elmélet. Bizonyítsuk be, hogy egy n ≥ 2 darab számot tartalmazó rendezett tömbben a bináris keresés
lépésszáma O(log2 n).

Jelölje k az összehasonlítások számát.

– Kezdetben a tömb mérete n.

– Az első összehasonlítás után a még vizsgálandó tömb mérete már legfeljebb csak n/2,

– a második összehasonlítás után legfeljebb n/4,

– a harmadik összehasonlítás után legfeljebb n/8,
...

– a k-adik összehasonlítás után legfeljebb n/2k.

A k-adik összehasonlítást még azért végeztük el, mert előtte a vizsgálandó tömb mérete legalább
1 volt, azaz

n

2k−1
≥ 1

teljesült. Ezt átrendezve
n ≥ 2k−1

adódik. Mivel a 2-es alapú logaritmus-függvény szigorú monoton növekvő, ezért

log2 n ≥ k − 1,

azaz
k ≤ log2 n+ 1.

Vagyis a bináris keresésnek O(log2 n) darab fázisa van, és minden fázisban O(1) lépést végzünk
(az összehasonlítást, és az értékadásokat a továbbiakban vizsgálandó tömb és annak középső
elemének nyilvántartásához), majd az algoritmus egy eredmény-visszaadással ér véget, ami O(1)

lépés. Ez összesen
O(log2 n) ·O(1) +O(1) = O(log2 n)

lépés. (10 pont)
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2. Egy n ≥ 2 darab csupa különböző egész számot tároló bináris keresőfa gyökerében tárolt szám olvas-
hatatlanná vált. Adott még ezen kívül egy olyan s egész szám, amiről tudjuk, hogy nincsen benne
a bináris keresőfában. Adjunk O(n) lépésszámú algoritmust annak eldöntésére, hogy lehetett-e s a
gyökérben tárolt elem.
(a) Algoritmus leírása (pszeudokóddal vagy szöveggel):

1. megoldás.
Írjuk ki a fában tárolt elemeket inorder bejárással úgy, hogy a gyökérben szereplő ol-
vashatatlan szám helyére ∗-ot írunk. Ha a ∗ előtti számok mindegyike kisebb s-nél, a ∗
utáni számok mindegyike pedig nagyobb s-nél, akkor lehetett s a gyökérben tárolt elem,
különben viszont nem. (Valójában elég közvetlenül a ∗ előtt, illetve után álló számra
ellenőrizni, hogy kisebb-e, illetve nagyobb-e s-nél.)

2. megoldás.
A tanult algoritmussal keressük meg a bal részfa legnagyobb elemét, jelölje ezt a, va-
lamint a jobb részfa legkisebb elemét, jelölje ezt b. Ha a < s < b, akkor lehetett s a
gyökérben tárolt elem, különben viszont nem.

(3 pont)

(b) Algoritmus helyességének bizonyítása:

Az a kérdés, hogy s-et a gyökérbe képzelve teljesül-e a keresőfa-tulajdonság, azaz a bal részfa
minden eleme kisebb-e, a jobb részfa minden eleme pedig nagyobb-e, mint s. (2 pont)

1. megoldás.
Az inorder bejárás először a bal részfa elemeit írja ki, majd a gyökérben tárolt elemet,
és végül a jobb részfa elemeit.

2. megoldás.
A bal részfa legnagyobb eleme a, a jobb részfa legkisebb eleme pedig b. Az s szám
pontosan akkor lesz nagyobb a bal részfa minden eleménél, ha a bal részfa legnagyobb
eleménél, azaz a-nál nagyobb. Hasonlóan, s pontosan akkor lesz kisebb a jobb részfa
minden eleménél, ha b-nél kisebb.

Vagyis az algoritmusunk kimenete helyes. (2 pont)

(c) Lépésszám meghatározása (indoklással):

1. megoldás.
Az inorder bejárás lépésszáma O(n). Az összehasonlítások és az eredmény visszaadása
O(n) +O(1) lépés. Ez összesen O(n) +O(n) +O(1) = O(n) lépés.

2. megoldás.
Mivel a fa magassága O(n), ezért O(n)+O(n) lépésben megtaláljuk az a és a b számokat.
A két összehasonlítás és az eredmény visszaadása O(1) lépés. Ez összesen O(n)+O(n)+

O(1) = O(n) lépés.

(3 pont)
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3. Az alábbi élsúlyozott gráfban határozzuk meg a b csúcsból az összes többi csúcsba vezető leghosszabb
utak hosszát az órán tanult algoritmus segítségével, és dokumentáljuk az algoritmus lépéseit.

a

b
c

d

e f g

25

3

1

5

5 7 11

2 6

(Mivel a gráf aciklikus, ezért alkalmazható az órán tanult algoritmus a leghosszabb utak meg-
határozására.)
A forrástörléses módszerrel vagy egy mélységi bejárás meghatározzuk a gráf csúcsainak egy
topologikus sorrendjét: e, b, c, a, f , d, g. (2 pont)
A topologikus sorrendben haladva minden csúcsra kiszámítjuk a b csúcsból oda vezető leg-
hosszabb út hosszát. (1 pont)
A topologikus sorrendben a b csúcs előtt álló minden csúcsba, azaz ebben az esetben az e-be
vezető leghosszabb út hossza −∞. A b csúcsba vezető leghosszabb út hossza 0. (2 pont)
A c csúcsba (csak a b csúcsból vezet él, ezért a c-be) vezető leghosszabb út hossza 0 + 3 = 3.
Az a csúcsba (a b és a c csúcsból is vezet él, ezért az a-ba) vezető leghosszabb út hossza
max{0 + 5, 3 + 1} = 5.
Hasonlóan, az f csúcsba vezető leghosszabb út hossza max{3 + 5,−∞+ 2} = 8.
A d csúcsba vezető leghosszabb út hossza max{5 + 2, 3 + 5} = 8.
A g csúcsba vezető leghosszabb út hossza max{3 + 7, 8 + 1, 8 + 6} = 14. (5 pont)
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4. Az alábbi irányított gráfon úgy futtattuk a szélességi bejárást, hogy közben nem feltétlenül ragasz-
kodtunk az ábécé szerinti sorrendhez. Lehetséges-e, hogy ekkor a szélességi bejárás a csúcsokat a
következő sorrendekben járja be? Ha igen, akkor egészítsük ki a sorozatot a hiányzó csúcsok neveivel
és adjuk meg a bejáráshoz tartozó szélességi fát. Ha nem, akkor indokoljuk meg, hogy ez miért nem
lehetséges.

(a) d, □, f , c, □, □, □ (b) d, □, f , g, □, □, □

a

b

d

f g

e

c

A szélességi bejárás a d csúcsból indult, (1 pont)
és ezután a d szomszédait, azaz b-t és f -et, látogatta meg valamilyen sorrendben. Így mivel az
(a) és a (b) kérdésben is az f a harmadikként bejárt csúcs, ezért a másodikként bejárt csúcs
biztosan a b volt. (2 pont)
Ezután a szélességi bejárás a b csúcs még bejáratlan szomszédait, azaz a-t és g-t látogatja meg
valamilyen sorrendben. Tehát az (a) kérdésben szereplő sorrend nem lehetséges, (2 pont)
a (b) kérdésben szereplő sorrend negyedik csúcsa pedig az a. (1 pont)
Ezután a szélességi sorrend az f csúcs még bejáratlan szomszédait, azaz a c-t látogatja meg,
majd a g csúcs még bejáratlan csúcsait, azaz e-t látogatja meg. (1 pont)
Az a, c és e csúcsoknak (ebben a sorrendben megvizsgálva) már nincsen bejáratlan szomszédja,
és a gráfban sincs már bejáratlan csúcs, tehát az algoritmus véget ér. (0 pont)
A (b) kérdésbeli sorrend tehát d, b, f , g, a, c, e. (0 pont)
A (b) kérdésbeli szélességi fa a következőképpen néz ki.

d

b f

g a c

e

(3 pont)
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5. Egy város úthálózatát egy éllistával adott irányítatlan gráf írja le, ahol a csúcsok a csomópontok, az élek
pedig a csomópontok közt vezető közvetlen útszakaszok. Minden élre adott, hogy az adott útszakaszon
óránként átlagosan hány autó halad át. Adott a gráf egy s csúcsa, ami a főteret jelöli. Néhány
útszakaszt szeretnénk sétáló utcává átalakítani úgy, hogy a főtérről minden más csomópont elérhető
legyen kizárólag sétáló utcákon keresztül (de autóval nem kell tudnunk mindenhová eljutni). Eközben
az autós közlekedést minél kevésbé szeretnénk korlátozni, ezért az a célunk, hogy a sétáló utcává
átalakítandó útszakaszok összforgalma a lehető legkisebb legyen. Biztonsági megfontolások miatt
(hiszen a mentők, tűzoltók és rendőrök szabad munkavégzését továbbra is biztosítanunk kell) minden
élre adott egy S tömbben az is, hogy átalakíthatjuk-e azt sétáló utcává. Melyik tanult algoritmust
lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(e log2 e) lépésben meg akarjuk oldani ezt a feladatot?

(a) Algoritmus leírása (pszeudokóddal vagy szöveggel):

Legyenek az élek súlyai a megfelelő útszakaszokon óránként áthaladó autók átlagos száma.
Legyen továbbá G′ az gráf, amit úgy kapunk G-ből, hogy elhagyjuk azokat az éleket, amiket
nem alakíthatunk sétáló utcává. (2 pont)
Keressünk az élsúlyozott G′ gráfban Kruskal algoritmusával egy minimális súlyú feszítőfát.
A kapott feszítőfa éleinek megfelelő útszakaszokat alakítsuk át sétáló utcává. (2 pont)

(b) Algoritmus helyességének bizonyítása:

A sétáló utcává nem alakítható éleket nem használhatjuk, ezért az ilyen éleket elhagyhatjuk,
a többi élt viszont lehet használni. (1 pont)
Ha a főtérről mindenhová el akarunk tudni jutni, akkor az pontosan azt jelenti, hogy a
sétáló utcák gráfjának összefüggőnek kell lennie. (1 pont)
Mivel az autós közlekedést a lehető legkevésbé szeretnénk korlátozni, ezért a sétáló utcák
gráfjának körmentesnek kell lennie, illetve az élek összsúlyának minimálisnak kell lennie.

(1 pont)

(c) Lépésszám meghatározása (indoklással):

A G′ gráfot O(n + e) lépésben le tudjuk gyártani: ehhez végig kell olvasni az éllistát, és a
törlendő éleket ki kell belőle törölni. (1 pont)
A G′ gráfnak legfeljebb annyi éle van, mint G-nek (azaz e′ ≤ e), így a Kruskal-algoritmus
lépésszáma O

(
e′ log2 e

′), azaz O(e log2 e) lesz. (2 pont)
Mivel feltehető, hogy az úthálózatunk összefüggő, ezért e ≥ n − 1, és így ez összesen
O(n+ e) +O(e log2 e) = O(e log2 e) lépés. (0 pont)
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6. Az alábbi táblázat a Dijkstra-algoritmus lefutását mutatja egy G irányított gráfon, melyben minden
él súlya egy pozitív szám. Döntsük el, hogy a G gráfban vezethet-e él

(a) a-ból d-be, (b) d-ből f -be, (c) e-ből f -be,

és ha igen, akkor határozzuk meg az él súlyának az összes lehetséges értékét. Válaszainkat minden
esetben indokoljuk.

a b c d e f
∞ ∞ 0 ∞ ∞ ∞
2 4 0 4 ∞ ∞
2 4 0 3 ∞ ∞
2 4 0 3 ∞ ∞
2 4 0 3 5 7
2 4 0 3 5 7

Az alábbi táblázatban a bekarikázott számú csúcsok kerülnek az adott lépésben a KÉSZ halmaz-
ba, a számok mellé írt csúcsok pedig azt jelölik, hogy melyik csúcsból kilépő él mentén történt
meg a javítás.

a b c d e f

∞ ∞ 0 ∞ ∞ ∞
2 c 4 c 4 c ∞ ∞

4 c 3 a ∞ ∞
4 c ∞ ∞

5 d 7 d

7 d

(3 pont)
A harmadik sorban a d oszlopában szereplő értéket (mivel az 4-ről 3-ra változott) úgy kaptuk,
hogy (az előző lépésben a KÉSZ halmazba került) a csúcsba vezető legrövidebb út hosszához
hozzáadtuk az ad él súlyát. Vagyis a-ból biztosan vezet él d-be, és ennek a súlya 3 − 2 = 1.

(2 pont)
A negyedik sorban az f oszlopában még mindig ∞ szerepel. Vagyis d-ből biztosan nem vezet él
f -be, ellenkező esetben ugyanis (az előző lépésben a KÉSZ halmazba került) d csúcsba vezető
legrövidebb út hossza plusz a df él súlya állna itt a táblázatban. (2 pont)
A hatodik sorban az f oszlopában álló érték nem változott meg. Vagyis lehetséges az is, hogy (az
előző lépésben a KÉSZ halmazba került) e csúcsból nem vezet f -be él, és az is lehetséges, hogy
ugyan vezet e-ből f -be él, de ennek a súlyát az e-be vezető legrövidebb út hosszához hozzáadva
nem kaptunk 7-nél kisebb számot, azaz ekkor az ef él súlya legalább 7− 5 = 2. (1+2 pont)
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1. Elmélet. Írjuk le a kiválasztásos rendezés algoritmusát (szövegesen vagy pszeudokóddal), és bizonyítsuk
be, hogy egy n ≥ 2 darab számot tartalmazó tömb esetén a lépésszáma O(n2).

ciklus: j fut 0-tól (n− 2)-ig
min := T [j]
min_hely := j
ciklus: i fut (j + 1)-től (n− 1)-ig

ha T [i] < min:
min := T [i]
min_hely := i

ciklus vége
csere

(
T [j], T [min_hely]

)
ciklus vége
return T

(4 pont)

A külső ciklus magja O(n)-szer fut le. (1 pont)
A külső ciklus magjában minden alkalommal O(1) lépést teszünk és O(n)-szer lefuttatjuk a belső
ciklus magját (egészen pontosan a (n− 1− j)-szer fut ez le, és n− 1− j ≤ n). (2 pont)
A belső ciklus magjában minden alkalommal O(1) lépést teszünk. (1 pont)
A végén még O(1) lépésben visszaadjuk az eredményt. (0 pont)
Ez összesen

O(n) ·
(
O(1) +O(n) ·O(1)

)
+O(1) = O(n2)

lépés. (2 pont)
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2. Adott egy n ≥ 2 darab különböző számot tartalmazó bináris keresőfa. Adjunk O(n) lépésszámú
algoritmust, ami eldönti, hogy igaz-e, hogy a bináris keresőfában tárolt bármely két szám különbsége
legfeljebb 100.
(a) Algoritmus leírása (pszeudokóddal vagy szöveggel):

1. megoldás.
Írjuk ki a fában tárolt elemeket inorder bejárással. Ha az utolsóként kiírt és az elsőként
kiírt szám különbsége legfeljebb 100, akkor a válaszunk igen, különben pedig nem.

2. megoldás.
A tanult algoritmussal keressük meg a fában tárolt legnagyobb elemet, jelölje ezt a,
valamint a legkisebb elemet, jelölje ezt b. Ha a − b ≤ 100, akkor válaszunk igen,
különben pedig nem.

(3 pont)

(b) Algoritmus helyességének bizonyítása:

Pontosan akkor lesz bármely két elem különbsége legfeljebb 100, ha a legnagyobb és a
legkisebb elem különbsége legfeljebb 100. (2 pont)

1. megoldás.
Az inorder bejárás növekvő sorrendben írja ki a bináris keresőfában tárolt elemeket,
tehát tényleg a legnagyobb és a legkisebb elem különbségét fogjuk leellenőrizni.

2. megoldás.
–

Vagyis az algoritmusunk kimenete helyes. (1 pont)

(c) Lépésszám meghatározása (indoklással):

1. megoldás.
Az inorder bejárás lépésszáma O(n) lépés. Ezután elvégzünk egy kivonást, egy összeha-
sonlítást, majd visszaadjuk az eredményt, ami O(1) lépés. Ez összesen O(n) + O(1) =

O(n) lépés.

2. megoldás.
Mivel a fa magassága O(n), ezért O(n)+O(n) lépésben megtaláljuk az a és a b számokat.
A kivonás, az összehasonlítás és az eredmény visszaadása O(1) lépés. Ez összesen O(n)+

O(1) = O(n) lépés.

(3 pont)
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3. Egy 9-csúcsú, egyszerű, irányított G gráf szélességi bejárása során a csúcsokat az ábécé szerinti sor-
rendjükben értük el; a kapott szélességi fa az ábrán látható. Legfeljebb mekkora lehetett a d csúcs
ki-foka a G gráfban?

a

b

c d e

f g h

i

A d csúcsból nem mehet irányított él a h és az i csúcsokba, ellenkező esetben azokat megláto-
gattuk volna már a d csúcsból. (2+2 pont)
A d csúcsból saját magába sem vezethet irányított él, mivel a gráf egyszerű. (0 pont)
Az összes többi csúcsba viszont vezethet él d-ből (mivel ekkor a szélességi bejárás valóban lefut-
hatna így). (5 pont)
Vagyis a d csúcs ki-foka legfeljebb 6. (1 pont)
(Ha valaki elfeledkezik róla, hogy a d csúcsból a b-ből is vezethetne él, attól ne vonjunk le
pontot.)
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4. Egy hatalmas kastélyban a belső tereket lépcsők bonyolult hálózata köti össze. A kastély lépcsőrend-
szerét egy éllistával adott irányított gráf írja le, melynek csúcsai a kastély különböző belső terei, az
irányított élek pedig az irányításnak megfelelően felfelé haladó lépcsősorok. A kastélynak n darab
belső tere és e darab lépcsősora van. Adott a gráf egy s, illetve egy t csúcsa, amik a kastély bejáratát,
illetve a csillagvizsgáló torony tetejét jelölik. Úgy szeretnénk a bejárattól feljutni a csillagvizsgáló
torony tetejére, hogy mindig csak felfelé lépcsőzzünk, és eközben minél több belső teret csodálhassunk
meg. Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n+ e) lépésben meg akarjuk
oldani ezt a feladatot?

(a) Algoritmus leírása (pszeudokóddal vagy szöveggel):

Keressünk a gráfban leghosszabb utakat az s csúcsból a tanult algoritmus segítségével úgy,
hogy minden él súlyát 1-nek vesszük. Az így kapott st-út megfelelő lesz. (4 pont)

(b) Algoritmus helyességének bizonyítása:

Mivel az irányított élek felfelé vezető lépcsőknek felelnek meg a kastélyban, ezért a gráfban
nem lehetnek irányított körök (hiszen ez azt jelentené, hogy a kastély egy pontjából elin-
dulva lehetne úgy lépcsőzni kizárólag felfelé, hogy ugyanoda jussunk vissza, mint ahonnan
elindultunk). (2 pont)
Vagyis alkalmazhatjuk a tanult leghosszabb útkereső algoritmust. (1 pont)
Mivel minden él súlya 1, ezért az utak hossza az őt alkotó élek számát fogja jelenteni, ami
éppen eggyel kevesebb, mint az úton lévő csúcsok száma, azaz az út során látott belső terek
száma. (1 pont)

(c) Lépésszám meghatározása (indoklással):

A tanult algoritmus lépésszáma éllistás megadás esetén O(n+ e). (2 pont)
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5. (a) Az alábbi éllistával adott, élsúlyozott G gráfban határozzuk meg a c csúcsból az összes többi
csúcsba vezető legrövidebb utak hosszát Dijkstra algoritmusának segítségével, és dokumentáljuk
az algoritmus lépéseit.

(b) Határozzunk meg az algoritmus segítségével egy legrövidebb utat a c csúcsból az e csúcsba.
(Tehát ne csak a hosszát adjuk meg, hanem egy tényleges legrövidebb utat is. A megoldásból
derüljön ki, hogy hogyan határoztuk meg ezt az utat.)

a: b (2), c (5), d (4), f (3);
b: c (1), e (1);
c: a (2), d (7), f (3);
d: c (6), e (1);
e: a (4), c (2), d (3), f (1);
f : a (1), d (5), e (3)

Az alábbi táblázat a Dijkstra-algoritmus lefutását mutatja, ahol minden lépésben az adott sorban
bekarikázott számú csúcs kerül a KÉSZ halmazba, a számok mellé írt csúcsok pedig azt jelölik,
hogy melyik csúcsból kilépő él mentén történt meg a javítás.

a b c d e f

∞ ∞ 0 ∞ ∞ ∞
2 c ∞ 7 c ∞ 3 c

4 a 6 a ∞ 3 c

4 a 6 a 6 f

6 a 5 b

6 a

(5+1 pont)
Tehát az a csúcsba vezető legrövidebb út hossza 2, a b-be 4, a d-be 6, az e-be 5, és az f -be 3.

(1 pont)
A táblázatból kiolvasható, hogy az algoritmus által talált legrövidebb ce útnak az utolsó előtti
csúcsa b, az azelőtti csúcs a, az azelőtti csúcs pedig c. (2 pont)
Vagyis a cabe út egy legrövidebb ce-út. (1 pont)
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6. (a) Az órán tanult algoritmussal határozzuk meg az alábbi gráf egy minimális összsúlyú feszítőfáját,
és dokumentáljuk az algoritmus lépéseit.

(b) Van-e az alábbi gráfnak olyan feszítőfája, aminek a súlya legfeljebb 20?

a b c

d
e

f

g h i

1

4

6

3 3 7 2
2

5 2

4

1 5 3

6 8

(A Kruskal-algoritmus súlyok szerinti növekvő sorrendben vizsgálja az éleket, és a soron követ-
kező élt pontosan akkor választja bele a készülő feszítőfába, ha az nem hoz létre kört az addig
kiválasztott élekkel.)
Egy példa a helyes lefutásra a következő. Az ab, az eh, a cf , és a de éleket kiválasztjuk, ezután
a dh élt nem (mert kört hozna létre a de és eh élekkel). A bd és fi éleket kiválasztjuk, majd az
be és ad éleket nem. Az ef és dg éleket kiválasztjuk, majd az fh, a bc, a gh, a bf , és a hi éleket
nem. (6 pont)
A kapott minimális súlyú feszítőfa összsúlya 1 + 1 + 2 + 2 + 3 + 3 + 4 + 5 = 21. (2 pont)
Vagyis nincs a gráfnak olyan feszítőfája, aminek a súlya legfeljebb 20. (2 pont)
(Természetesen más helyes lefuttatásra is jár a pont.)


