ALGORITMUSOK ES GRAFOK 1. vizsga 2025. december 15.

1. Elmélet. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges egyszeri grafban a cstcsok fokszaméanak az 6sszege egyenls
az élek szamanak kétszeresével.

Amikor a csticsok fokszamait Gsszeadjuk, akkor ehhez az 6sszeghez a graf minden éle kettével
jarul hozzé: egyszer az egyik végpontjanal és egyszer a masiknal szamitodik be az 6sszegbe. Igy

az Osszegzés eredménye valoban az élszam kétszerese. (10 pont)




ALGORITMUSOK ES GRAFOK 1. vizsga 2025. december 15.

2. Egy 7 darab szamot tartalmazé rendezett tombben bindrisan kerestiink egy x egész szémot, és
ekozben az x szamot a 8, 3, 5 elemekkel hasonlitottuk 0ssze ebben a sorrendben. Hatérozzuk meg x
Osszes lehetséges értékét (és indokoljuk meg, hogy x értéke nem lehet mas).

' )

Mivel az xz-et a 8 utan egy 8-nal kisebb szammal, azaz a 3-assal hasonlitjuk Gssze, ezért x < 8.

(2 pont)
Mivel a kdvetkez6 1épésben az x-et egy 3-nél nagyobb szdmmal, azaz az 5-Ossel hasonlitjuk ssze,
ezért x > 3. (2 pont)
A binaris keresés elGszor a tomb kozépsé elemével hasonlitja 6ssze x-et, ezért a kozépss elem a
8, (1 pont)
majd x < 8 miatt a tomb els6 felében folytatja ugyanigy a keresést. (1 pont)

Vagyis a T' tomb a kdvetkezGképpen néz ki.

713158 |77 |7? (1 pont)

A keresés véget ér. Mivel mar tobb szammal nem lehetne méar amugy sem 6sszehasonlitani, ezért

lehetséges, hogy a keresés sikertelen volt (azaz az x elem nincs a tombben). Mivel tudjuk, hogy

T egész, ezért a keresett szam a 4, az 5, a 6 vagy a 7 volt. (3 pont)




ALGORITMUSOK ES GRAFOK 1. vizsga

3. Adott egy n > 2 elemet tarolo binaris kerestfa. Adjunk O(n) lépésszamu algoritmust a faban tarolt

elemek terjedelmének (azaz a legnagyobb és a legkisebb elem kiilonbségének) a meghatéarozasara.

(a) Algoritmus lefrasa (pszeudokoddal vagy szoveggel):

\.

1. megoldas.

Irjuk ki a faban téarolt elemeket inorder bejarassal, és vonjuk ki az utolsénak kiirt szambol

az els6t. Az igy kapott szam lesz a keresett érték.

2. megoldas.

A gyokérbdl indulva lépkedjiink jobbra addig, amig el nem akadunk; legyen az ebben
a csucsban tarolt elem a. A gyokérbdl indulva lépkedjiink balra addig, amig el nem

akadunk; legyen az ebben a cstuicsban téarolt elem b. A keresett érték a — b.

(5 pont)

Algoritmus helyességének bizonyitasa:

1. megoldas.

Az el6adason tanultak szerint az inorder bejaras névekvs sorrendben irja ki az elemeket,
vagyis az utolsonak kiirt szam tényleg a legnagyobb, az elsének kiirt pedig a legkisebb,
és tényleg ezek kiilonbségét kerestiik.

2. megoldas.

Az el6adéson tanultak szerint a faban tarolt legnagyobb elemet tgy talaljuk meg, hogy
a gyokérbdl indulva lépkedjiink jobbra addig, amig el nem akadunk, a legkisebbet pedig
ugy, hogy a gyokérbdl indulva lépkedjiink balra addig, amig el nem akadunk. Vagyis a
valaszunk tényleg helyes.

(2 pont)

(c) Lépésszam meghatéarozasa (indoklassal):

1. megoldas.

Az inorder bejaras lépésszama O(n)

(valamint a kiilonbség kiszamitasa és az eredmény visszaadasa O(1) 1épés, ami Gsszesen
O(n) + O(1) = O(n) lépés).

2. megoldas.

Mivel a fa magassaga O(n), ezért O(n) lépésben megtalaljuk a legjobboldalibb elemet,
valamint O(n) lépésben megtalaljuk a legbaloldalibb elemet

(valamint a kiilonbség kiszamitasa és az eredmény visszaadasa O(1) lépés),
ami Osszesen O(n) + O(n) = O(n) lépés
(avagy O(n) + O(n) + O(1) = O(n) + O(1) lépés).
(3 pont)

2025. december 15.
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4. A 6-csucst, iranyitott, aciklikus G graf csucsait jeldlje a, b, ¢, d, e, f. A graf valamely mélységi
bejarasanal az alabbi mélységi, illetve befejezési szamok adodtak.

a: 2,4; b: 5,2; c: 1,5; d: 6,6; e: 3,1; f:4,3

(a) Lehetséges-e, hogy a G grafban vezet él e-b6l f-be?
(b) Lehetséges-e, hogy a G grafban vezet él d-bél a-ba?
(c) Lehetséges-e, hogy a G grafban vezet él b-bél c-be?

Vélaszainkat indokoljuk.

7

Ekkor a mélységi erd6 a kovetkezéképpen néz ki.

c d
([
a
e f
b

(4 pont)
(a) Mivel az ef él egy korabbi agbol egy késébbibe mutatna, ezért az el6adason tanultak szerint
ilyen él nem lehet G-ben. (2 pont)
(b) Ekkor a da ¢l egy keresztél lenne, ami lehetséges. (2 pont)

(c¢) Mivel G aciklikus (azaz DAG) és a bc €l egy visszaél lenne, ezért ilyen él nem lehet G-ben.
(2 pont)
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5. Szomszédossagi matrixaval adott egy m-cstcsi, irdnyitott, élsilyozott G graf, valamint annak két
csicsa, s és t. Tudjuk, hogy minden él silya pozitiv egész szam. Egy olyan legrévidebb (azaz legkisebb
Osszsilyn) st-utat szeretnénk meghatarozni, amiben minden élstly paros. Melyik tanult algoritmust
lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n?) lépésben meg akarjuk oldani ezt a feladatot?

(a) Algoritmus leirasa (pszeudokoddal vagy széveggel):

Legyen G’ az graf, amit ugy kapunk G-bdl, hogy elhagyjuk a paratlan sulyu éleket. Keres-
siink a G’ grafban Dijkstra algoritmusaval legrovidebb utakat az s csticsbol. Az igy kapott
st-ut megfeleld lesz. (4 pont)

(b) Algoritmus helyességének bizonyitasa:

A paratlan silyta éleket nem szabad hasznalni, ezért azokat elhagyhatjuk, a péros silyu
éleket viszont lehet hasznalni. Mivel minden él siilya pozitiv, ezért hasznalhatjuk a Dijkstra-

algoritmust a legrovidebb utak meghatarozéasara. (2 pont)

(c) Lépésszam meghatarozasa (indoklassal):

7

A G’ grafot O(n?) lépésben le tudjuk gyartani: ehhez végig kell olvasni a szomszédossagi
méatrixot, és a paratlan szamokat at kell irni végtelenre. (2 pont)
A G’ grafnak ugyanannyi cstcsa van, mint G-nek (azaz n’ = n), igy a Dijkstra-algoritmus
lépésszéma O((n')?) = O(n?) lesz. (2 pont)
Ez 6sszesen O(n?) + O(n?) = O(n?) lépés. (0 pont)
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6. Az alabbi gratban hany kiilénboz6 feszitétat talalhat a Kruskal-algoritmus az 0sszes lehetséges lefutasa
soran? (Valaszunkat indokoljuk.)

a 2 b
1
c 1 2
1
d 2 e
A Kruskal-algoritmus el6szor az 1-sulyt, majd pedig a 2-stulyu éleket veszi. (1 pont)

Barmilyen sorrendben is tekinti az algoritmus az 1-stilyu éleket, az elsé kettét mindig bele fogja
valasztani a minimalis koltségii feszitéfaba (hiszen semelyik két 1-stlyt él nem alkot kort), de a
harmadikat mar nem (hiszen a harom 1-silya él méar kort alkotna). (2 pont)
Ezt eddig haromféleképpen teheti meg az algoritmus. (1 pont)
Ha az ad élt kivalasztottuk (és mellé vagy az ac élt, vagy a cd élt), akkor barmilyen sorrendben
is tekinti az algoritmus a 2-sulyu éleket, az els6 kett6t mindig bele fogja valasztani a minimélis
koltségii feszitfaba (hiszen igy még nem jon létre kor a kivalasztott élekbol), de a harmadikat
méar nem (hiszen akkor a 2-sulyu élek az ad éllel egytitt egy 4-hosszu kort alkotnanak).

Ha az ad élt nem valasztottuk ki, akkor az ac és az ad élek lettek kivalasztva. Ekkor barmilyen
sorrendben is tekinti az algoritmus a 2-sulyu éleket, az elsé kett6t mindig bele fogja valasztani
a minimélis koltségt feszitéfaba (hiszen igy még nem jon létre kor a kivalasztott élekbdl), de a
harmadikat mar nem (hiszen akkor a 2-stlyu élek az ac és az ad éllel egyiitt egy 5-hosszu kort
alkotnanak). (4 pont)
Vagyis barmit is valasztott ki az algoritmus az 1-sulyu élek koziil, minden esetben 3-féleképpen

valaszthat ki ezutéan 2-silyu éleket. Ez osszesen 3 -3 = 9 lehet&ség. (2 pont)

(Természetesen azzal is lehet érvelni, hogy az 1-salyu élek kivilasztasa utéan az a,c,d cstucsok
egy komponensbe keriiltek, és a kovetkez6 ketts darab 2-stulyu él kivalasztasa utan a b és az e

cstcesok is bekeriilnek ebbe a komponensbe.)




ALGORITMUSOK ES GRAFOK 2. vizsga 2026. januar 6.

1. Elmélet. Bizonyitsuk be, hogy minden n > 2 cstucsi fanak pontosan n — 1 éle van.

7~

Epitsiik fel a G grafot az n cstcsu iires grafbol fokozatosan gy, hogy minden lépésben egy
tetsz6leges élt huzunk be.

A soron kovetkezs él nem vezethet azonos komponensben 1évé cstucsok kozott, mert akkor kor
jonne létre, ami nem lehet egy faban. Vagyis ez az él két kiilonb6z6 komponensben 1évé csticsot
kot Ossze, és igy pontosan eggyel csokkenti a komponensek szamat.

Vagyis az eljaras elején n komponens volt, a végére G Osszefliggfsége miatt egy komponens lesz.
Mivel minden él behtizasa pontosan eggyel csokkentette a komponensek szadmat, ezért pontosan
n — 1 élt haztunk be.

Tehat G-nek pontosan n — 1 éle van. (10 pont)
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2. Adott egy n > 2 elemet téarold, nem feltétlentil rendezett témb. Adjunk O(nlog,n) lépésszamu
algoritmust a tombben tarolt elemek medianjanak a meghatérozasara. (A median a rendezés szerint
a kozépsd elem, illetve paros sok elem esetén a kozépss két elem atlaga.)

(a) Algoritmus lefrasa (pszeudokoddal vagy szoveggel):

Rendezziik a tombot Osszefésiiléses rendezéssel. (1+2 pont)
Ha n paratlan, akkor a valasz a rendezett T' tomb kozépsé eleme, azaz T[”T_l}, ha pedig n
paros, akkor a két kozépss elem atlaga, azaz (T[% — 1] + T[%])/2 (1 pont)

(b) Algoritmus helyességének bizonyitésa:

7

A median definicioja szerint az algoritmus kimenete jo. (2 pont)

(c) Lépésszam meghatarozasa (indoklassal):

Az Gsszeféstiléses rendezés lépésszama O(n log, n) 1épés, (2 pont)
a végeredmény meghatarozasa ¢és visszaadasa pedig O(1) lépés. (1 pont)
Ez 6sszesen O(nlogyn) + O(1) = O(nlogyn) 1épés. (1 pont)
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3. Egy kezdetben iires, 7-méretd hash-tablaba nyilt cimzéssel, a h(K) = K (mod 7) hash-fliggvényt és
lineéris probat hasznalva szirtunk be néhany egész szamot. Ezutan toroltiink egy elemet a 0-s indexti
cellabol, majd beszurtunk valahova még egy elemet. Ekkor az alabbi hash-tablat kaptuk. A tabldban
jelenleg tarolt elemek mindegyikérdl dontsiik el, hogy lehetett-e a legutoljara (azaz a torlés utan)
beszurt elem.

(Ha lehetett, akkor mutassunk egy példat arra, hogy hogyan kaphattuk meg ezt az allapotot. Ha nem
lehetett, akkor indokoljuk meg, hogy miért nem.)

12 3 4 5 6
[« 8] [ [ [18]1

|

Az 1-es nem lehetett, mert kiilonben a h(1) = 1-es indexi cellaban torténd titkzés utan a 0-s
indexti cellaba szurtuk volna be. (2 pont)
A 8-as nem lehetett, mert kiilonben korabban az l-est a h(1) = l-es indexi cellaba szurtuk
volna be (litk6zés nélkiil). (3 pont)
A 13-as lehetett ez az elem, példaul a kovetkezSképpen. (1 pont)
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(4 pont)
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4. Szomszédossagi matrixaval adott az alabbi irdnyitott G graf a vy, ..., vg cstcsokon.

— o O O o O
SO O OO
OO oo oo
el eloll S o
_ o O O = O
O OO = = O

(a) Futtassuk le a mélységi bejarast a G grafon ugy, hogy minden dontési helyzetben a legkisebb
indexd cstcsot valasztjuk.

(b) Adjuk meg a csucsok mélységi és befejezési szamat is.

(c) Osztalyozzuk a G graf osszes élét.

7~

A fekete élek a faélek, és ezek alkotjak a mélységi erdét. A zarojelben szerepld szamok koziil az

els6 az adott cstics mélységi szama, a masodik pedig a befejezési szama.

U1 (1§ 5) U3
(6;6)

(4+3+4 pont)
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5. Szomszédossagi matrixaval adott egy n-cstcsu, irdnyitott, élsilyozott G graf, melyben minden élsily
pozitiv. A graf minden csiicsa piros vagy zold, és a csticsok szinei egy, a csiicsokkal indexelt S témbben
adottak. Adott tovabba a grafban két kijelolt cstics, s és t. Olyan legrévidebb utat keresiink s-bél
t-be, amelyen felvaltva szerepelnek piros és zold csticsok. Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni,

hogyan és miért, ha O(n?) lépésben meg akarjuk oldani ezt a feladatot?

(a)

Algoritmus leirdsa (pszeudokoddal vagy szoveggel):

2026. januar 6.

Legyen G’ az graf, amit tgy kapunk G-bdl, hogy elhagyjuk az Osszes olyan élt, aminek a
két végpontja azonos szint. Keressiink a G’ grafban Dijkstra algoritmuséaval legrévidebb

utakat az s cstcesbol. Az igy kapott st-ut megfelels lesz. (4 pont)

\

Algoritmus helyességének bizonyitasa:

Piros cstcsbol pirosba, illetve zold csticsbol zoldbe nem szabad 1éphetiink, ezért az ilyen
éleket elhagyhatjuk, a tobbi élt viszont lehet hasznalni. Mivel minden él sulya pozitiv, ezért

hasznalhatjuk a Dijkstra-algoritmust a legrovidebb utak meghatarozasara. (2 pont)

Lépésszam meghatéarozasa (indokléassal):

~

A G’ grafot O(n?) lépésben le tudjuk gyartani: ehhez végig kell olvasni a szomszédossagi
matrixot, és a torlends élek sulyat at kell irni végtelenre. (2 pont)
A G’ grafnak ugyanannyi cstcsa van, mint G-nek (azaz n’ = n), igy a Dijkstra-algoritmus
lépésszéma O((n/)?) = O(n?) lesz. (2 pont)

Ez 6sszesen O(n?) + O(n?) = O(n?) lépés. (0 pont)
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6. Az alabbi élstlyozott grafban minden él stulya egy pozitiv egész szam. Hatarozzuk meg x és y Osszes le-
hetséges értékét, amire a vastagon rajzolt élek egy minimalis 6sszstlyt feszit6fat alkotnak. (Indokoljuk
meg azt is, hogy mas értékek miért nem lehetségesek.)

A baloldali feszitéfa Gsszstilya y + 4, a jobboldalié pedig x + 5.

Mivel a feladatbeli feszit6fa minimalis 6sszkoltségi, ezért x +y+3 <y+4ésx+y+3 <z +5.
Tehat z <1 ésy < 2.

Mivel = és y pozitiv egészek, ezért x =1 és y € {1, 2}. (6 pont)
Haxz =1¢ésy =1, vagy ha x = 1 és y = 2, akkor a Kruskal-algoritmust az ac, bc, ab, cd, de, bd,
ce élsorrendre futtatva éppen a feladatbeli feszitéfat fogja kivalasztani, vagyis mindkét esetben

a feladatbeli feszit6fa valoban minimélis 6sszkoltség. (4 pont)
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1. Elmélet. Bizonyitsuk be, hogy egy n > 2 darab szamot tartalmazo6 rendezett témbben a binaris keresés
lépésszama O(log, n).

7

Jelolje k az 6sszehasonlitasok szémat.

— Kezdetben a tomb meérete n.

Az els6 Osszehasonlitas utan a még vizsgalando tomb mérete mar legfeljebb csak n/2,

— a masodik 6sszehasonlitas utan legfeljebb n/4,

a harmadik Gsszehasonlitas utan legfeljebb n/8,

a k-adik &sszehasonlitas utén legfeljebb n/2".
A k-adik 6sszehasonlitast még azért végeztiik el, mert elGtte a vizsgaland6 tomb mérete legalabb

1 volt, azaz

9k—1 = 1

teljesiilt. Ezt atrendezve
n Z 2]671

adodik. Mivel a 2-es alapi logaritmus-fliggvény szigortt monoton noévekvs, ezért
logon >k —1,

azaz
k <logsn + 1.

Vagyis a binaris keresésnek O(log,n) darab fazisa van, és minden fazisban O(1) lépést végziink
(az Osszehasonlitéast, és az értékadasokat a tovabbiakban vizsgalandd tomb és annak kozépsd
elemének nyilvantartasahoz), majd az algoritmus egy eredmény-visszaadassal ér véget, ami O(1)
lépés. Ez 6sszesen

O(logyn) - O(1) + O(1) = O(logy n)

lépés. (10 pont)
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2. Egy n > 2 darab csupa kiilonb6z6 egész szamot tarold binéris kereséfa gyokerében tarolt szam olvas-
hatatlanna valt. Adott még ezen kiviil egy olyan s egész szdm, amirdl tudjuk, hogy nincsen benne
a binaris kereséfaban. Adjunk O(n) lépésszamu algoritmust annak eldontésére, hogy lehetett-e s a
gyokérben tarolt elem.

(a) Algoritmus lefrasa (pszeudokoddal vagy szoveggel):

7

1. megoldas.
Irjuk ki a faban téarolt elemeket inorder bejarassal gy, hogy a gyokérben szerepls ol-
vashatatlan szdm helyére x-ot irunk. Ha a * el6tti szamok mindegyike kisebb s-nél, a *
uténi szamok mindegyike pedig nagyobb s-nél, akkor lehetett s a gyokérben tarolt elem,
kiilonben viszont nem. (Valojaban elég kozvetlentil a * el6tt, illetve utan allo szamra
ellendrizni, hogy kisebb-e, illetve nagyobb-e s-nél.)

2. megoldas.
A tanult algoritmussal keressiik meg a bal részfa legnagyobb elemét, jeldlje ezt a, va-
lamint a jobb részfa legkisebb elemét, jelolje ezt b. Ha a < s < b, akkor lehetett s a

gyokérben tarolt elem, kiilonben viszont nem.
(8 pont)

(b) Algoritmus helyességének bizonyitésa:

Az a kérdés, hogy s-et a gyokérbe képzelve teljesiil-e a kereséfa-tulajdonsag, azaz a bal részfa
minden eleme kisebb-e, a jobb részfa minden eleme pedig nagyobb-e, mint s. (2 pont)
1. megoldas.
Az inorder bejaras elGszor a bal részfa elemeit irja ki, majd a gyokérben tarolt elemet,
és végiil a jobb részfa elemeit.
2. megoldas.
A bal részfa legnagyobb eleme a, a jobb részfa legkisebb eleme pedig b. Az s szam
pontosan akkor lesz nagyobb a bal részfa minden eleménél, ha a bal részfa legnagyobb
eleménél, azaz a-nal nagyobb. Hasonléan, s pontosan akkor lesz kisebb a jobb részfa
minden eleménél, ha b-nél kisebb.

Vagyis az algoritmusunk kimenete helyes. (2 pont)

.

(c) Lépésszam meghatéarozasa (indoklassal):

7

1. megoldas.
Az inorder bejaras lépésszama O(n). Az Gsszehasonlitasok és az eredmény visszaadasa
O(n) + O(1) lépés. Ez 6sszesen O(n) + O(n) + O(1) = O(n) lépés.

2. megoldas.
Mivel a fa magassaga O(n), ezért O(n)+O(n) lépésben megtalaljuk az a és a b szamokat.

A két 6sszehasonlitas és az eredmény visszaadasa O(1) lépés. Ez 6sszesen O(n)+O(n)+
O(1) = O(n) lépés.

(3 pont)
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3. Az alabbi élstlyozott grafban hatarozzuk meg a b csticsbdl az 6sszes tobbi cstcsba vezets leghosszabb
utak hosszat az 6réan tanult algoritmus segitségével, és dokumentaljuk az algoritmus 1épéseit.

(Mivel a graf aciklikus, ezért alkalmazhato az 6ran tanult algoritmus a leghosszabb utak meg-
hatérozasara.)

A forrastorléses modszerrel vagy egy mélységi bejaras meghatarozzuk a graf csicsainak egy
topologikus sorrendjét: e, b, ¢, a, f, d, g. (2 pont)
A topologikus sorrendben haladva minden cstcsra kiszamitjuk a b cstiicsbol oda vezetd leg-
hosszabb 1t hosszét. (1 pont)
A topologikus sorrendben a b cstcs el6tt all6 minden csicsba, azaz ebben az esetben az e-be
vezetd leghosszabb 1t hossza —oo. A b cstcsba vezetd leghosszabb 1t hossza 0. (2 pont)
A ¢ csticsba (csak a b cstucsbol vezet él, ezért a c-be) vezetd leghosszabb 1t hossza 0 4+ 3 = 3.
Az a cstcsba (a b és a ¢ csuesbol is vezet él, ezért az a-ba) vezets leghosszabb ut hossza
max{0+ 5,3+ 1} = 5.

Hasonloan, az f cstcsba vezets leghosszabb 1t hossza max{3 + 5, —oco 4+ 2} = 8.

A d csicsba vezetd leghosszabb 1t hossza max{5 + 2,3+ 5} = 8.

A g csicsba vezetd leghosszabb at hossza max{3 + 7,8 + 1,8 + 6} = 14. (5 pont)
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4. Az alabbi iranyitott grafon tgy futtattuk a szélességi bejarast, hogy kozben nem feltétleniil ragasz-
kodtunk az &dbécé szerinti sorrendhez. Lehetséges-e, hogy ekkor a szélességi bejaras a cstucsokat a
kovetkezd sorrendekben jarja be? Ha igen, akkor egészitsiik ki a sorozatot a hidnyzé csticsok neveivel
és adjuk meg a bejarashoz tartozo szélességi fat. Ha nem, akkor indokoljuk meg, hogy ez miért nem
lehetséges.

(a) d7|:|7fﬂc7|:|7|:|7|j (b>d7|j7f7g7|:|7|:,7|:|

A szélességi bejaras a d csuesbol indult, (1 pont)
és ezutan a d szomszédait, azaz b-t és f-et, latogatta meg valamilyen sorrendben. Igy mivel az

(a) és a (b) kérdésben is az f a harmadikként bejart csics, ezért a méasodikként bejart csics

biztosan a b volt. (2 pont)
Ezutan a szélességi bejards a b cstics még bejaratlan szomszédait, azaz a-t és g-t latogatja meg
valamilyen sorrendben. Tehat az (a) kérdésben szerepld sorrend nem lehetséges, (2 pont)
a (b) kérdésben szerepld sorrend negyedik csicsa pedig az a. (1 pont)

Ezutan a szélességi sorrend az f csics még bejaratlan szomszédait, azaz a c-t latogatja meg,
majd a g csiics még bejaratlan cstucsait, azaz e-t latogatja meg. (1 pont)

Az a, ¢ és e csucsoknak (ebben a sorrendben megvizsgalva) mar nincsen bejaratlan szomszédja,

és a grafban sincs mar bejaratlan cstucs, tehat az algoritmus véget ér. (0 pont)
A (b) kérdésbeli sorrend tehét d, b, f, g, a, ¢, e. (0 pont)
A (b) kérdésbeli szélességi fa a kovetkezsképpen néz ki.
d
b /\ f
g a c

ce

(3 pont)
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5. Egy varos uthalozatat egy éllistaval adott irdnyitatlan graf irja le, ahol a csticsok a csomdpontok, az élek
pedig a csomopontok kozt vezets kozvetlen tutszakaszok. Minden élre adott, hogy az adott Gtszakaszon
oranként atlagosan hany auté halad at. Adott a graf egy s csicsa, ami a fGteret jeloli. Néhény
utszakaszt szeretnénk sétald utcava atalakitani ugy, hogy a f6térrél minden méas csomopont elérhetd
legyen kizarolag sétalo utcakon keresztiil (de autéval nem kell tudnunk mindenhovéa eljutni). Ekézben
az autos kozlekedést minél kevésbé szeretnénk korlatozni, ezért az a célunk, hogy a sétalé utcava
atalakitando utszakaszok Osszforgalma a lehetd legkisebb legyen. Biztonsdgi megfontolasok miatt
(hiszen a mentdk, tiizoltok és rendsrok szabad munkavégzését tovabbra is biztositanunk kell) minden
élre adott egy S tombben az is, hogy atalakithatjuk-e azt sétald utcava. Melyik tanult algoritmust
lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(elog, e) 1épésben meg akarjuk oldani ezt a feladatot?

(a) Algoritmus leirasa (pszeudokoddal vagy széveggel):

Legyenek az élek sulyai a megfelel§ utszakaszokon éranként athaladé autok atlagos széma.
Legyen tovabba G’ az graf, amit ugy kapunk G-bdl, hogy elhagyjuk azokat az éleket, amiket
nem alakithatunk sétalo utcava. (2 pont)
Keressiink az élstulyozott G’ grafban Kruskal algoritmuséval egy minimaélis stulyt feszit6fat.

A kapott feszit6fa éleinek megfelels utszakaszokat alakitsuk at sétalo utcava. (2 pont)

(b) Algoritmus helyességének bizonyitésa:

A sétalo utcava nem alakithato éleket nem hasznélhatjuk, ezért az ilyen éleket elhagyhatjuk,
a tobbi élt viszont lehet hasznalni. (1 pont)
Ha a fétérrél mindenhova el akarunk tudni jutni, akkor az pontosan azt jelenti, hogy a
sétalo utcak grafjanak osszefiiggének kell lennie. (1 pont)
Mivel az autos kozlekedést a lehets legkevésbé szeretnénk korlédtozni, ezért a sétalo utcak

grafjanak kormentesnek kell lennie, illetve az élek Gsszsilyanak minimaéalisnak kell lennie.
(1 pont)

\. .

(c) Lépésszam meghatéarozasa (indoklassal):

A G’ grafot O(n + e) 1épésben le tudjuk gyartani: ehhez végig kell olvasni az éllistat, és a
torlendd éleket ki kell belgle torolni. (1 pont)
A G’ grafnak legfeljebb annyi éle van, mint G-nek (azaz ¢’ < e), igy a Kruskal-algoritmus
lépésszama O(e’ log, e’), azaz O(elog, e) lesz. (2 pont)
Mivel feltehetd, hogy az uthalozatunk Osszefliges, ezért e > n — 1, és igy ez Osszesen
O(n+ e) + O(elog, €) = O(elog, e) 1épés. (0 pont)
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6. Az alabbi tablazat a Dijkstra-algoritmus lefutasat mutatja egy G irdnyitott grafon, melyben minden
él sulya egy pozitiv szam. Dontsiik el, hogy a G grafban vezethet-e él

(a) a-bol d-be, (b) d-bél f-be, (c) e-bsl f-be,

és ha igen, akkor hatarozzuk meg az él stulydnak az Osszes lehetséges értékét. Valaszainkat minden
esetben indokoljuk.

NN
R e e R o
W w W w ok R
oo g g8 d|n
~ 888 8

S O OO DO DO On

Az alabbi tablazatban a bekarikazott szamu csticsok keriilnek az adott lépésben a KESZ halmaz-
ba, a szamok mellé irt csicsok pedig azt jelolik, hogy melyik cstcsbol kiléps él mentén tortént

meg a javitas.

a b c d e f
00 00 @ 00 00 00
@c 4 c 4 c 00 00
4c @a 00 00

@c 00 00
(B)d| 74

(7)d

(3 pont)
A harmadik sorban a d oszlopaban szerepls értéket (mivel az 4-r6l 3-ra valtozott) gy kaptuk,
hogy (az el6z6 1épésben a KESZ halmazba keriilt) a csticsba vezetd legrévidebb it hosszahoz
hozzaadtuk az ad él silyat. Vagyis a-bol biztosan vezet él d-be, és ennek a silya 3 — 2 = 1.

(2 pont)
A negyedik sorban az f oszlopaban még mindig oo szerepel. Vagyis d-bél biztosan nem vezet él
f-be, ellenkezé esetben ugyanis (az el6z6 1épésben a KESZ halmazba keriilt) d cstcsba vezetd
legrovidebb ut hossza plusz a df él sulya allna itt a tablazatban. (2 pont)
A hatodik sorban az f oszlopaban 4ll6 érték nem véltozott meg. Vagyis lehetséges az is, hogy (az
el6z6 1épésben a KESZ halmazba keriilt) e csticsbol nem vezet f-be él, és az is lehetséges, hogy
ugyan vezet e-bél f-be él, de ennek a silyat az e-be vezetd legrovidebb it hosszahoz hozzaadva

nem kaptunk 7-nél kisebb szamot, azaz ekkor az ef él silya legalabb 7 — 5 = 2. (1+2 pont)
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1. Elmélet. Irjuk le a kivalasztasos rendezés algoritmusat (szovegesen vagy pszeudokéddal), és bizonyitsuk
be, hogy egy n > 2 darab szamot tartalmazé tomb esetén a lépésszama O(n?).

ciklus: j fut 0-t6l (n — 2)-ig
min = T'[j]
min_hely = j
ciklus: ¢ fut (j + 1)-tél (n — 1)-ig
ha T'[i] < min:
min = T[]
min_hely =1
ciklus vége
csere(T'[j], T'[min_hely])
ciklus vége

return T’
(4 pont)
A kiils6 ciklus magja O(n)-szer fut le. (1 pont)
A kiils6 ciklus magjaban minden alkalommal O(1) 1épést tesziink és O(n)-szer lefuttatjuk a belss
ciklus magjat (egészen pontosan a (n — 1 — j)-szer fut ez le, ésn—1—j <n). (2 pont)
A bels6 ciklus magjaban minden alkalommal O(1) 1épést tesziink. (1 pont)
A végén még O(1) lépésben visszaadjuk az eredményt. (0 pont)

Ez 6sszesen
O(n) - (0(1) +O(n) - O(l)) +0(1) = O(n2)
lépés. (2 pont)
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2. Adott egy n > 2 darab kiillonb6z8 szamot tartalmazo binaris kereséfa. Adjunk O(n) lépésszamu

algoritmust, ami eldonti, hogy igaz-e, hogy a binaris kereséfaban tarolt barmely két szam kiilonbsége
legfeljebb 100.

(a) Algoritmus leirasa (pszeudokoddal vagy szoveggel):

1. megoldas.
Irjuk ki a faban tarolt elemeket inorder bejarassal. Ha az utolsoként kiirt és az elséként
kifrt szam kiilénbsége legfeljebb 100, akkor a valaszunk igen, kiilonben pedig nem.

2. megoldas.
A tanult algoritmussal keressiik meg a faban téarolt legnagyobb elemet, jeldlje ezt a,
valamint a legkisebb elemet, jelolje ezt b. Ha a — b < 100, akkor valaszunk igen,

kiilénben pedig nem.
(8 pont)

(b) Algoritmus helyességének bizonyitésa:

Pontosan akkor lesz barmely két elem kiilonbsége legfeljebb 100, ha a legnagyobb és a
legkisebb elem kiilonbsége legfeljebb 100. (2 pont)
1. megoldas.
Az inorder bejaras novekvd sorrendben irja ki a binéris keresGfaban téarolt elemeket,
tehat tényleg a legnagyobb és a legkisebb elem kiilonbségét fogjuk leellendrizni.
2. megoldas.

Vagyis az algoritmusunk kimenete helyes. (1 pont)

(c) Lépésszam meghatarozasa (indoklassal):

1. megoldas.
Az inorder bejaras lépésszama O(n) lépés. Ezutan elvégziink egy kivonast, egy Gsszeha-
sonlitast, majd visszaadjuk az eredményt, ami O(1) lépés. Ez 6sszesen O(n) + O(1) =
O(n) lépés.

2. megoldas.
Mivel a fa magassaga O(n), ezért O(n)+O(n) lépésben megtalaljuk az a és a b szamokat.

A kivonas, az 6sszehasonlitas és az eredmény visszaadasa O(1) 1épés. Ez 6sszesen O(n)+

O(1) = O(n) lépés.

(8 pont)
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3. Egy 9-csucsi, egyszeri, iranyitott G graf szélességi bejarasa sorédn a csiicsokat az abécé szerinti sor-
rendjiikben értiik el; a kapott szélességi fa az abran lathato. Legfeljebb mekkora lehetett a d cstics
ki-foka a G grafban?

A d cstcsbol nem mehet irdnyitott él a h és az i csiicsokba, ellenkezs esetben azokat meglato-
gattuk volna mar a d cstcsbol. (2+2 pont)
A d cstuicsbol sajat magéba sem vezethet iranyitott él, mivel a graf egyszert. (0 pont)
Az 6sszes tobbi csticsba viszont vezethet él d-bél (mivel ekkor a szélességi bejaras valoban lefut-
hatna igy). (5 pont)
Vagyis a d csucs ki-foka legfeljebb 6. (1 pont)
(Ha valaki elfeledkezik rola, hogy a d csicsbol a b-bdl is vezethetne él, attél ne vonjunk le

pontot.)
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4. Egy hatalmas kastélyban a bels6 tereket 1épcsék bonyolult halézata koti 6ssze. A kastély 1épcsérend-
szerét egy éllistaval adott iranyitott graf irja le, melynek csiicsai a kastély kiilonb6zd belsd terei, az
irdnyitott élek pedig az iranyitasnak megfelelGen felfelé halad6 1épcsésorok. A kastélynak n darab
belsé tere és e darab 1épcsdsora van. Adott a graf egy s, illetve egy t cstcsa, amik a kastély bejaratat,
illetve a csillagvizsgalo torony tetejét jelolik. Ugy szeretnénk a bejarattol feljutni a csillagvizsgald
torony tetejére, hogy mindig csak felfelé lépcsézziink, és ekdzben minél tobb belss teret csodalhassunk
meg. Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n + e) 1épésben meg akarjuk
oldani ezt a feladatot?

(a) Algoritmus leirasa (pszeudokoddal vagy szoveggel):

Keressiink a grafban leghosszabb utakat az s cstcsbol a tanult algoritmus segitségével ugy,

hogy minden él sulyat 1-nek vessziik. Az igy kapott st-tut megfelels lesz. (4 pont)

(b) Algoritmus helyességének bizonyitésa:

Mivel az iranyitott élek felfelé vezets 1épcesGknek felelnek meg a kastélyban, ezért a grafban
nem lehetnek iranyitott korok (hiszen ez azt jelentené, hogy a kastély egy pontjabol elin-
dulva lehetne ugy 1épcsézni kizarolag felfelé, hogy ugyanoda jussunk vissza, mint ahonnan
elindultunk). (2 pont)
Vagyis alkalmazhatjuk a tanult leghosszabb tutkeresd algoritmust. (1 pont)
Mivel minden él stlya 1, ezért az utak hossza az 6t alkoto élek szamat fogja jelenteni, ami
éppen eggyel kevesebb, mint az titon 1évé csticsok szdma, azaz az at soran latott belsé terek

szédma. (1 pont)

. J

(c) Lépésszam meghatéarozasa (indoklassal):

A tanult algoritmus lépésszama éllistas megadas esetén O(n + e). (2 pont)
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5. (a) Az alabbi éllistaval adott, élsilyozott G gratban hatarozzuk meg a ¢ csicsbol az Gsszes tobbi
cstcsbha vezetd legrovidebb utak hosszat Dijkstra algoritmusanak segitségével, és dokumentaljuk
az algoritmus lépéseit.

(b) Hatarozzunk meg az algoritmus segitségével egy legrovidebb utat a ¢ cstucsbdl az e csticsba.
(Tehat ne csak a hosszat adjuk meg, hanem egy tényleges legrévidebb utat is. A megoldasbol
deriiljon ki, hogy hogyan hataroztuk meg ezt az utat.)

a: b(2), c(5), d4), [f@)
b: c(1), e(l);

¢ a(2), d(7), [f3)

d: ¢ (6), e(l);

e a (4)7 c (2)7 d (3)a f (1);
froa(l), d), e(3)

Az alabbi tablazat a Dijkstra-algoritmus lefutasat mutatja, ahol minden 1épésben az adott sorban
bekarikazott szamu cstcs keriil a KESZ halmazba, a szamok mellé irt cstcsok pedig azt jelolik,

hogy melyik csticsbol kiléps él mentén tortént meg a javitas.

a b c d e f
00 00 @ 00 00 00
@c 00 Tec 00 3e

4a 6a | oo |(B)e

@a 6 a

6 a

®«

(@)
~

e

(5+1 pont)
Tehat az a csicsba vezetd legrovidebb at hossza 2, a b-be 4, a d-be 6, az e-be 5, és az f-be 3.
(1 pont)

A tablazatbol kiolvashato, hogy az algoritmus altal talalt legrovidebb ce utnak az utolso el6tti
csucsa b, az azelGtti csiics a, az azel6tti csics pedig c. (2 pont)

Vagyis a cabe ut egy legrovidebb ce-tut. (1 pont)




ALGORITMUSOK ES GRAFOK 4. vizsga 2026. januar 20.

6. (a) Az o6ran tanult algoritmussal hatéarozzuk meg az alabbi graf egy minimalis sszstlyu feszit6fajat,
és dokumentaljuk az algoritmus lépéseit.

(b) Van-e az alabbi grafnak olyan feszitéfaja, aminek a sulya legfeljebb 207

(A Kruskal-algoritmus stlyok szerinti névekvé sorrendben vizsgélja az éleket, és a soron kovet-
kez6 élt pontosan akkor vélasztja bele a késziil§ feszitéfaba, ha az nem hoz létre kort az addig
kivalasztott élekkel.)

Egy példa a helyes lefutésra a kovetkezs. Az ab, az eh, a cf, és a de éleket kivalasztjuk, ezutan
a dh élt nem (mert kort hozna létre a de és eh élekkel). A bd és fi éleket kivalasztjuk, majd az
be és ad éleket nem. Az ef és dg éleket kivalasztjuk, majd az fh, a be, a gh, a bf, és a hi éleket

nem. (6 pont)
A kapott minimaélis sulyu feszitéfa osszsulya 1 +1+2+2+3+3+4+5=21. (2 pont)
Vagyis nincs a grafnak olyan feszitéfaja, aminek a silya legfeljebb 20. (2 pont)

(Természetesen mas helyes lefuttatasra is jar a pont.)




