Algoritmusok és grafok - 1. vizsga
2023. december 19.

A VALASZOKAT INDOKOLNI KELL. Hivatkozni csak az eléaddson tanultakra lehet.

. Egy irdnyitott, élsilyozott G gratban a csicsok d,a,e,c, b, f sorrendje topologikus sorrend. FEzen
topologikus sorrenddel alkalmazzuk a DAG-ban hasznalhaté tanult eljarast az a cstcsbdl induld
legrovidebb utak meghatarozasara.

(a) Mennyi tavolsdg[d] és tavolsagla] értéke és miért?

(b) A d,a,e,c, f csticsok koziil melyekbdl vezethet 3 silyd él b-be és melyekbdl biztos, hogy nem
vezet ilyen sulyu él, ha az algoritmus az e, ¢, d csicsokra az alabbi tavolsagokat szamolta ki (az f
cstcs tavolsagat nem tudjuk): tavolsagle] = —5, tdvolsag|c] = 7, tavolsaglb] = 97

. Tekintsiik a 3,10, 8, x, 5, 12 tombot, ahol x egy mashol el6 nem forduld pozitiv egész szamot jelol.
(a) Van-e olyan lehetséges értéke z-nek, amikor a fenti tombot beszirdsos rendezéssel rendezve
pontosan 4 csere torténik? Ha van, akkor elég egy ilyen z-et megadni (persze indoklassal), nem kell
az Osszeset megkeresni. Ha pedig nincs ilyen x, akkor ezt kell megindokolni.

(b) Van-e olyan lehetséges értéke z-nek, amikor a fenti tombot kivalasztésos rendezéssel rendezve
pontosan 4 csere torténik? Ha van, akkor elég egy ilyen z-et megadni (indokldssal), nem kell az
osszeset megkeresni. Ha pedig nincs ilyen x, akkor ezt kell megindokolni.

. Egy 7 méretii hash tablaba 7 kulcsot szturtunk be nyilt cimzéssel, linearis prébaval, a hasznalt hash
fiiggvény a h(K) = K maradéka 7-tel osztva fliggvény volt és az alabbi tablat kaptuk. (A linedris
préba lefele indul.) Térlés nem tortént.

(a) A tomb minden elemérél dontse el, hogy lehetett-e ez az elsének beszirt szam és ahol lehetett,
ott adjon is meg egy megfelel6 sorrendet.

(b) A tomb minden elemérél dontse el, hogy lehetett-e ez az utolsénak beszurt szam és ahol lehetett,
ott adjon is meg egy megfelel6 sorrendet.
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. Egy hat cstucsu iranyitott G graf csucsait egy mélységi bejaras a, e, b, ¢, d, f sorrendben jarja be, a
befejezési szamok pedig ezek: a: 6; b: 1; ¢: 3; d: 2; e: 4; f: 5.

(a) Rajzolja fel a bejarashoz tartozo feszit6fat (azaz a felfedez6 élek fajat). Ezt most kivételesen nem
kell indokolni.

(b) Lehetséges-e, hogy a G grifban van él d-bél e-be? Itt mar kell indoklés is!

(c) Lehetséges-e, hogy a G grafban van él d-bél f-be? Itt mér kell indoklés is!

. A T[0: n— 1] rendezett tombben a 0,1,2,...,n — 2 értékek fordulnak el ugy, hogy az egyik
érték kétszer szerepel, a tobbi pedig pontosan egyszer. Adjon O(logn) 1épésszamu eljérdst a dupldan
el6forduld szam megkeresésére. (Nem kell pszeudokdd, elég egy pontos, szoveges leirds.)

. Szomszédossagi matrixaval adott egy varos uthalézatanak élsilyozott, iranyitatlan grafja: a csicsok
a csomopontok, az élek a csomépontok kozotti kozvetlen utak, az élek sulya pedig a az adott
utvonal hosszat adja meg méterben. A varosban 5 postahivatal van, ahol levelet lehet feladni,
ezek mindegyike egy-egy csomépontban van. Az A csomoépontban levo lakdasunkbdl szeretnénk a B
csomépontban levd egyetemig eljutni rollerrel tgy, hogy kozben beugrunk valamelyik postara feladni
egy levelet és a lehetd legkevesebbet akarunk rollerezni (végig rollerrel megytink).

Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n?) 1épésben meg akarjuk hatdrozni,
hogy merre menjiink (vagyis nem csak az 1t hossza kell, hanem maga az ttvonal is)? (A szokasos
moédon n a csomépontok szamét jeldli.)
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2024. januar 9.

A VALASZOKAT INDOKOLNI KELL. Hivatkozni csak az eléaddson tanultakra lehet.

. Az aldbbi szomszédossagi matrix egy hat
csucsu, nem élsulyozott iranyitott grafot ir le.
Van-e olyan lehetséges értéke z-nek, amikor
ebben a grafban a cstcsok 6,5,3,1,2,4 sor-
rendje topologikus sorrend? Ha nincs, akkor
indokolja meg ezt, ha pedig lehetséges, akkor
adja meg az 0sszes olyan értékét x-nek, amikor
a 6,5,3,1,2,4 sorrend topologikus sorrend.
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. Az alabbi szomszédossagi lista altal adott
irdnyitatlan grafban, ahol az y élsily nem is-
mert, futtatjuk az a csticsbdl a Prim algoritmust
és azt tapasztaljuk, hogy az ac, ce, ed, cf, be élek
keriilnek be a minimalis feszit6faba, ebben a
sorrendben. Bizonyitsa be, hogy y értéke csak
2 lehet.
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. A9 7,12,20,6,1, 2,5 tombot rendezziik Osszefésiiléses rendezéssel. Adjon meg egy olyan, a tombben
mashol el6 nem fordul6 z értéket, amikor a rendezés soran pontosan 16 Osszehasonlitds torténik (és
persze indokolja is, hogy ez a z miért j6.)

. Egy hat csticst irdnyitatlan G gréaf cstcsot szélességi bejardssal (BFS) jarunk be az A csticsbdl és
ekozben a feszitéfaba az AD, AE, DB, DC, EF élek keriilnek be ebben a sorrendben.

(a) Lassa be, hogy nem lehetséges az, hogy ebben a G grafban a mélységi bejarast (DFS) az A
csucsbol futtatva ugyanezek az élek ugyanebben a sorrendben keriiljenek be a feszitéfaba.

(b) Adjon példét egy olyan G grafra, amiben van olyan A csiicsbdl inditott szélességi bejaras (BFS)
aminél a feszitofaba a fenti AD, AE, DB, DC, EF élek kertilnek be ebben a sorrendben, és van olyan
A-bdl inditott mélységi bejaras (DFS) is, hogy a kapott feszitéfa egy ut. Valaszéat indokolja is.

. Adott egy n csticsu bindris keresofa. Adjon O(n) 1épésszamu eljarast, ami meghatarozza, hogy hany
olyan csucsa van a fanak, aminek a részfajaban paros sok cstics van. (Egy cstcs részfaja magdbdl a
cstesbdl és a cstics Osszes leszarmazottjabdl all.)

. Szomszédossagi matrixaval adott egy élsulyozott, irdnyitatlan graf, ami egy hangyakolonia alaprajzat
adja meg. A graf csicsai a kolonia csomodpontjai, az élek az ezek kozott vezetd jaratoknak felelnek
meg, az élek sulya pedig azt adja meg, hogy az adott itszakaszt mennyi id6 alatt tudja megtenni egy
hangya (feltessziik, hogy az Osszes hangya ugyanolyan gyorsan megy). A graf két adott pontjdba,
A-ba és B-be letesziink egy-egy hangyéat. Szeretnénk meghatarozni, hogy héany olyan csomépont
van, amikre igaz, hogy ugyanakkor ér el oda a két hangya, ha egyszerre indulnak A-bdl és B-bol és
az Ut soran a szamukra legjobb ttvonalat hasznéljék.

Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n?) lépésben meg akarjuk oldani
azt a feladatot? (A szokdsos mdédon n a csomépontok szdmat jeldli.)
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A VALASZOKAT INDOKOLNI KELL. Hivatkozni csak az eléadéson tanultakra lehet.
1. (a) Rajzolja fel az aldbbi szomszédossagi listdval megadott irdnyitott grafot:
A:BCEF, B:— C:B,D; D:AF, E:DF;, F:—

(b) Hajtson végre egy mélységi bejardst ezen a grafon az A cstcsbdl kiindulva, adja meg a kapott
mélységi feszitofat és a bejarashoz tartozd kétféle szdmozast.

(c) A (b) pontban leirt mélységi bejérds segitségével az éran tanult mddszerrel dontse el, hogy ez a
graf DAG-e vagy sem.

2. A8,3,1,7,z,2,6 tombot rendezziik kivalasztdsos rendezéssel és beszirasos rendezéssel is, x egy olyan
egész szam, ami mashol nem fordul elé a tombben.
(a) Eléallhat-e a kivélasztasos rendezés futdsa sordn az 1,3,z,7,8,2,6 dtmeneti helyzet?
(b) Eléallhat-e a beszirasos rendezés futdsa sordn az 1,3,x,7,8,2,6 dtmeneti helyzet?
Ha el6édllhat ez a helyzet, akkor adjon is meg indoklassal egyiitt egy olyan z értéket, amikor ez
megtorténhet, ha pedig nem &allhat el6 ez az atmeneti helyzet, akkor mutassa meg ezt.

3. Egy binaris keresofat preorder bejarassal bejarva az aldabbi sorrendben olvassuk ki a fa elemeit:
10,6,5,9,8,17,y, 14, ahol y a faban mé&shol el6 nem forduld pozitiv egész szam. Adja meg az Osszes
olyan binaris keresofat, ahol ez elédllhat és minden ilyen fahoz adja meg y Osszes lehetséges értékét.

4. Dijkstra algoritmusat hasznaljuk az A B C D E
A,B,C,D,E cstcsokbdl 4ll6  irdnyitott, 6 00| * |2 |00
élsilyozott G grafban a C kezddcsticsbol, 418 | *|* |oo
ekozben az eddigi_legjobb tomb igy valtozik (az O I T B O I
egyes sorok az eddigi_legjobb tomb valtozdsat I O B O I
mutatjdk egy-egy cstcs KESZ halmazba O IO R O

keriilése utan).

(a) Milyen sorrendben keriilnek be a csticsok a KESZ halmazba és honnan latszik ez a téblazatbol?
(b) Mutassa meg, hogy biztosan van él a grafban A-bdl B-be és adja meg indokldssal egyiitt azt is,
hogy mi lehet ennek az élnek az élsilya.

(c) Lehetséges-e, hogy van él a grafban B-b6l E-be? Ha nem lehetséges, akkor lassa be ezt, ha pedig
lehetséges, akkor azt is adja meg indoklassal egyiitt, hogy milyen értékeket vehet fel ennek az élnek
a stulya..

5. Adjon O(n?) 1épésszamu algoritmust, ami eldonti egy szomszédossdgi matrixdval adott n csicsi
iranyitott G grafrél, hogy igaz-e, hogy a grafban minden csiics esetén megegyezik a csucs ki- és
be-fokdnak paritdsa. (Azaz azt kell eldonteni, hogy minden cstics olyan-e, hogy a ki-foka pontosan
akkor paros, ha a be-foka is péros.)

El6szor vazolja egy ilyen algoritmus miikodését par mondatban szovegesen, majd adjon meg egy
pszeudokddot is erre a feladatra (és persze ennél a feladatnal se feledkezzen el a helyesség és a
lépésszam belatdsarol).

6. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csiicsu irdnyitatlan, nem élsilyozott G graf, melyben néhany
(legaldbb kettd) cstics meg van jeldlve fontos cstcsként. Azt szeretnénk eldonteni, hogy igaz-e, hogy
mindegyik fontos csicsbdél mindegyik masik fontos csiicsba vezet 1t a grafban.

Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n?) lépésben meg akarjuk oldani
ezt a feladatot?
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A VALASZOKAT INDOKOLNI KELL. Hivatkozni csak az eléadason tanultakra lehet.

. Egy 11 méretii hash tabldba 7 kulcsot szirtunk be nyilt cimzéssel, linearis prébaval, a h(K) = K maradéka 11-gyel
hash fiiggvényt hasznalva. (A lineéris préba lefele indul.) Térlés nem tortént.

Ezutén a hash tablat leméasoltuk kézzel egy papirra, de sajnos az egyik szamot rosszul irtuk le.

(a) Melyik az a szam, ami hibasan szerepel az aldbbi tablaban és miért?
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(b) Adjon meg egy olyan szamot, ami lehetett az eredeti, hibdsan lemésolt szdm (azaz ami helyett az a) pontban
adott érték keriilt be a tabldzatba). Elég egy ilyen értéket megadni, de a valaszt itt is indokolni kell.

. Egy négy csiicst irdnyitott grafban az A, B,C, D és a B, A, D, C sorrend is topologikus sorrend. Adjon indoklassal
egylutt egy, a lehetd legtobb élet tartalmazé olyan grafot, ahol ez elofordulhat és mutassa meg azt is, hogy ennél
tobb él nem szerepelhet egy ilyen grafban.

. Az aldbbi grafon futtatjuk Prim algorimusat az a
csucsbol.

(a) Az ab és af élek bevilasztdsa utdn hogyan néz ki
a legkisebb tOomb és miért?

(b) Melyik élet vélasztja be ezutan az algoritmus és
hogyan valtozik ettol a legkisebb tomb? Roviden in-
dokolja is a valaszt.

(c) Hogyan fejezédik be azutédn az algoritmus, mely
élek keriilnek a feszitéfaba és milyen sorrendben? (Itt
a legkisebb tomb valtozasait mar nem kell megadni, de
roviden indokolja a vélaszt.)

. Egy hat cstcsu irdnyitatlan, nem élsilyozott G grafban a szélességi bejardst (BFS) az A csticsbdl futtatva az
AB,AD,BC,DE, DF élek keriilnek be a szélességi feszit6fdba ebben a sorrendben.

(a) Lehetséges-e, hogy a G grafban az F cstcs tdvolsaga a C' cstcstdl 17

(b) Lehetséges-e, hogy a G grafban az E cstucs tavolsidga a C' cstcstdl 37

(c) Lehetséges-e, hogy a G gréfban az E csics tavolsdga a C' csicstol 57

. Adott két AVL fa, mindegyikben n szamot tarolunk, n értéke paratlan, azaz a fédknak pédratlan sok csicsa van.
Egy fan beliil a szamok kiilonboznek, de a két fanak lehetnek kozos értékei.

(a) Adjon O(logn) lépésszamu eljarast, ami eldonti, hogy a mésodik fa legkisebb eleme megegyezik-e az elsé fa
legnagyobb elemével.

(b) Adjon O(n) lépésszamu eljarast, ami eldonti, hogy a mésodik fa k6zéps6 eleme megegyezik-e az els6 fa k6zépso
elemével. (Egy fa kozépso eleme az az érték, aminél a faban ugyanannyi kisebb, mint nagyobb szdm szerepel.)
(¢) Adjon O(n) lépésszamu eljarast, ami eldonti, hogy a két fdban pontosan ugyanazok a szdmok szerepelnek-e.

. Szomszédossagi matrixaval (legyen ennek neve A) adott egy n csicsd irdnyitatlan, élsulyozott G graf, mely egy
orszag uthalézatat irja le. A graf csicsai a varosok, az élek a varosok kozott meno kozvetlen utak, az élek sulyai
pedig az utak hosszat adjak meg kilométerben. Adott tovabbd egy mésik n-szer n-es M métrix is, aminek M|i, j]
értéke azt adja meg szazalékban, hogy mekkora a legnagyobb meredekség, ami az i varosbdl j varosba haladva
valamely felfele mend emelked6n el6fordul. M]i, j] értéke végtelen, ha nincsen 1t i és j kozott, M|i, j] értéke nulla,
ha van at és az ut teljesen vizszintes vagy végig lefele halad, egyébként az érték pozitiv.

Szeretnénk egy kijelolt S varosbdl eljutni egy maésik kijelolt T' varosba, de gy, hogy az 1t sordn ne legyen 10%-
osnal meredekebb emelkedd (csotrogany auténkkal nem mertink ennél meredekebb utakra merészkedni). Melyik
tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n?) 1épésben meg akarjuk hatarozni, hogy legkevesebb
hany kilométert kell ehhez megtenniink?



