Algoritmusok és grafok - Mintavizsga

2019. 6sz
1. Az alabbi pszeudokodd inputja két, egész ciklus i = 0-té6l (n-1)-ig:
szamokat tartalmazé n méretlt tomb, A ha A[i] péros:
és B. Mutassa meg, hogy a pszeudokod ciklus j = i-tél (n-1)-ig:
altal lefrt algoritmus lépésszama O(n?). B[j1 = B[j] + 17

ciklus vége
ciklus vége

2. A Dijkstra algoritmus lényegi része egy amig-ciklus, mely két részlet (a két tiresen
hagyott téglalap) kivételével igy néz ki:

ciklus amig van KESZ-en kiviili csics, ahol d[v] nem végtelen:

v := az a csucs, ahol d[v] minimalis
v* KESZ-be megy

tdvolsag[v*] := d[vx*]

dlvx] : = %

ciklus w = 1-té6l1l n-ig:
ha A[v*,w] nem végtelen és d[w] nem *:
ha tavolsédgl[v*x] + c(vx, w) < d[w]:

dlw] :=

honnan[w] :=
ciklus vége

ciklus vége

Egészitse ki a kddot a két iires téglalap kitoltésével és magyarazza el réviden (2-3
mondatban), hogy miért igy kell a két hidnyzé értéket meghatérozni.

3. A G irdnyitott, élsilyozott graf élei a kovetkezdk (zardjelben az élstlyok):
ab(3), ac(—5),ae(1),be(1),bd(4), be(—2), ce(7), de(—4).
Ebben a grafban az a, b, ¢, d, e sorrend egy topologikus sorrend, ezt hasznélva a tanult
algoritmussal mar meghataroztuk az a-bél az a, b, ¢, d csicsokba vezeto legrovidebb
utak hosszat: tdvolsdgla] = 0, tdvolsag/b] = 3, tdvolsdg[c] = -5, tavolsag[d] = 7.
Hogyan kapjuk meg tdvolsdg/e/-t a tanult eljarassal ezekbdl az adatokbdl?

4. Mutasson példat olyan 5 csiicsu osszefiiggd, iranyitatlan, élstulyozott grafra és benne
olyan kezdocstucsra, ahol a grafban az élsilyok mind kiilonbozoek és ahol a minimalis
feszitofa keresésére tanult Prim algoritmus végére nem a 4 legkisebb sulyu él keriil
be minimaélis feszitofaba.



. Indokolja meg, hogy miért nem lehetséges, hogy egy binaris keres6faban egy keresés
soran az alabbi szamokat jarjuk be ebben a sorrendben: 13,10,8,9,12.

. A G iranyitott graf élei a kovetkezok: ab, ac, bd, be, cd, cg, df, ed, gd.

Jarja be ezt a grafot mélységi bejarassal (DFS) az a csicsbdl kiindulva gy, hogy ha
a futas soran valasztasi lehetéség adddik, akkor mindig az abécé szerint kordbban
levé csticsba megyiink.

A kapott befejezési szamok segitségével az oran tanult modszerrel dllapitsa meg,
hogy ez a graf DAG-e vagy sem.

. Egy szomszédossagi matrixaval adott n csticsi irdanyitatlan G grafban adott a csticsoknak
egy uy,Us, . . ., U, sorrendje (tudjuk, hogy itt minden csiics pontosan egyszer szere-
pel, ezt nem kell ellenérizni). Azt szeretnénk eldonteni, hogy a csicsok ebben a
sorrendben kort alkotnak-e a grafban. Adjon erre a feladatra O(n) 1épésszéamu al-
goritmust.

. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csicsu iranyitatlan graf, mely emberek
(k6lesonos) ismeretségeit dbrazolja: a csiicsok az emberek és akkor van él két csics
kozott, ha az emberek ismerik egymast. Adott két ember, A és B, akik nem ismerik
egymast. Azt szeretnénk eldonteni O(n?) 1épésben, hogy vannak-e olyan E; és Es
emberek, hogy A ismeri Fi-t, Ey ismeri Fy-t, Ey pedig ismeri B-t. (Az is jo, ha F;
és Fy ugyanaz az ember, azaz ekkor A-nak és B-nek van kozos ismerdse.)

Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni erre a feladatra és hogyan, hogy meg-
valaszoljuk ezt a kérdést?



Algoritmusok és grafok - Vizsga
2020. januar 8.

A valaszokat indokolni kell, de a feladatokban szereplé tanult algoritmusokat nem kell
részletesen leirni, elég csak azokat a részeket kifejteni, amelyek az indoklashoz sziikségesek.

1.

. (a) Az dran tanult eljardsokkal szirja

. Dijkstra algoritmusat hasznaljuk

Lassa be megfelel6 ¢ konstans és ng kiiszobérték megadasaval, hogy ha egy algorit-
mus lépésszama

(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)

— 2019

2020n%logn +

akkor az algoritmus futdsideje O(n?).

. (a) [rja le, hogy irdnyitatlan grafban mit jelent az, hogy egy v cstcs d(v)-vel jelolt

fokszama 8.
(b) Mondja ki az irdnyitatlan grafokban a fokszamok Osszegérol tanult tételt és
bizonyitsa be.

be az alabbi binaris keres6faba a 7-et,
majd torolje ki az igy kapott fabdl a 3-
at. Mindkét miveletnél magyarazza is el
1-2 mondatban, hogy mi miért tortént.
(b) AVL-fa-e a kiindulasi fa és AVL-fa-e
a két miivelet utan kapott fa?

. Egy hat cstcsi graf csicsai meg vannak cimkézve a 2,3,4,5,6,7 szamokkal és a

grafban akkor van él két csiics kozott, ha a csicsok cimkéi relativ primek (azaz a
legnagyobb kozos osztéjuk 1). A gréaf élei sulyozottak, az i és j cimkéjii cstcsok
kozt futo él silya i - j (azaz példdul a 6 és 7 cimkéjii csticsok kozott van él és ennek
stulya 42).

Minimalis sulyu feszitofat keresiink ebben a grafban Kruskal algoritmusaval. Melyik
éleket véalasztja be az algoritmus és milyen sorrendben?

az A, B,C,D,E  cstucsokbdél  allé
irdnyitott, élsulyozott G gratban az
A kezdOcsicsbol, ekozben a d tomb
igy véltozik (az egyes sorok a d tomb
valtozasat mutatjak egy-egy cstcs KESZ
halmazba keriilése utan).
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Milyen csiicsokkal van biztosan Gsszekotve a B cstcs (bejovo és kimend élekre is
gondoljon) és mi ezeknek az élsilya?



6. DFS-t (mélységi bejarast) futtatunk az A, B, C, D, E, F' csicsokbdl all6 iranyitatlan
G grafon a D kezddesucsbol, a DFS faba a DA, AF,FE, DB, BC élek kertilnek
be ebben sorrendben. Mely csticsokkal lehet Osszekotve az F' csics a grafban és
melyekkel nem?

7. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csicsu, irdanyitatlan G graf és adott egy, a
csucsokkal indexelt R tombben a csicsok egy részhalmaza oly modon, hogy ha a
v csucs nincsen benne a részhalmazban, akkor R[v] = 0, ha pedig v benne van a
részhalmazban, akkor R[v] = 1.
Azt szeretnénk eldonteni, hogy igaz-e, hogy a graf minden élének legalabb egyik
végpontja az R halmazban van.

Adjon erre a feladatra O(n?) 1épésszami algoritmust.

8. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csicsu, irdnyitott, élsulyozott G graf csupa
pozitiv élsullyal, ahol minden cstcsnak van egy cimkéje, egy pozitiv egész szam, ezek
a cimkék nem feltétlentil kiillonbozoek. A cstcsok cimkéi egy, a cstucsokkal indexelt
T tombben adottak. Ki van jelolve még két csics is, A és B, a grafban. Adjon
O(n?) 1épésszami algoritmust, ami megtaldlja a legrovidebb 6sszhossziisagt olyan
utat A-bdél B-be ahol az iton csak 100-nal kisebb cimkéjii csicsokon haladunk at
(A és B cimkéjét is beleértve) vagy jelzi, ha nincsen ilyen ut.



Algoritmusok és grafok - Vizsga
2020. januar 15.

A vaélaszokat indokolni kell, de a feladatokban szereplé tanult algoritmusokat nem kell
részletesen leirni, elég csak azokat a részeket kifejteni, amelyek az indoklashoz sziikségesek.

1.

. Az alabbi grafon futtatjuk Prim algo-

Az alabbi pszeudokdéd inputja egy ciklus i = 1-tél n-ig:

n sorbdl és n  oszlopbdl allé A ha A[i,i] == 0:

matrix, lépésnek az értékadas és az k :=0

osszehasonlitas szamit. Igaz-e, hogy ez ciklus amig k < 20:

a kéd O(n)-es? Ha igaz, akkor lassa be Ali,i] := A[i,i] + k
ezt, ha pedig nem igaz, akkor lassa be, k := k+1

hogy O(n?)-es az algoritmus. ciklus vége

ciklus vége

(a) Mikor mondjuk, hogy egy irdanyitatlan graf fa?

(b) Mondja ki az n cstcsi fa éleinek szamardl tanult allitast és bizonyitsa be. A
bizonyitas soran felhasznalhatja indoklas nélkiil, hogy minden legalabb 2 cstcsu
faban van legalabb két els6foku pont.

. Egy iranyitott graf élei a kovetkezok: AB, AC, BC,BD,CE,DF, DG, EB,ED, EF.

Futassa le a mélységi bejarast az A csucsbdl ezen a grafon, majd a mélységi bejaras
eredményét felhaszndlva, az oran tanult modszerrel dontse el, hogy van-e ebben a
grafban topologikus sorrend és ha van, akkor adjon is meg egyet.

rimusat az a csucsbol, az ab és af élek
bevalasztasa utan a legolcsobb tomb igy

néz ki:

a b c d e f

x| x| D loo| 2| %

(a) Hogyan néz ki a kdzeli tomb ekkor és
miért?
(b) Melyik élet vélasztja be most az
algoritmus és hogyan valtozik ettol a
legolcsobb tomb? Roviden indokolja is a
valaszt.




. BES-t (szélességi bejarast) futtatunk az A, B, C, D, E, F' csicsokbdl 4116 iranyitatlan
(G grafon az A kezdocesicsbdl, a BES faba az AB, AC, BD,CE, CF élek keriilnek be
ebben sorrendben. Mely cstcsokkal lehet 0sszekotve az E csics a grafban, melyekkel
nem és miért?

. Mutassa meg, hogy ha egy 30 csicsi AVL-faban az 1 és 30 kozotti egész szamokat
taroljuk (az 1 és a 30 is benne van), akkor nem lehetséges, hogy egy érték keresése
soran a 2,8, 3,7 szamokat latjuk ebben a sorrendben.

. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csucsu, iranyitatlan G graf és adott egy, a
csucsokkal indexelt R tombben a cstcsok egy részhalmaza oly médon, hogy ha a
v csuces nincsen benne a részhalmazban, akkor R[v] = 0, ha pedig v benne van a
részhalmazban, akkor R[v] = 1.

Azt szeretnénk eldonteni, hogy igaz-e, hogy mindegyik R-beli cstcspar 6ssze van
kotve a gratban.

Adjon erre a feladatra O(n?) 1épésszamu algoritmust.

. Szomszédossagi matrixaval adott egy varos uthalézatanak élsilyozott, iranyitott
grafja: a csucsok a csomoépontok, az élek a csomépontok kozotti kozvetlen utak,
az élek sulya pedig azt mutatja, hogy mennyi az adott utszakasz hossza. Adott
a grafban két kijelolt él, (uy,vq) és (ug,v9), és két kijelolt csics, A és B, és sze-
retnénk meghatarozni a legrovidebb olyan 1t hosszat, ami A-bdél B-be vezet tgy,
hogy legfeljebb az egyik kijelolt élet hasznélja.

Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n?) lépésben
meg akarjuk oldani ezt a feladatot? (Itt n szokdsos mddon a graf csicsainak szamat
jeloli.)



Algoritmusok és grafok - Vizsga
2020. januar 22.

A vaélaszokat indokolni kell, de a feladatokban szereplé tanult algoritmusokat nem kell
részletesen leirni, elég csak azokat a részeket kifejteni, amelyek az indoklashoz sziikségesek.

1. Az alabbi fiiggvények koziil pontosan egyre igaz, hogy O(n?)-es. Vélassza ki ezt
a fliggvényt és lassa be megfelel6 ¢ konstans és ng kiiszobérték megadasaval, hogy
O(n?)-es.

n—1)(n—2)

2" —1
log(n?) + ”(W 2020n logn + nin—1)

3n
2. A Prim algoritmus lényegi része egy amig-ciklus, mely két részlet (a két tiresen
hagyott téglalap) kivételével igy néz ki:

20n%(logn)? — 8

ciklus amig van olyan csics, ahol legolcsébb[v] nem x*:

v*¥ := az a cslics, ahol legolcsébb[v] minimdlis
v LEFEDVE-be megy
legolcsoébb [v*] := %

(kozeli[v*x], v*x) F-be keril
ciklus w = 1-té6l1 n-ig:
ha A[v*,w] nem végtelen és legolcsébb[w] nem x*:
ha c(vx, w) < legolcsébb[w]:

legolcsébb [w] :=

kozeli[w] :=

ciklus vége
ciklus vége

(a) Mit tarol legolcsébb[w] egy w csics esetén?

(b) Mit tarol kézeli[w] egy w csics esetén?

(c) Egészitse ki a kddot a két iires téglalap kitoltésével és magyardzza el roviden
(2-3 mondatban), hogy miért igy kell a két hidnyzo értéket meghatarozni.

3. Egy kezdetben iires, 11 méreti hash tablaba nyilt cimzéssel, linearis prébaval szurtunk
be hét egész szdmot, a hasznalt hash fiiggvény a h(K) = K maradéka 11-gyel osztva
fiiggvény volt. A beszirasok utan egy szamot kitoroltiink a tablabdl, a torolt elem
helyét * jelzi, az eljaras végén az alabbi tablat kaptuk:

o 1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10
141 3 5017 * | 8 |20




(a) Szirja be ebbe a tablaba a 31-et, majd tordlje ki a 17-et. Adja meg a tébla
allapotat mindkét miivelet utan és mindkét esetben jelezze, hogy melyik cellakat
érintettiik.

(b) Mely celldkat érintjiik a 19 keresése sordn az (a) rész végén kapott tablaban?

. Az alabbi grafon futtatjuk Dijkstra algo-
rimusat az A csucsbol, az A és B csucsok
KESZ-be keriilése utan a d tomb igy néz

ki:
1 1

A B C D E F

* | 4 |oo|oo 0/@
(a) Magyarazza el roviden, hogy d(F) 2

miért végtelen és d(D) miért 4.

(b) Melyik cstcs kerill a kovetkezo6
lépésben a KESZ halmazba és miért?

(c) Hogyan néz ki a d tomb az 1j csucs
KESZ-be keriilése miatti moédositdsok
utan és miért?

. Az 5,2, 2,10 tomb Osszefésiiléses rendezése soran 4 Osszehasonlitas torténik. Adja
meg = Osszes lehetséges értékét, ha tudjuk, hogy x olyan egész szam, ami mashol
nem szerepel a tombben. Valaszat indokolja is.

. Egy G iranyitott, élsulyozott gratban az a,b,c,d, e sorrend topologikus sorrend.
Ezen topologikus sorrendet hasznalva a tanult algoritmust futtatjuk az a-tél vett
legrovidebb utak hosszanak meghatarozasara. Az a, b, ¢, d csicsokra ezeket a tavolsagokat
kaptuk: tdvolsdgla] = 0, tdvolsdg/b] = 2, tavolsdg[c] = -7, tdvolsag[d] = 5.

(a) Miért biztos, hogy van a grafban ab é17 Mi ennek a stlya és miért?

(b) Ha van a grafban cd él, akkor mi lehet ennek a silya és miért?

. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csticst, iranyftatlan G graf. Adjon O(n?)
lépésszamu algoritmust, ami eldonti, hogy van-e a grafban olyan masodfoku cstcs,
aminek a két szomszédja kozott van él a grafban.

. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csucst, irdnyitott G graf és benne egy kijelolt
(u,v) irdnyitott él. Szeretnénk megtaldlni a legkevesebb élbol all6, az (u,v) élen
atmeno iranyitott kort a grafban.

Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n?) 1épésben meg
akarjuk oldani ezt a feladatot?



Algoritmusok és grafok - Vizsga
2020. januar 29.

A vaélaszokat indokolni kell, de a feladatokban szereplé tanult algoritmusokat nem kell
részletesen leirni, elég csak azokat a részeket kifejteni, amelyek az indoklashoz sziikségesek.

1. Az alabbi pszeudokdd inputja egy ciklus i = 0-t6l (n-1)-ig:
n > 2 hosszi A tomb. Igaz-e, hogy ha A[i] > 0:
ez a kéd O(n)-es, ha egy lépésnek ciklus amig A[i] < 5:
az oOsszehasonlitas, az Osszeadas és az A[i] := A[i] + 1
értékadds szamit? Ha igaz, akkor lassa ciklus vége

be ezt, ha pedig nem igaz, akkor lassa ciklus vége
be, hogy O(n?)-es.

2. (a) Adja meg a bindris kereséfa definicidjat (elég a bindris kereséfa tulajdonsagot
leirnia, nem kell definidlni azt, hogy mi a binaris fa).
(b) frja le, hogy hogyan kell beszirni egy 1j elemet binaris keresofaba. Mennyi
ennek az eljarasnak a lépésszama és miért?

3. Egy irdnyitott graf élei a kovetkezok: AB, AC, BG,CB,CD,CG,DA, DE, DF, E'F,
GD,GF. Ebben a grafban BFS-t (szélességi bejarast) futtatunk az A kezdéestcsbol
ugy, hogy ha barmikor valasztasi lehetoség adddik, akkor az abécé szerint elobb levo
csucsot valasztjuk.

(a) Milyen sorrendben jérjuk be a csiicsokat és mi lesz a kapott BES fa? (Indokolni
ezt nem kell, elég a sorrend és a fa megadésa.)

(b) Hogyan néz ki a honnan témb a BFS futdsanak a végén? Indoklasképpen irja
le roviden, hogy mit tarol a honnan tomb.

(c) Adja meg a @ sor dllapotat a kdd futdsanak kezdetén, majd minden egyes csics

bejarasa utan. Indoklasképpen roviden irja le, hogy a () sornak mi a szerepe a
kodban.

4. A @ irdnyitott, élsulyozott graf élei a kovetkezdk (zardjelben az élsulyok):
ac(8),af(7),bf(11),cd(10),ce(7),cf(6),eb(—5),ed(2),ef(3).
Ebben a grafban az 6ran tanult, DAG-ban leghosszabb utat keres6 algoritmust fut-
tatjuk a-bdl az a, c, e, b, d, f topologikus sorrendet hasznalva. Az a,c, e, b, d csicsokba
vezetd leghosszabb utak hosszat méar meghatéroztuk: leghosszabbla] = 0,
leghosszabbc] = 8, leghosszabble] = 15, leghosszabb[b] = 10, leghosszabbld] = 18.
Hogyan kapjuk meg leghosszabb[f-et a tanult eljarassal ezekbél az adatokbdl? A
megoldasabol latszédjon, hogy hogyan hasznalja a tanult eljarast.



5. Az alabbi grafon, ahol az x élsuly nem
ismert, futtatva Kruskal algorimusat az
els6 harom ¢él, amit az eljaras bevalaszt:

bf,ec,bc. Adja meg x Osszes lehetséges
értékét (réviden indokolva valaszat) és
irja le, hogy mely éleket és milyen sor-
rendben valasztja be ezutan az algorit-

mus és miért.

6. FEgy kezdetben tires, 11 méretii hash tablaba nyilt cimzéssel, linearis probaval sziurtunk
be nyolc egész szamot, a hasznalt hash fiiggvény a h(K) = K maradéka 11-gyel oszt-
va fiiggvény volt. A beszurasok utan két szamot kitoroltiink a tablabol, a torlések
helyét * jelzi. Mutassa meg, hogy miért nem lehetséges, hogy az eljaras végén az
alabbi tablat kaptuk:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
16| * 46 | * |17 9 |21

7. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csicsu, iranyitatlan G graf és adott egy, a
csucsokkal indexelt R tombben a csicsok egy részhalmaza oly mdédon, hogy ha a
v csucs nincsen benne a részhalmazban, akkor R[v] = 0, ha pedig v benne van a
részhalmazban, akkor R[v] = 1.
Azt szeretnénk eldonteni, hogy igaz-e, hogy egyetlen él sem fut R-beli csicsok kozt
a grafban.

Adjon erre a feladatra O(n?) 1épésszdmu algoritmust.

8. Egy A szomszédossagi matrix-szal adott egy véaros uthalézatanak élsulyozott, ira-

nyitott grafja: a csicsok a csomopontok, az élek a csomépontok kozotti kozvetlen
utak, az élek sulya pedig azt mutatja, hogy mennyi az atlagos ido, ami az 1t
megtételéhez autdval sziikséges. Adott tovabba egy masik B matrix is, ami azt adja
meg minden kozvetlen utra, hogy mekkora a legnagyobb magassagu autd, amivel
elakadas nélkiil at lehet haladni az adott szakaszon: a B matrix ¢-edik soranak,
j-edik oszlopaban allé Bi, j] érték mutatja a legnagyobb magassdgot, amivel még
megteheto az ¢ csomopontbdl a j csomdpontba vezetd kozvetlen tt.
Adott a grafban két kijelolt cstucs, X és Y. Melyik tanult algoritmust lehet alkal-
mazni, hogyan és miért, ha O(n?) lépésben meg akarjuk taldlni a leggyorsabban
megteheté olyan utat X-bol Y-ba, amit legfeljebb 350 centiméter magas autoval
meg lehet tenni? (Itt n szokdsos médon a graf csicsainak szamat jeloli.)



Algoritmusok és grafok - Vizsga
2020. januar 8.
Megoldasok

A vélaszokat indokolni kell, de a feladatokban szereplé tanult algoritmusokat nem kell
részletesen leirni, elég csak azokat a részeket kifejteni, amelyek az indoklashoz sziikségesek.

1. Lassa be megfelel6 ¢ konstans és ng kiiszobérték megadéasaval, hogy ha egy algorit-
mus lépésszama

(n—1)(n —2)(n—3)(n—4)

2020n%logn + — 2019
n
akkor az algoritmus futdsideje O(n?).
Megoldasok
Olyan ¢ pozitiv konstanst és egy olyan ng kiiszobindexet kell talalnunk, melyre igaz,
hogy
—1)(n—2)(n—3)(n—4
2020n2 log n + (n )(n )(n )(n ) — 2019 < ¢-n? han > ng

n

Ilyen c és ng értéket példaul az alabbi egyenlotlenség-sorozattal tudunk talalni:
2020n2 log n + (n=1)(n=2)(n=3)(n=4) _ 9419 < 92020n2 logn + (n=1)(n—2)(n=3)(n—4)

n n
mert a negativ tagot el lehet hagyni, tetszoleges n > 1 esetén, tovabba

202012 log n 4+ =238 _ 9090,3  n-1n-2)(n-8)(n-1)

n n
mert logn < n tetszdleges n > 1 esetén, tovabba

2020n3 + =20 I0A) < 909083 4 (n — 2)(n — 3)(n — 4)

mert (nT_l) < 1 tetszoleges n > 1 esetén és

202013 + (n — 2)(n — 3)(n — 4) < 202013 + n?
mert (n —2) <n,(n—3) <n,(n—4) <n.

Azt kaptuk tehat, hogy
202012 log n + (n=D)=2)n=3)(n=1) _ 9019 < 2021n3 tetszOleges n > 1 esetén, vagyis

n
c = 2021 és ng = 1 jo valasztas.

2. (a) Irja le, hogy irdnyitatlan grafban mit jelent az, hogy egy v csics d(v)-vel jelolt
fokszama 8.
(b) Mondja ki az irdnyitatlan grafokban a fokszamok Osszegérol tanult tételt és
bizonyitsa be.
Megoldas
(a) Egy cstcs fokszama irdnyitatlan grafban a csucsra illeszkedd élek szama, azaz
d(v) = 8 azt jelenti, hogy a v csicsra 8 €l illeszkedik.
(b) Irdnyitatlan grafban a fokszamok Osszege 2e, azaz

Z d(v) = 2e

veV



mert amikor a fokszamokat osszeadjuk, akkor minden élet kétszer szamolunk, az él
két végpontjanal.

. (a) Az ¢6ran tanult eljardasokkal szirja
be az alabbi bindaris keres6faba a 7-et,
majd torolje ki az igy kapott fabol a 3-
at. Mindkét miveletnél magyarazza is el
1-2 mondatban, hogy mi miért tortént.
(b) AVL-fa-e a kiindulasi fa és AVL-fa-e
a két mivelet utan kapott fa?

Megoldas
(a)

Mert a 7 nagyobb a 3-ndl és 6-nél (jobbra megyiink), de kisebb a 8-nél (balra
megyiink).

Mert a jobb részfa legkisebb elemét, azaz a 4-et kell a 3 helyére rakni.

(b) A kezdeti fa AVL-fa, mert minden csticsra igaz, hogy a bal és jobb részfajanak
magassaga maximum 1-gyel tér el, de a végén kapott fa nem AVL-fa, mert a 6 bal
részfija tires, azaz 0 magassagu, a jobb faja meg ketté magas.

. Egy hat cstcsu graf csicsai meg vannak cimkézve a 2,3,4,5,6,7 szamokkal és a
grafban akkor van él két csics kozott, ha a csicsok cimkéi relativ primek (azaz a
legnagyobb kozos osztéjuk 1). A graf élei sulyozottak, az i és j cimkéjii csicsok
kozt futd él silya i - j (azaz példdul a 6 és 7 cimkéji csicsok kozott van él és ennek
stulya 42).

Minimalis sulyu feszitofat keresiink ebben a grafban Kruskal algoritmusaval. Melyik
éleket valasztja be az algoritmus és milyen sorrendben?

Megoldas
Kruskal algoritmusa élsily szerint névekvo sorban nézi az éleket és pontosan akkor



valaszt be egy élet, ha az nem alkot kort a mar bevalasztott élekkel.

A graf élei élsily szerint névekvéen: ¢(2,3) = 6, ¢(2,5) = 10, ¢(3,4) = 12,

c(2,7) = 14, ¢(3,5) = 15, ¢(4,5) = 20, ¢(3,7) = 21, ¢(4,7) = 28, ¢(5,6) = 30,

c(5,7) = 35, ¢(6,7) = 42.

Végigmegyiink ezen a listan és eloszor bekeriil a 6-os, a 10-es , 12-es és 14-es él,
mert ezek egyike sem alkot kort a korabbiakkal. A 15-0s, 20-as, 21-es és 28-as él
kort csindlna, ezeket nem vessziik be, de 30-t igen és ezzel kész is a fa.

. Dijkstra algoritmusat hasznaljuk A B C D E
az A, B,C,D,E  csucsokbdél  allé * 15 00|l | 0
irdnyitott, élsilyozott G gratban az * 1315 [ * | 00
A kezddOcsucsbol, ekozben a d tomb RV,
igy véltozik (az egyes sorok a d tomb ok |k |k g
valtozasat mutatjak egy-egy cstcs KESZ N ER N

halmazba keriilése utén).

Milyen csiicsokkal van biztosan Gsszekotve a B cstcs (bejovo és kimend élekre is
gondoljon) és mi ezeknek az élsulya?

Megoldas

Az elso sorbdl latszik, hogy A-bdl van egy él a B-be 5 sillyal, mert az elsé sor a
kezd6esucsbol kimend élek sulyait tartalmazza.

Az els6 és a masodik sor kozti valtozasbdl lathato, hogy ekkor D keriilt be a KESZ-
be 1 tavolsaggal és emiatt lett B értéke 3, azaz biztosan van él D-bol B-be, 2 sullyal.
A masodik és harmadik sor kozti valtozasbol lathato, hogy ekkor B keriilt be a
KESZ-be 3 tavolsaggal és emiatt lett C értéke 4, azaz a 3 tavolsagi B-n at van egy
rovidebb ut C-be, 1 sullyal.

. DFS-t (mélységi bejarast) futtatunk az A, B, C, D, E, F' cstcsokbdl all6 iranyitatlan
G grafon a D kezddesucsbol, a DFS faba a DA, AF, FE, DB, BC élek kertilnek
be ebben sorrendben. Mely csticsokkal lehet Osszekotve az F' csics a grafban és
melyekkel nem?

Megoldas

A-val biztosan 0ssze van kotve F, hiszen van a DFS faban AF él.

B-vel nem lehet 0sszekotve F, mert ha lenne BF él, akkor az FE él bejarasa utan
nem lépnénk vissza F-bol A-ba, hanem az FB éllel felfedeznénk B-t.

A C cstcs ugyanezért nem lehet 6sszekotve F-fel: ha lenne C'F' él, akkor az FE él
bejarasa utan nem lépnénk vissza F-bol A-ba, hanem az FC éllel felfedeznénk C-t.
D és F kozott lehet él, akkor is futhat ugyanigy a mélységi bejards (azaz ekkor is
a DA, AF,FE, DB, BC élek vélasztodnak be ebben a sorrendben), mert F éleinek
vizsgalatakor D mar be van jarva és igy mindegy, hogy vezet-e oda él vagy sem.
E-vel biztosan 0ssze van kotve F, hiszen van a DFS faban FE él.



7. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csucsu, iranyitatlan G graf és adott egy, a
csucsokkal indexelt R tombben a cstcsok egy részhalmaza oly médon, hogy ha a
v csuces nincsen benne a részhalmazban, akkor R[v] = 0, ha pedig v benne van a
részhalmazban, akkor R[v] = 1.
Azt szeretnénk eldonteni, hogy igaz-e, hogy a graf minden élének legalabb egyik
végpontja az R halmazban van.

Adjon erre a feladatra O(n?) 1épésszdmu algoritmust.

Megoldas

Végigmegyiink a szomszédossdgi matrix elemein (két egymaésba dgyazott ciklussal,
a kiils6 ciklus a sorokon fut, a bels6é pedig a sorokon beliil az oszlopok indexein) és
ha az i-edik sor és j-edik oszlop taldlkozdsanal 1-t latunk (azaz van él az i-edik és
j-edik csics kozott), akkor megnézziik, hogy R[i] és R[j] koziil legaldbb az egyik
1-e.

Ha végig tudunk menni a matrixon ugy, hogy ez mindig teljestil, akkor a graf minden
élének legaldbb egyik végpontja az R halmazban van, egyébként (ha talalunk olyan
1-es bejegyzést a maztixban valami ¢ és j cstcs kozott, ahol R]i] és R[j] is 0), akkor
nem igaz, hogy a graf minden élének legalabb egyik végpontja az R halmazban van.

Pszeudokdddal:

Igaz_e := True
ciklus i =1-tél n-ig:
ciklus j = 1-tél n-ig:
ha Ali,j] == 1:
ha (R[i] == 0 és R[j] ==0):

Igaz_e : = False
ciklus vége
ciklus vége
return Igaz_e
Ez azért j6, mert Ali, j] == 1 ellen6rzése pont azt jelenti, hogy éleket nézem meg

és pont azt ellenorzom, ami a kérdés, hogy vagy ¢ vagy 7 benne van-e R-ben.

A 1épésszam pedig O(n?), mert a kiilsé ciklus n-szer fut le, ennek a magja egy n-szer
lefut6 belsé ciklus, aminek a magja O(1) 1épés, vagyis a bels6 ciklus O(n), az egész
eljaras pedig O(n?).

8. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csicsu, irdnyitott, élsulyozott G graf csupa
pozitiv élsullyal, ahol minden csucsnak van egy cimkéje, egy pozitiv egész szam, ezek
a cimkék nem feltétlentl kiillonbozoek. A cstucsok cimkéi egy, a cstucsokkal indexelt
T tombben adottak. Ki van jelolve még két csics is, A és B, a grafban. Adjon
O(n?) 1épésszamii algoritmust, ami megtalédlja a legrovidebb Gsszhosszisdgi olyan



utat A-bdl B-be ahol az uton csak 100-nal kisebb cimkéji csicsokon haladunk at
(A és B cimkéjét is beleértve) vagy jelzi, ha nincsen ilyen 1t.

Megoldas

Algoritmus:

1. Modositsuk a grafot ugy, hogy a 100 vagy annal nagyobb cimkéjii csucsokba
belemeno és onnan kijovo éleket kitoroljik.

2. Ebben az uj grafban futtassuk a Dijkstra algoritmust az A cstucsbdol. Ha B
tavolsaga a végén végtelen, akkor nincs jo ut, egyébként pedig B tavolsaga a kere-
sett érték.

A graf moédositasa pontosabban: végigmegyek a T tombon és ha az aktudlisan
vizsgalt T'v] érték legalabb 100, akkor a graf szomszédossagi matrixaban a v-edik
sor és oszlop minden értékét végtelenre allitom.

ciklus v =1-t6l n-ig:
ha T[v] >= 100:
ciklus j = 1-tdél n-ig:
Alv,jl : = végtelen
Alj,v]: = végtelen
ciklus vége
ciklus vége

Lépésszam:

1. A T tomb minden értékére egyszer megyek végig egy soran és egy oszlopan a
matrixnak, az 2n médositds, amit n-szer kell legfeljebb megtennem, ez n - O(n) =
O(n?). (Vagy a pszeudokdédra hivatkozva: a kiilsé ciklus n-szer fut le, ennek a magja
1 1épés és egy belsd ciklus, ami O(n)-es, mert n-szer fut le és magja O(1), vagyis
n(l1+0(n)) =n-0(n) = O(n?)).

2. A kapott métrix is egy n csticst grafhoz tartozik, ebben Dijkstra O(n?) 1épésben
fut, {gy a médositds és a futtatds egyiitt O(n?) + O(n?) = O(n?).

Josag: A modositassal éppen azok a cstucsok valnak elérhetetlenné, amiket nem
szabad hasznalnunk, azaz az 1j graf utjai megegyeznek az eredeti graf hasznalhaté
utjaival. Dijkstra algoritmusa hasznahato, mert minden élsily pozitiv.



Algoritmusok és grafok - Vizsga
2020. januar 15.

A vélaszokat indokolni kell, de a feladatokban szereplé tanult algoritmusokat nem kell
részletesen leirni, elég csak azokat a részeket kifejteni, amelyek az indoklashoz sziikségesek.

1.

Az aldabbi pszeudokéd inputja egy  ciklus i = 1-tél n-ig:

n sorbél és n oszlopbdl allé A ha A[i,i] == 0:

matrix, lépésnek az értékadas és az k :=0

osszehasonlitas szamit. Igaz-e, hogy ez ciklus amig k < 20:

a kod O(n)-es? Ha igaz, akkor lassa be Ali,i] := A[i,i] + k
ezt, ha pedig nem igaz, akkor lassa be, k := k+1

hogy O(n?)-es az algoritmus. ciklus vége

ciklus vége

Megoldas

Ez a kéd O(n)-es. A kiilsé ciklus n-szer fut le, ennek a magja pedig O(1)-es a
kovetkezok miatt: Két 1épés utan a egy belso ciklus kovetkezik, ami 20-szor fut le,
mert minden lefutaskor no eggyel a k értéke. A belsé ciklus magja konstans sok
1épés, igy a belso ciklus O(1) 1épésbdl all, azaz a kiils6 ciklus magja 2 + O(1), azaz
O(1), igy az egész kod O(n).

. (a) Mikor mondjuk, hogy egy irdnyitatlan graf fa?

(b) Mondja ki az n cstcsi fa éleinek szamardl tanult allitast és bizonyitsa be. A
bizonyitas soran felhasznalhatja indoklas nélkiil, hogy minden legalabb 2 cstcsu
faban van legalabb két els6foku pont.

Megoldas

(a) Egy iranyitatlan graf akkor fa, ha Osszefiiggd és kormentes.

(b) Egy n cstcsu fdban n — 1 él van.

Indoklas teljes indukciéval:

n = 2-re az allitas igaz, mert ekkor a fa két csticsbol és egy darab, a két csics kozt
mend élbol all.

Tegyiik fel, hogy igaz az allitas n-re és lassuk be n 4 1-re, azaz lassuk be, hogy egy
n + 1 csicsu F' fanak n éle van.

A felhasznéalhaté allitas szerint az F' faban van elséfoku cstcs, hagyjuk el ezt a
cstcsot és a ré illeszkedd élet az F' fabol. Amit igy kapunk az is fa lesz (mert kor
nem keletkezhetett ettol és mivel els6foki cstcsot hagytunk el, a graf osszefiiggd
maradt), aminek n csicsa van. Az indukciés feltevés szerint az 4j fanak n — 1 éle
van, tehat F-nek n éle volt.

. Egy iranyitott graf élei a kovetkezok: AB, AC, BC,BD,CE,DF, DG, EB,ED, EF.

Futassa le a mélységi bejarast az A csucsbdl ezen a grafon, majd a mélységi bejaras



eredményét felhasznalva, az éran tanult médszerrel dontse el, hogy van-e ebben a
grafban topologikus sorrend és ha van, akkor adjon is meg egyet.

Megoldas

Egy lehetséges lefutasa a DFS-nek az AB, BC,CE, ED, DF, DG éleket valasztja be
ebben a sorrendben és a csicsok befejezési szamai ezek: A:7,B:6,C :5,D : 3, E :
4, F : 1,G : 2. A befejezési szamok szerinti forditott sorrendet kell vizsgalnunk az
orai médszer szerint, azaz az A, B, C, E, D, GG, F sorrendet és azt kell megnézni, hogy
ebben minden él elére megy-e. Ha igen, akkor ez egy toplogikus sorrend, ha pedig
nem, akkor nincs a grafban topologikus sorrend. Az éleket leellendrizve latjuk, hogy
EB visszafelé megy (B az E el6tt van) , azaz ebben a grafban nincs topologikus
sorrend.

. Az alabbi grafon futtatjuk Prim algo-
rimusat az a csucsbol, az ab és af élek
bevalasztasa utan a legolcsobb tomb igy
néz ki:

a b c d e f

x| x| 5B loo| 2| %

(a) Hogyan néz ki a kozeli tomb ekkor és
miért?
(b) Melyik élet valasztja be most az
algoritmus és hogyan valtozik ettol a
legolcsobb tomb? Roviden indokolja is a
valaszt.

Megoldas

(a) A kozeli tomb a mar lefedett v csicsokra azt mutatja, hogy melyik mésik csicsbdl
ide vezeto éllel fedtiik le v-t, a még nem lefedett v csicsokra pedig azt mutatja, hogy
az eddig lefedett csticsokbdl honnan jon a legolcsobb v-be mené €1, ha van egyaltala
ilyen él. Ez alapjan a kozeli tomb igy néz ki:

a b c d e f

alal|blool| b | a

(b) A kovetkezd 1épésben a be élet vélasztjuk, mert az e csicsnak a legkisebb az
értéke a legolcsobb tombben és kdzelife] = b. Ezutdn a most bekeriilt e cstics még
nem lefedett w szomszédait kell megnézni (csak itt lehet valtozas), hogy c(e, w) <
legolcsobb/w] fennall-e. Az e csticsnak két nem lefedett szomszédja van, ¢ és d,
c-nél nem lesz javulds, mert c(e,c) = 6 >legolcsobb/c] = 5, de d-nél igen és igy
legolcsobb[d] = 2 lesz.



5. BFS-t (szélességi bejarast) futtatunk az A, B, C, D, E, F' cstcsokbdl all6 irdanyitatlan
(G grafon az A kezdocesicsbdl, a BES faba az AB, AC, BD,CE, CF élek keriilnek be
ebben sorrendben. Mely cstcsokkal lehet 0sszekotve az E csics a grafban, melyekkel
nem és miért?

Megoldas Az A csiuccsal nem lehet 6sszekotve, mert akkor az A-bdl felfedeztiik
volna fel E-t az els6 fazisban, azaz lenne AE él a BFS fdban.

A B-vel sem lehet 6sszekotve, mert ha lenne B és E kozott él, akkor mivel B-t elobb
lattuk, mint C-t, ezért B-bdl fedeztiik volna fel E-t és nem C-bol.

C-vel 0ssze van kotve, mert van C'E €l a faban.

D-vel ossze lehet kotve E, mert amikor D szomszédaira sor keriil, akkor mar az F
be van jarva.

F-fel 0ssze lehet kotve E, mert amikor E szomszédaira sor keriil, akkor mar az F
csucs be van jarva.

6. Mutassa meg, hogy ha egy 30 csicsi AVL-faban az 1 és 30 kozotti egész szamokat
taroljuk (az 1 és a 30 is benne van), akkor nem lehetséges, hogy egy érték keresése
soran a 2,8, 3,7 szamokat latjuk ebben a sorrendben.

Megoldas
A keresési ut alapjan tudjuk, hogy a faban van ilyen rész:

Ez azért van igy, mert a 8 a 2 gyereke kell, hogy legyen és a binaris keresofa tulaj-
donsig miatt tole jobbra van, és hasonléan a 3 a 8 bal gyereke, a 7 pedig a 3 jobb
gyereke kell hogy legyen.

Mivel a faban csak egy elem kisebb a 2-nél, ezért a 2-es csics bal részfaja 1 magas, a
jobb fa pedig legaldbb 3, vagyis itt sériil az AVL-tulajdonsag, azaz az, hogy minden
cstcsra a csucs jobb és bal részfdjanak magassaga legfeljebb eggyel térhet el.

7. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csicsu, irdanyitatlan G graf és adott egy, a
csucsokkal indexelt R tombben a csicsok egy részhalmaza oly médon, hogy ha a
v csuces nincsen benne a részhalmazban, akkor R[v] = 0, ha pedig v benne van a
részhalmazban, akkor R[v] = 1.
Azt szeretnénk eldonteni, hogy igaz-e, hogy mindegyik R-beli csticspar Ossze van
kotve a grafban.

Adjon erre a feladatra O(n?) 1épésszamii algoritmust.

Megoldas
Algo: végigmegyilink az R tombon és ha valahol 1-t latunk egy ¢ cstcsnal, akkor



minden ¢ utan szerepld olyan j-re, ahol R[j] is 1 megnézziik, hogy Ali, j] = teljesiil-
e. (Itt A jeloli a graf szomszédossigi méatrixat.) Ha ez minden R-beli 1-es parra
teljestil, akkor minden él megvan a grafban R-beli csticsparok kozott, kiillonben meg
nem.

Pszeudokdédban uez:

rendben: = True
ciklus i = 1-t6l1 (n-1)-ig:
ha R[i] == 1:
ciklus j = (i + 1)-t6l n-ig:
ha A[i,jl ! = 1:
rendben := False

ciklus vége
ciklus vége

Josag: Mivel minden R-beli 1-es part megnéziink, ezért kideriil, hogy mindegyik
benne van-e a grafban vagy sem.

Lépésszam: A belso ciklus legfeljebb n-szer fut le, a magja konstans sok 1épés, vagyis
a belso ciklus O(n). A kiils6 ciklus legfeljebb n-szer fut le, ennek magja 1 1épés plusz
az O(n)-es belsé ciklus, azaz a kiils6 ciklus O(n?)-es. Az egész kod csak egy 1épéssel
tobb, mint a kiils§ ciklus, azaz ez is O(n?)-es.

Vagy a szoveges leirashoz: R-ben legfeljebb n darab 1-es lehet és mindegyiknél
legfeljebb n masik értéket kell megnéznem R-ben is és A-ban is, azaz legfeljebb
O(n?) 1épés torténik.

. Szomszédossagi matrixaval adott egy varos uthélézatanak élsilyozott, iranyitott
grafja: a csicsok a csomépontok, az élek a csomoépontok kozotti kozvetlen utak,
az élek sulya pedig azt mutatja, hogy mennyi az adott utszakasz hossza. Adott
a grafban két kijelolt él, (uy,vq) és (ug,v9), és két kijelolt csics, A és B, és sze-
retnénk meghatarozni a legrovidebb olyan ut hosszat, ami A-bdél B-be vezet 1gy,
hogy legfeljebb az egyik kijelolt élet hasznélja.

Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n?) 1épésben
meg akarjuk oldani ezt a feladatot? (Itt n szokdsos mdédon a graf csicsainak szamat
jeloli.)

Megoldas

Algo: Kitoroljitk a grafbdl az (ug, vy) élet és lefuttatjuk Dijkstra algoritmusat A-bdl,
majd ugyanezt megtessziik gy, hogy nem az (uy, v1), hanem az (uq, vo) élet toroljik.
A B csucsra igy kapott két érték koziil a kisebbet valasztjuk.

A graf médositasa: a szomszédossagi matrixbol az u; sor v; oszlapaban levo értéket
végtelenre allitjuk.



Josag: Az egyik kitiintetett él torlése utan a maradék grafban éppen azok az utak
maradnak, amik legfeljebb a masikat hasznaljak. Mindkét lehetoséget figyelembe
vettik a két modositassal és Dijkstra hasznalhatd, mert a probléma természetébol
addddan minden élsuly pozitiv.

Lépésszam: a matrix médositasa 1 1épés, Dijksta O(n?), azaz a teljes algoritmus

O(n?) + O(n?) + O(1) = O(n?).



Algoritmusok és grafok - Vizsga
2020. januar 22.

A vaélaszokat indokolni kell, de a feladatokban szereplé tanult algoritmusokat nem kell
részletesen leirni, elég csak azokat a részeket kifejteni, amelyek az indoklashoz sziikségesek.

1. Az alabbi fiiggvények koziil pontosan egyre igaz, hogy O(n?)-es. Vélassza ki ezt
a fliggvényt és lassa be megfelel6 ¢ konstans és ng kiiszobérték megadasaval, hogy

O(n?)-es.
2" —1
log(n?) + % 2020n logn + nin—1)

Megoldas

20n%(logn)? — 8

2" -n(n—1)

Ezt ugy latjuk be, hogy megadunk olyan ¢ konstans és ng kiiszobértéket, melyre
2" -n(n—1)
BTL
Ezen c és ny part egy egyenlotlenségrendszerrel talaljuk meg:
2" -n(n —1) 2" -n(n —1)
n 37’L

A hirom fiiggvény koziil az 2020n logn + —re igaz, hogy O(n?)-es.

2020n log n + < cn? fenndll, ha n > ny.

2020n logn + < 2020n2 +

n>1.

, han > 1, mivel logn < n, ha

2" -n(n —1) 2"

2020n° + < 2020n% +n(n — 1), ha n > 1, mivel 3 <1,han>1.

2020n2 4+ n(n — 1) < 2020n% + n? = 2021n% han > 1, mivel n — 1 < n, han > 1.

2" -n(n—1)
37’L

Azt kaptuk tehat, hogy 2020n logn +

és ¢ = 2021 jo valasztas.

< 2021n% han > 1, azaz ng = 1

2. A Prim algoritmus lényegi része egy amig-ciklus, mely két részlet (a két tiresen
hagyott téglalap) kivételével igy néz ki:

ciklus amig van olyan csics, ahol legolcsébb[v] nem *:

v* := az a csuics, ahol legolcsébb[v] minimalis
v¥ LEFEDVE -be megy
legolcsébb [vx] := x

(kozeli[vx*x], v*x) F-be keril
ciklus w = 1-té6l1l n-ig:
ha A[v*,w] nem végtelen és legolcsébb[w] nem *:
ha c(v*x, w) < legolcsébb[w]:

legolcsébb [w] :=

kozelil[w] :=

ciklus vége
ciklus vége



(a) Mit térol legolcsébb [w] egy w cstucs esetén?

(b) Mit tarol a kézeli[w] egy w csucs esetén?

(c) Egészitse ki a kodot a két iires téglalap kitoltésével és magyarazza el roviden
(2-3 mondatban), hogy miért igy kell a két hidnyzo értéket meghatarozni.

Megoldas

(a) legolesobb[w] a LEFEDVE halmazbdl w-be mendé legrévidebb él silyat tarolja
(b) kozelilw] azt a LEFEDVE halmazban levo cstcsot adja meg, ahonnan ez a
legrovidebb él jon.

(c) legolesébblw] := c(v*, w) és kozeli[w]| := v*, mert ha c(v*,w) < legolesébb|w],
akkor talaltunk egy, az eddigi legjobbndl rovidebb élet w-be a LEFEDVE halmazbdl,
nevezetesen a v* cstcsbdl érkezo c(v*, w) silyt élet.

. Egy kezdetben iires, 11 méretii hash tablaba nyilt cimzéssel, linearis probaval sziartunk
be hét egész szdmot, a hasznalt hash fiiggvény a h(K) = K maradéka 11-gyel osztva
fiiggvény volt. A beszirasok utdn egy szamot kitoroltiink a tablabdl, a torolt elem
helyét * jelzi, az eljaras végén az alabbi tablat kaptuk:

o 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10
14| 3 5017 * | 8 |20

(a) Szirja be ebbe a tablaba a 31-et, majd tordlje ki a 17-et. Adja meg a tabla
allapotat mindkét miivelet utan és mindkét esetben jelezze, hogy melyik celldkat
érintettiik.

(b) Mely cellakat érintjiik a 19 keresése soran az (a) pontban kapott tablaban?

Megoldas

(a) A 3l-et a h(31) = 9-es celldba akarjuk eldszor berakni, de ez foglalt, ezért
megyiink balra. A 8-as is foglalt, innen is balra 1éptink, a 7-es torolt, ide beszurhatjuk.
A tébla ez lesz:

o 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10
141 3 5 |17 |31 8 | 20

A 17-es torlése a 17-es keresésével kezd6dik, a h(17) = 6-os celldban, itt meg is
talaljuk, kitoroljiik (azaz x-ot irunk a helyére.)
A tabla ez lesz:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

141 3 5 10% 131 8 |20

(b) A 19-es érték keresése a h(19) = 8-as celldban kezdédik, ez foglalt, megyiink
balra, amig iires cellat nem taldlunk (azaz atmegyiink a 8, 7, 6, 5 indexii celldkon
és végiil a 4-es cellaban allunk meg, itt latjuk meg, hogy a 19 nincs a tabldban.



4. Az alabbi grafon futtatjuk Dijkstra algo-
rimusat az A csucsbol, az A és B csucsok
KESZ-be keriilése utan a d tomb igy néz

ki:
| O
A B C D E F 3 1
x| | 5| 4 |oo|x 20 3 0/@
6@ 132

(a) Magyarazza el roviden, hogy d(F) 9
miért végtelen és d(D) miért 4.

(b) Melyik cstcs kerill a kovetkezé

lépésben a KESZ halmazba és miért?

(c), Hogyan néz ki a d tomb az 1j cstcs

KESZ-be kerulése miatti modositasok

utan és miért?

Megoldas

(a) A d tombben d[v] a legrévidebb olyan 1t hosszéat jeloli, ami a kezdGcsiicsbol
indul, v-be érkezik és az utolsé él kivételével végig a KESZ halmazban halad. Mivel
F-re nincs ilyen 1t (mert a KESZ halmazbél nem vezet él F-be), ezért d(F) = oc.

A D cstucsba csak B-bdl érkezhetiink a KESZ—bél, a legrovidebb ilyen it az ABD,
ennek hossza 4, ezért d(D) = 4.

(b) A KESZ-be a D keriil be, mert ennek d értéke a legkisebb.

(¢) Ha D KESZ-be keriil, akkor d(D) =  lesz és véltozésok lehetnek még D KESZ-
en kiviili szomszédainal, mashol biztosan nem. D szomszédai C, E, F', ezek mind
KESZ-en kiviil vannak, azt kell megnézni, hogy a D-n at egy éllel ezekbe a csucsokba
vezeto legrovidebb 1t hossza kisebb-e az aktualis d értéknél:

C-re a legjobb D-bdl érkezo ut 9, ez rosszabb, mint az eddigi 5, marad az 5,

FE-re és F-re eddig nem volt 1t, most lett 4 és 5 hosszu, ezért d(F) = 4,d(F) = 5.

5. Az 5,2, 2,10 tomb Osszefésiiléses rendezése soran 4 osszehasonlitas torténik. Adja
meg = Osszes lehetséges értékét, ha tudjuk, hogy x olyan egész szam, ami méashol
nem szerepel a tombben. Vélaszat indokolja is.

Megoldas

Az algoritmus el6szor egy-egy Osszehasonlitdssal rendezi az 5,2 és x, 10 kételemi
részeket. Ez eddig biztosan két Osszehasonlités, az a kérdés, hogy mikor, mely x
értékek esetén lehet két tovabbi osszehasonlitassal befejezni a rendezést.

Megvizsgaljuk az Osszes esetet:
ha x < 2: ekkor a 2,5 tombot fésiiljiikk 6ssze az x, 10 tombbel, de ekkor 2 és x, 2 és
10 , majd 5 és 10 is ossze lesz hasonlitva, ez mar tal sok osszehasonlités.



Ha 2 < x < 5, akkor megint csak a 2, 5 tombot fésiiljiik ossze az z, 10 tombbel, ekkor
2ésx,bésx,majdb és 10 is 0ssze lesz hasonlitva, ez ismét til sok Osszehasonlitas.
Ha 5 < x < 10, akkor megint a 2,5 és x, 10 tomboket fésiiljiik 6ssze, ekkor 2 és x,
majd 5 és x lesz hasonlitva, majd az els6 tomb elfogy, nem kell tobb 0sszehasonlitas.
Ekkor 4 6sszehasonlitas volt 0sszesen, ez az eset lehetséges.

Ha 10 < z, akkor a 2,5 és 10, z tomboket fésiiljik ossze, ekkor 2 és 10, majd 5 és
10 lesz hasonlitva, majd az elsé tomb elfogy, nem kell tobb 6sszehasonlitas. Ekkor
is 4 Osszehasonlitas volt Osszesen, ez az eset is lehetséges.

. Egy G iranyitott, élsulyozott gratban az a,b,c,d,e sorrend topologikus sorrend.
Ezen topologikus sorrendet hasznalva a tanult algoritmust futtatjuk az a-tél vett
legrovidebb utak hosszanak meghatarozasara. Az a, b, ¢, d csticsokra ezeket a tavolsagokat
kaptuk: tdvolsdgla] = 0, tdvolsdg[b] = 2, tdvolsdg[c] = -7, tavolsdg[d] = 5.

(a) Miért biztos, hogy van a grafban ab él17 Mi ennek a stlya és miért?

(b) Ha van a grafban cd él, akkor mi lehet ennek a silya és miért?

Megoldas

(a) A b csics el6tt csak az a van a topologikus sorrendben, ezért egy a-bél b-be mend
ut csak egy kozvetlen a-bdl b-be meno él lehet. Mivel ennek az itnak a hossza 2, de
az Ut maga az él, ezért az él hossza 2.

(b) A d-re kapott tavolsag az algoritmus szerint a legkisebb érték a tavolsdgal
+ c(a,d), tdvolsag[b] + c(b,d), tavolsiglc] + c(c,d) értékek koziil (amennyiben
mindhdrom él 1étezik). Ha van él c-bél d-be, akkor tavolsag[c] +c(c,d) = =7 +
c(c,d) > tavolsag(d] = 5, azaz c¢(c,d) — 7 > 5, vagyis c(¢,d) > 12.

. Szomszédossagi métrixdval adott egy n csicst, iranyitatlan G graf. Adjon O(n?)
lépésszamu algoritmust, ami eldonti, hogy van-e a grafban olyan masodfoku cstcs,
aminek a két szomszédja kozott van él a grafban.

Megoldas

Algo szovegesen:

Az A szomszédossagi matrix minden sorara megcesinaljuk ezt: végigmegyiink a soron
és megszamoljuk, hogy hany 1 van, kozben a szomszédos csicsokat egy listaba
rakjuk. Ha nem két 1 van, akkor megytlink a kovetkezo sorra, ha pedig két darab
1 van, akkor a listdban két csics van, i és j és megnézziik, hogy Ali, j] 1 vagy 0.
Ha 1, akkor talaltunk jé masodfoku csucsot, ha pedig 0, akkor megyiink tovabb a
kovetkezo sorra. Ha végigmentiink az 6sszes soron és igy nem talaltunk jé masodfoku
csucsot, akkor nincs ilyen.



Algo koddal:

van_jo_csucs := False
ciklus k = 1-t6l1 n-ig: // végig a sorokon
szomszedok_szama: = 0
szomszedok_listaja: = 1Ures lista
ciklus s = 1-tol n-ig: // végig az oszlopokon a k. sorban
ha Alk,s] == 1:
szomszedok_szama +=1
s bele szomszedok_listaja-ba
ciklus vége
ha szomszedok_szama ==
ha A[szomszedok_listajal[O0], szomszedok_listajal[l]] ==
van_jo_csucs: = True
ciklus vége
return van_jo_csucs

Josag: Az 1-ek szdama a sorban a csucs fokszamat adja meg, pont ezt nézzilkk meg
minden sorban. Ha a szomszédok szama 2, akkor A[i,j] mutatja, hogy &k Ossze
vannak-e kotve vagy sem.

Lépésszam:

A szoveges lefrashoz: Osszesen n darab sor van és minden sorban megnézek n
értéket, amikor a fokszamokat szdmolom, értékenként konstans lépés torténik (szamldlo
és lista karbantartdsa), ez eddig n - O(n) = O(n?). Minden sorban van még egy
ellen6rzés (hogy 2 szomszéd volt-e) és legfeljebb egy érték kiolvasdsa a szomszédossagi
matrixbol, ez soronként konstans 1épés, azaz O(n) Osszesen, vagyis a lépésszam
O(n?) + O(n) = O(n?).

Pszeudokdd: A kiilso ciklus n-szer fut le, ennek magja konstans sok 1épés, aztan egy
belso ciklus, majd konstans sok 1épés. A belso ciklus n-szer fut le, magja konstans,
vagyis a belsé ciklus O(n), a kiils6 ciklus pedig n(O(1) + O(n) + O(1)) = nO(n) =
O(n?). A kiilsé cikluson kiviil kiviil csak konstans sok 1épés van, igy az egész kéd

O(n?).

. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csucst, irdnyitott G graf és benne egy kijelolt
(u,v) irdnyitott él. Szeretnénk megtaldlni a legkevesebb élbol &ll6, az (u,v) élen
atmend irdnyitott kort a grafban.

Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n?) lépésben meg
akarjuk oldani ezt a feladatot?

Megoldas
Algo:



Futtassuk a BFS-t a v csticsbdl és nézziik meg a BE'S faban a v-bdl u-ba vezeto utat.
Ha nincs ilyen 1t, akkor nincs ezen az élen at kor, ha van ilyen 1t, akkor ez az ut és
az ¢l maga alkotja a legkevesebb élli keresett kort.

Josag:

Minden uv-n atmend kor az uv élbol és egy vu utbdl all, ha megtalaljuk a legrovidebb
vu utat, akkor megvan a a legrovidebb keresett kor is.

Lépésszam: BFS lépésszama (itmegtalaldssal egyiitt is) O(n?), ezutdn a vu it megk-
eresése a faban O(n), azaz egyiitt O(n?).



Algoritmusok és grafok - Vizsga
2020. januar 29.

A vaélaszokat indokolni kell, de a feladatokban szereplé tanult algoritmusokat nem kell
részletesen leirni, elég csak azokat a részeket kifejteni, amelyek az indoklashoz sziikségesek.

1. Az aldbbi pszeudokdd inputja egy ciklus i = 0-t6l (n-1)-ig:
n > 2 hosszi A tomb. Igaz-e, hogy ha A[i] > 0:
ez a kéd O(n)-es, ha egy lépésnek ciklus amig A[i] < 5:
az Osszehasonlitas, az Osszeadas és az A[i] := A[i] + 1
értékadas szamit? Ha igaz, akkor lassa ciklus vége

be ezt, ha pedig nem igaz, akkor lassa ciklus vége
be, hogy O(n?)-es.

Megoldas

Ez a kéd O(n)-es. A kiils6 ciklus n-szer fut le, ennek a magja pedig O(1)-es a
kovetkezok miatt: Egy 1épés utan egy belso ciklus kovetkezik, ami legfeljebb 5-szor
fut le, mert minden lefutdskor né eggyel az Ali] értéke és mivel legalabb 0 volt, ezért
legfeljebb 5 lefutas utan nagyobb lesz, mint 5 és akkor mar nem teljesiil az amig-
feltétel. A belsé ciklus magja konstans sok 1épés, igy a bels6 ciklus O(1) 1épésbol
all, azaz a kiils6 ciklus magja 1 + O(1), azaz O(1), igy az egész koéd O(n).

2. (a) Adja meg a bindris keres6fa definicidjat (elég a bindris kereséfa tulajdonsagot
leirnia, nem kell definidlni azt, hogy mi a binéris fa).
(b) frja le, hogy hogyan kell beszurni egy 1j elemet binaris keresofaba. Mennyi
ennek az eljarasnak a lépésszama és miért?

Megoldas

(a) A bindris keres6fa tulajdonsag azt jelenti, hogy minden csicsra igaz, hogy a
bal részfajaban minden elem kisebb, a jobb résztdjaban pedig minden elem nagyobb
nala.

(b) Egy 14j s érték beszirasa ugy torténik, hogy eldszor s-et Osszehasonlitjuk a
gyokérrel és ha s kisebb, mint a gyokér, akkor balra, ha pedig nagyobb, akkor
jobbra megyiink. Ezt az eljarast folytatjuk az aktudlis csiicesal (ahova érkeziink)
mindaddig, amig iires gyerekhez (None mutatéhoz) ériink, ekkor ide beillesztjiik az
s értéket.

Ezen eljards 1épésszama O(h), ahol h a fa magassdga, mert minden szinten konstans
sok lépést tesziink.

3. Egy irdnyitott graf élei a kovetkezok: AB, AC, BG,CB,CD,CG,DA, DE, DF, EF,
GD,GF. Ebben a grafban BFS-t (szélességi bejarast) futtatunk az A kezddcsucsbol
ugy, hogy ha barmikor valasztasi lehetoség addodik, akkor az abécé szerint elobb levo
csucsot valasztjuk.

(a) Milyen sorrendben jérjuk be a csiicsokat és mi lesz a kapott BES fa? (Indokolni



ezt nem kell, elég a sorrend és a fa megadésa.)

(b) Hogyan néz ki a honnan témb a BFS futdsdnak a végén? Indoklasképpen irja
le roviden, hogy mit tarol a honnan tomb.

(c) Adja meg a @ sor dllapotat a kéd futdsanak kezdetén, majd minden egyes csics

bejarasa utan. Indoklasképpen roviden irja le, hogy a () sornak mi a szerepe a
kodban.

Megoldas
(a) A, B, C, G, D, F, E, a fa élei pedig: AB, AC,BG,CD,GF,DE.
(b)

A B C D E F G
AlA  A|C|D| G| B

Ez azért van igy, mert a honnan|v] azt tarolja, hogy a BFS eljards sordn a v cstcsot
melyik csiicsbdl fedeztiik fel.

(¢) A @ sor azokat a csicsokat tarolja, amiket mar felfedeztiink, de amiknek a
szomszédait még nem vizsgaltuk meg.

Az elején Q = { A}, késébb pedig

A bejarasa utdan Q = {B,C},

B bejardsa utan Q@ = {C, G},

C' bejarasa utan Q = {G, D},

G bejarasa utan Q = {D, F'},

D bejarasa utdn @ = {F, E'},

F bejarasa utan Q = {F'},

E bejarasa utan Q = {}.

. A G iranyitott, élsulyozott graf élei a kovetkezék (zardjelben az élsulyok):
ac(8),af(7),bf(11),cd(10), ce(7),cf(6),eb(—5),ed(2),ef(3).

Ebben a grafban az éran tanult, DAG-ban leghosszabb utat kereso algoritmust fut-
tatjuk a-bdl az a, c, e, b, d, f topologikus sorrendet hasznalva. Az a,c, e, b, d csicsokba
vezetd leghosszabb utak hosszat méar meghatéroztuk: leghosszabbla] = 0,
leghosszabbc] = 8, leghosszabble] = 15, leghosszabb[b] = 10, leghosszabb[d] = 18.
Hogyan kapjuk meg leghosszabb/fJ-et a tanult eljarassal ezekbél az adatokbdl? A
megoldasabdl latszédjon, hogy hogyan hasznalja a tanult eljarast.

Megoldas

Az 6szzes olyan v csucsra, ahonnan vezet él f be, meg kell nézniink a leghosszabb[v]
+ c(v,f) értéket és ezek kozil kell venniink a maximumot. Ez azt jelenti, hogy a
maximumat keressiink a

leghosszabbla] + c(a,f), leghosszabblc] + c(c,f), leghosszabble] + c(e,f),
leghosszabb[b] + c(b,f) értékeknek, ami b-nél taldlhaté 21 értékben, azaz
leghosszabb[f] értéke 21.



5. Az alabbi grafon, ahol az x élsuly nem
ismert, futtatva Kruskal algorimusat az
els6 harom ¢él, amit az eljaras bevalaszt:

bf,ec,bc. Adja meg x Osszes lehetséges
értékét (réviden indokolva valaszat) és
irja le, hogy mely éleket és milyen sor-
rendben valasztja be ezutan az algorit-

mus és miért.

Megoldas

Az x értékére az igaz, hogy x > 2, mert a Kruskal algoritmus sorbarendezi az éleket
sulyt szerint és az aktudlis éle akkor veszi be a faba, ha az nem alkot kort az eddig
véalasztott élekkel (egyébként atlépi és megy a kiovetekz6 él vizsgélatara).

H x kisebb lenne, mint 2, akkor az fe élet vizsgalna bf és ec utan és mivel nem
alkotna veliik kort, ezért ezt az fe élet venné be harmadiknak.

A bf, ec, be élek utan az fe élet biztos nem veheti be sose, mert kort alkotna, a tobbi

élet pedig cd, ed, ab, af sorrendben nézi és ezekbol el0szor a cd, majd az ab élet veszi
be.

6. Egy kezdetben tires, 11 méretii hash tablaba nyilt cimzéssel, linearis probaval sziurtunk
be nyolc egész szamot, a hasznalt hash fliggvény a h(K) = K maradéka 11-gyel oszt-
va fiiggvény volt. A beszurasok utan két szamot kitoroltiink a tablabol, a torlések
helyét * jelzi. Mutassa meg, hogy miért nem lehetséges, hogy az eljaras végén az
alabbi tablat kaptuk:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
16| * 416 | * |17 9 |21

Megoldas

A 16 nem keriilhetett oda, ahol van, mert ezt elészor a h(16) = 5-0s cellaba akar-
juk rakni és ha ide nem tudjuk, akkor balra indulva keresiink neki 1j helyet, amit
legkésébb a 2-es celldban megtaldlndnk (mert ott sose volt semmi), vagyis ezen a
cellan nem juthatott volna tul a 16.

7. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csucsu, iranyitatlan G graf és adott egy, a
csucsokkal indexelt R tombben a csicsok egy részhalmaza oly moédon, hogy ha a
v cstcs nincsen benne a részhalmazban, akkor R[v] = 0, ha pedig v benne van a
részhalmazban, akkor R[v] = 1.
Azt szeretnénk eldonteni, hogy igaz-e, hogy egyetlen él sem fut R-beli cstcsok kozt
a grafban.



Adjon erre a feladatra O(n?) 1épésszdmu algoritmust.

Megoldas

Algo: végigmegyilink az R tombon és ha valahol 1-t latunk egy ¢ cstcsnal, akkor
minden 7 utén szerepld olyan j-re, ahol R[j] is 1 megnézziik, hogy Ali, j] = 0 teljesiil-
e. (Itt A jeloli a graf szomszédossigi méatrixat.) Ha ez minden R-beli 1-es parra
teljesiil ez, akkor egyetlen €l sincsen a grafban R-beli csticsparok kozott, kiilonben
meg ez nem igaz

Pszeudokdédban uez:

rendben: = True
ciklus i = 1-té1 (n-1)-ig:
ha R[i] == 1:
ciklus j = (i + 1)-t6l n-ig:
ha (R[j] == 1 és A[i,j]1 ! = 0):
rendben := False

ciklus vége
ciklus vége

Josag: Mivel minden R-beli 1-es part megnéziink, ezért kideril, hogy mindegyik él
hidnyzik-e a grafbol vagy sem.

Lépésszam: A belso ciklus legfeljebb n-szer fut le, a magja konstans sok 1épés, vagyis
a belso ciklus O(n). A kiils6 ciklus legfeljebb n-szer fut le, ennek magja 1 1épés plusz
az O(n)-es belsé ciklus, azaz a kiils6 ciklus O(n?)-es. Az egész kod csak egy 1épéssel
tobb, mint a kiils6 ciklus, azaz ez is O(n?)-es.

Vagy a szoveges leirashoz: R-ben legfeljebb n darab 1-es lehet és mindegyiknél
legfeljebb n masik értéket kell megnéznem R-ben is és A-ban is, azaz legfeljebb
O(n?) 1épés torténik.

. Egy A szomszédossagi matrix-szal adott egy varos uthalézatanak élsilyozott, ira-
nyitott grafja: a cstcsok a csomépontok, az élek a csomoépontok kozotti kozvetlen
utak, az élek sulya pedig azt mutatja, hogy mennyi az atlagos ido, ami az 1t
megtételéhez autdval sziikséges. Adott tovabba egy masik B matrix is, ami azt adja
meg minden kozvetlen utra, hogy mekkora a legnagyobb magassagu auté, amivel
elakadas nélkil at lehet haladni az adott szakaszon: a B matrix i-edik soranak,
j-edik oszlopaban &ll6 Bli, j] érték mutatja a legnagyobb magassigot, amivel még
megteheto az ¢ csomopontbdl a j csomépontba vezetd kozvetlen tt.

Adott a grafban két kijelolt csucs, X és Y. Melyik tanult algoritmust lehet alkal-
mazni, hogyan és miért, ha O(n?) lépésben meg akarjuk taldlni a leggyorsabban

megtehetd olyan utat X-bol Y-ba, amit legfeljebb 350 centiméter magas autoval
meg lehet tenni? (Itt n szokdsos médon a graf csicsainak szamat jeloli.)



Megoldas

Algoritmus:

1. Moédositsuk a grafot ugy, hogy azokat az éleket, amiken nem lehet dtmenni 350
cm magas autoval, azokat kitoroljiik.

2. Ebben az 1j graftban futtassuk a Dijkstra algoritmust az X csticsbél. Ha nem
kapunk utat Y-ba, akkor nincs ilyen 1t, ha kapunk, akkor pedig ez lesz a legrovidebb
kivant 1ut.

A graf modositasa pontosabban: végigmegyek az A szomszédossagi matrixon, soronként,
soron beliil oszloponként és ha Ali, j| nem végtelen, akkor megnézem, hogy

Bli,j] > 350 teljesiil-e. Ha igen, akkor nincs tennivalénk ezzel a bejegyzéssel,
egyébként pedig Ali, j]-t végtelenre allitjuk.

ciklus 1 =1-tél n-ig:
ciklus j = 1-tél n-ig:
ha A[i,j] nem végtelen és B[i,j] < 350:
Ali,j] := végtelen
ciklus vége
ciklus vége

Lépésszam:

1. Az 1j szomszédossagi matrix eldallitasa soran minden cellanal konstans sok
munkét végzek, azaz ez O(n?) 1épés. (Vagy a pszeudokéddra hivatkozva: a kiilsd
ciklus n-szer fut le, ennek a magja a belso ciklus, ami egy n-szer lefutd, konstans
magi kéd, azaz a bels6 ciklus O(n), az egész kéd pedig O(n?).)

2. A kapott métrix is egy n cstcsi grafhoz tartozik, ebben Dijkstra O(n?) 1épésben
fut, gy a médositds és a futtatds egyiitt O(n?) + O(n?) = O(n?).

Josag: A moddositassal éppen azok az élek valnak elérhetetlenné, amiket nem szabad
haszndlnunk, azaz az 1j graf utjai megegyeznek az eredeti graf hasznalhaté tutjaival.
Dijkstra algoritmusa hasznahaté, mert minden élsuly pozitiv.



