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1. Az aldbbi pszeudokdd inputja egy n-szer ciklus i = 1-t6l n-ig:
n-es A tomb, melyben az i. sor j. elemét Ali,i] : =0
Ali, j] jeloli (1 < i,57 < n). A pszeu- ciklus vége
dokéd a futdsa sordn a tomb néhany  ciklus j = 1-tél n-ig:

elemét valtoztatja meg. Mutassa meg, ha (A[1,j] == 1 és A[2,j] == 1):
hogy a kéd &ltal megadott algoritmus Alj,3]1 : =1
lépésszama O(n). ciklus vége

2. Az Osszefésiil eljaras inputjat egy k elemii rendezett B tomb és egy £ elemii rendezett
C tomb alkotja, az eljaras pedig kimenetként egy k + ¢ elemil rendezett D tombot
allit elo B és C' elemeibdl.

Irja le az 6rdn tanult bizonyitdst arra, hogy ez az eljéras O(k + ¢) 1épésszamu.
(Magat az algoritmust nem sziikséges részletesen leirni, csak annyiban, amennyiben
ez a lépésszam indoklasahoz sziikséges.)

3. Egy iranyitott, élsulyozott graf élei a kovetketok (zaréjelben az élsilyok):
AB(3),AC(2),BC(1), BD(2), BE(5),BF(3),CD(4),CF(5), DA(1), DE(2),
DF(3),EF(1), FB(3), FC(1).

Dijkstra algoritmusat futtatjuk ebben a grafban, az A cstcsbél indulva, néhany 1épés
utdn a KESZ halmazban az A, B, C' csticsok vannak, a d tomb allapota pedig ez:

A B C D E F
x| x| x| 5| 816

(a) Melyik cstcs keriil be a kovetkez6 1épésben a KESZ halmazba és miért?
(b) Hogyan néz ki a d tomb, amikor az 1j cstics KESZ-be keriilése utén a sziikséges
modositasok megtorténnek és miért?

4. Az aldbbi irdnyitatlan G gréfban (ahol az x élstily nem ismert) futtatjuk az a
csucsbol a Prim algoritmust és azt tapasztaljuk, hogy az ab, bd, de, bc élek keriilnek
be a minimalis feszitéfaba, ebben a sorrendben. Bizonyitsa be, hogy = értéke csak
2 lehet.

G élei: ab(1), ac(x),bc(2),bd(x), cd(3), ce(4), de(1).



5. Egy kezdetben iires, 11 méretii hash tablaba nyilt cimzéssel, linearis probaval sziartunk
be néhany egész szamot, majd egyet koziliik kitoroltiink, igy az alabbi allapotot kap-
tuk (x jeloli a torolt cellat, a kitoltetlen cellak mindvégig tiresek voltak). A hasznalt
hash fliggvény a h(K) = K maradéka 11-gyel osztva fiiggvény volt.

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 1316]26|*|17 9110

Adjon meg egy olyan pozitiv egész x értéket, ami a tablazatban nem szerepel és
aminek a keresése soran tobb lépést kell tenniink, mintha beszurni akarnank x-et.
Magyarazza is el, hogy hogyan zajlik x keresése és beszurasa.

6. Igaz-e, hogy az alabbi iranyitott, élsilyozott grafban a B, C, D, A, E, F' sorrend egy
topologikus sorrend?
A graf (irdnyitott) élei: AE, AF, BC,BD,BE,CA,CE,DE,DF

7. Adott két teljes bindris keres6fa, mindegyikben n elemet tarolunk. Adjon O(logn)
elemszamu eljarast, ami eldonti, hogy igaz-e, hogy az els6é fa minden eleme nagyobb,
mint a masodik fa minden eleme.

(Emlékeztetoiil: a teljes bindris fa olyan bindris fa, amiben minden szint tele van. )

8. Matrixaval adott egy varos uthalézatanak osszefiiggo, élsulyozott, iranyitott, egyszeri

grafja: a csucsok a csomépontok, az élek a csomoépontok kozotti kozvetlen utak, az
élek sulya pedig azt mutatja, hogy mennyi ido alatt tud az adott szakaszon egy
biciklis futar végigmenni.
Egy, az f csucsban tartozkodé biciklis futar azt a feladatot kapja, hogy a nala levo
két csomagot a lehetd leggyorsabban kézbesitse ki a varos b és ¢ csomépontjaiba (az
mindegy, hogy milyen sorrendben kézbesit). Melyik tanult algoritmust lehet alkal-
mazni és hogyan, hogy O(n?) 1épésben meghatérozzuk, hogy milyen sorrendben kell
a futarnak a csomagokat leadnia és mennyi a legrovidebb ido, ami alatt teljesiteni
tudja a feladatat?
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A vaélaszokat indokolni kell, de a feladatokban szereplé tanult algoritmusokat nem kell
részletesen leirni, elég csak azokat a részeket kifejteni, amelyek az indoklashoz sziikségesek.

1.

Az alabbi pszeudokdd inputja két n-szer ciklus i = 1-tél n-ig:

n-es tomb, A és B, melyekben az i. sor ciklus j = 1-tél n-ig:

j. elemét Al j| illetve Bli, j] jeloli (1 < ciklus k = 1-t6l n-ig:
i,7 <n). A pszeudokdd a futdsa soran a ha A[i,k] == A[j,k]:
B tomb néhany elemét valtoztatja meg. B[i,j] : =1
Mutassa meg, hogy a koéd altal megadott ciklus vége

algoritmus 1épésszama O(n?). ciklus vége

ciklus vége

. Ez a feladat az idei anyagban nincsen benne!

Az éran tanult Bellman-Ford algoritmus az s kezd6cstcsbdl az 0sszes tobbi csucsba
a legrovidebb it hosszat Ggy hatarozza meg, hogy T'i, v]-vel jelolt értékeket szamol
ki minden 1 <7 <n — 1 egész szamra, a graf minden v csicsara.

Mi T'[1,v] jelentése? Hogyan kell kiszamolni a graf csicsaira a T'[1,v] értékeket és
miért?

A 3,7,1,x,2,12,10 inputon futtatva a beszirasos rendezést egyszer csak az

1,3,2,7,2,12,10 allapotot kapjuk. Adja meg az 6sszes olyan = egész szamot, amire
ez el6fordulhat, ha tudjuk, hogy x egy olyan szam, ami méashol nem szerepel a
tombben.

. Egy egyszerti, iranyitott G grafon DFS-t (mélységi bejarast) futtattunk az A cstcsbol.

A csucsokat A, C, D, B, E, I sorrendben latogattuk meg, a DF'S feszitofa élei pedig
AC,CD, AB, BE, BF.

(a) Lehetséges-e, hogy a G grafban van él E-b6l A-ba?

(b) Lehetséges-e, hogy a G grafban van él D-bdl B-be?

. Dijkstra algoritmusat lefuttatva egy egyszeri, irdanyitott grafban az A csucsbdl, a

futas végén a legrovidebb utak nyomonkovetésére szolgdlé honnan tomb igy néz ki:

A B C D E F G
AlC|G|F|C|A]A

Mi a legrovidebb ut A-bdl E-be (azaz mely csicsok és milyen sorrendben kévetkeznek
az uton) és miért?



6. Egy szomszédossagi matrixaval adott n csicst, iranyitott G grafban adott a csicsoknak
egy ui,Us, . .., u, sorrendje (itt minden cstcs pontosan egyszer szerepel). Azt sze-
retnénk eldonteni, hogy a csicsok ebben a sorrendben iranyitott kort alkotnak-e a
grafban. Adjon erre a feladatra O(n) 1épésszéamu algoritmust.

7. Méatrixaval adott egy varos uthélézatanak osszefiiggd, élsilyozott, irdnyitatlan, egy-
szeri grafja: a csicsok a csomépontok, az élek a csomoépontok kozotti kozvetlen
utak, az élek silya pedig azt mutatja, hogy hany hémunkas tudja az adott utszakaszt
letakaritani 1 ora alatt. Szeretnénk tudni, hogy legalabb mennyi hémunkasra van
sziikség Osszesen ahhoz, hogy egy éjszakai hdesés utan (ami reggel 6-kor elallt), a
7 6rds munkakezdés utdn 1 éran beliil a fotérrél (ami egy cstcs a grafban) a varos
osszes csomoépontja elérheto legyen letakaritott uton.

Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n?) lépésben
valaszt akarunk kapni, ahol n a csomépontok szama?

8. Adott két bindaris keres6fa, mindegyikben n kiillonb6z6 elemet tarolunk. Adjon O(n)
lépésszamu eljarast, ami eldonti, hogy igaz-e, hogy a két faban ugyanazok a szamok
szerepelnek.
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A vélaszokat indokolni kell, de a feladatokban szereplé tanult algoritmusokat nem kell
részletesen leirni, elég csak azokat a részeket kifejteni, amelyek az indoklashoz sziikségesek.

1. Az aldbbi pszeudokédban egy * kifrdsa  ciklus i = 1-t61 (n-1)-ig:

szamit egy lépésnek. Mutassa meg, hogy ciklus j = (i+1)-t6l n-ig:
a pszeudokod altal megadott algoritmus kiirunk j darab *-ot
lépésszama O(n?). ciklus vége

ciklus vége

2. frja le az 6ran tanult eljarast, amivel egy binaris kereséfaban meg tudjuk taldlni a
legkisebb tarolt elemet. Magyarazza el, hogy miért helyes ez az eljaras és mutassa
meg, hogy a 1épésszdama O(h), ahol h jeldli a fa szintjeinek szamat.

3. Mutasson példat olyan 5 csicsu iranyitatlan, osszefiiggd, egyszerti G grafra és a
grafban a Prim algoritmus egy olyan futdsara, ahol egy, az algoritmus altal késobb
valasztott él silya kisebb, mint egy korabban valasztotté.

A futés lefrdsakor az éleket kell felsorolni a bevalasztas sorrendjében és roviden
indokolni, hogy miért ezeket valasztja az eljaras.

4. Ez a feladat az idei anyagban nincsen benne!
A Bellman-Ford algoritmust futtatjuk az
a: b(1), d(3), e(7); b: c(2),d(5); c:d(-1), f(-4); d: e(3); e -; £ d(x),e(2)
éllistaval adott grafban, az a cstcsbdl (az z élsily értéke nem ismert).
A T téblazat harmadik és negyedik soraban a T'[3,v] és T'[4,v] értékek igy néznek
ki:

ab|lc|d|e|f

3101132 ]6]|-1
41401131 ]1]-1

Mi lehet x értéke és miért?

5. Az 6ran tanult Osszefésilés eljarast futtatjuk az 1,3,5,9 és 2,10, vy, 15, 16 rendezett
tombokon, ahol y értéke nem ismert.
(a) Hany Osszehasonlitasban vesz részt a 9-es érték és miért?
(b) Hany Osszehasonlitdasban vesz részt az y elem és miért?

6. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csticst, iranyitatlan G graf és adott a cstcsok
egy 3 szinnel vald szinezése egy, a cstucsokkal indexelt S tombben, ahol S{v] a v csics
szine: lila, sdarga vagy rozsaszin.

Azt szeretnénk eldonteni, hogy ez egy olyan szinezés-e, amiben azonos szini csicsok
kozott nem fut é1 G-ben. Adjon erre a feladatra O(n?) 1épésszami algoritmust.



7. Matrixaval adott egy varos uthalozatanak élsulyozott, iranyitott grafja: a cstucsok a
csomopontok, az élek a csomoépontok kozotti kozvetlen utak, az élek stulya pedig azt
mutatja, hogy mennyi az atlagos id6, ami az Ut megtételéhez autoval sziikséges. A
varost egy folyo szeli ketté, a folyon hidak vannak, csak ezeken lehet atkelni a folyé
egyik partjarol a masik partra.

Mindegyik hid egyiranyu, vagy egy jobbparti csomopontbdl vezet egy balpartiba
vagy forditva. A hidak egy listdban adottak, egy hidat a (v;, v;) par adja meg, ha a
hid a v; csomépontbdl a v; csomépontba megy.

Lakéasunk, mely az ¢ csomépontban és munkahelytink, mely az m csomépontban van,
a folyo ellentétes oldalan talalhatoak, ezért amikor dolgozni megytink at kell kelntink
az egyik hidon. Van egy kedvenc hidunk, amit hasznalni szeretnénk és szeretnénk
meghatarozni azt a leggyorsabban megteheto utat, ami ezen a hidon keresztiil vezet
a lakasunkbol a munkahelyiinkre gy, hogy a folyon csak egyszer keliink at.
Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n?) 1épésben meg
akarjuk taldlni ezt a legjobb ttvonalat (a szokdsos médon n a csomépontok szamat
jeloli)?

8. Adott egy n méretli tomb, aminek az elején néhany (de legalabb egy darab) 1-es
all, utana pedig minden elem 2-es (az lehetséges, hogy a tomb csupa 1l-es szamot
tartalmaz). Adjon O(logn) lépésszamu algoritmust, ami meghatarozza az utolsé
1-es indexét.
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A vélaszokat indokolni kell. A feladatokban szerepld tanult algoritmusokat csak annyira
kell leirni, amennyire az az indoklashoz sziikséges.

1. Az alabbi pszeudokdd inputja két tomb: B[0]: = A[O]
az n hosszi A tomb egész szamokat tar-  ciklus i = 1-tél (n-1)-ig:
talmaz, a szintén n hosszi B tomb pedig B[i] := max(A[i], B[i-1] + A[il])
csupa 0-bdl all. Az eljaras outputja az ciklus vége
M szam. Mutassa meg, hogy az eljaras  M:= B[0]

1épésszama O(n). ciklus j= 1-té6l (n-1)-ig:
ha B[j] > M:
M:= B[j]

ciklus vége

2. Tanultunk egy eljarast, amivel DAG-ban meg lehet talalni a legrovidebb utak hosszat
a kezddestcsbdl minden més csicsba. Az algoritmus soran a graf v csicsaira sorban
meghatarozzuk a tdvolsdg[v] értékeket, a topologikus sorrend szerint haladva. Az
eljaras lelkét az alabbi (részben hidnyos) képlet alkotja:

tdvolsaglv] = 1;Ln_1>1;)1{’ ‘}

Egészitse ki a fenti formulat, magyarazza el a hasznalt jeloléseket is. Mutassa meg,
hogy ha minden, a topologikus sorrendben v-t megel6z6 csucsra helyes a tavolsag
értéke, akkor a fenti képlet helyesen adja meg a tavolsagot a v csicsra.

3. Az alabbi 11 méreti hash tablaba nyilt cimzéssel, linearis prébaval szurtunk be
néhany egész szamot majd egyet koziilik kitoroltiink, igy az alabbi allapotot kaptuk
(x jeloli a torolt cellat, a kitoltetlen cellak mindvégig tiresek voltak). A hasznélt hash
fliggvény a h(K) = K maradéka 11-gyel osztva fliggvény volt.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1174 | *]3]15 6 | 18 22

Ebben a tablazatban egyetlen olyan szam van, amire igaz, hogy ha ezt a szamot
kitoroljik, majd ujra beszurjuk, akkor a szam egy masik helyre keril vissza. Melyik
ez a szam? Valaszanak indoklasara mutassa be, hogy hogyan zajlik ennek a szamnak
a torlése és beszurasa.

4. Egy egyszer(i, irdanyitott G grafon BFS-t (szélességi bejarast) futtattunk az A csicsbol.
A csicsokat A,C, B, D, E, F sorrendben latogattuk meg, a BFS feszitofa élei
AC,AB,CD,BE, BF.



(a) Lehetséges-e, hogy a G grafban van él E-b6l D-be?
(b) Lehetséges-e, hogy a G graftban van él C-bol E-be?
Vilaszait indokolja!

. Egy binéris keres6faban a 7,9, 15, 16, 20 szamokat taroljuk valamilyen elrendezésben.
Rajzolja fel a fat, ha tudjuk, hogy a fat preorder bejarassal bejarva a 9,7, 15,20, 16
sorrendben latjuk az elemeket. Roviden magyarazza el, hogy miért csak ez lehet a
fa alakja.

. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csucsu, egyszeru, irdnyitott G graf. Adjon
O(n?) 1épésszamti algoritmust, ami G mdtrixabdl eldéllitja annak az irdnyftatlan
G grafnak a szomszédossagi matrixat, aminek cstcsai megegyeznek G csicsaival
és G1-ben pontosan akkor van két csics 0sszekotve, ha G-ben valamelyik iranyban
volt él kozottik.

. Matrixaval adott egy varos uthalozatanak élsulyozott, iranyitott grafja: a csicsok
a csomoépontok, az élek a csomépontok kozotti kozvetlen utak, az élek silya pedig
azt mutatja, hogy mennyi az atlagos ido, ami az ut megtételéhez autéval sziikséges.

Ijtfelﬁjftésok miatt a kovetkezo héten le fogjak zarni a varos két csomoépontjat, a-t
és b-t (ezeken nem lehet autdval athaladni). Adott a grafban két kijelolt csics, S és
T és azt szeretnénk eldonteni, hogy az a és b csomépontok lezarasa miatt novekedni
fog-e az S-bél T-be eljutéds ideje és ha igen, akkor mennyivel. (Tételezziik fel, hogy
a kozvetlen utakhoz rendelt dtlagos idék nem véltoznak a lezarasok kovetkeztében.)
Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n?) lépésben meg
akarjuk oldani ezt a feladatot (a szokdsos médon n a csomépontok szamat jeloli)?

. Adott egy n kiillonb6z6 egész szamot tartlamazé A tomb, ebben szeretnénk harom
olyan szamot talalni, hogy koziiliikk barmely kett6 kiilonbsége legfeljebb 2019 legyen.
Adjon O(nlogn) lépésszamu eljarast erre a feladatra.



