MINTA 1. szintfelmérs Valoszintiségszamitas és statisztikabol
Tobias Andras
2023. november 27.

Ezen minta célja a kis zh-ban varhato jellegzetes feladattipusok bemutatasa. A kis zh-kban ezektdl eltérd
feladattipusok és valamivel nehezebb feladatok is el6fordulhatnak. A mintafeladatok az elsé két heti eladés
és gyakorlat anyagara épiilnek, ami nem mindig fedi le az els6 kis zh anyagat (lasd az aktualis elSadas
honlapjat).

A kis zh-ban a feladatok megoldasat nem kell indokolni, de amennyiben valamilyen definici6 vagy tétel a kér-
dés, igyekezziink azt pontosan megfogalmazni. Minden feladatot a feladatlapot oldjunk meg. A feladatlapot
be kell adni. Munkaidg: 15 perc.
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1. Egy IMSc-s gyakorlaton 21 {6 vesz részt, de sajnos csak 18 szék van a teremben. Négy hallgato kiszamolta,
hogy héanyféleképpen lehet kivalasztani azt a 18 hallgatot, akiknek jut tilShely, és az alabbi eredményeket
kaptak. Melyik eredmény NEM helyes? (4 pont)

21 21 21! 21!
a) (3) b Gs) 9w D e
2. Legyen 2 eseménytér és legyenek Aj, As, As, Ay C Q események. Mit jelent az, hogy Aj,..., Ay teljes
eseményrendszert alkotnak? (3 pont)

3. Az A és B eseményekrol tudjuk, hogy fiiggetlenek és pozitiv valoszintségtiek. Mi kévetkezik ebbdl? (3
pont)

a) P(A|B) = P(B|A) b) P(A|B) =P(A) c) P(A|B)=P(B) d)P(A|B)=P(AnNB)

,P(A) = 3 és P(B) = 1. Mennyi P(B|A)? (4

4. Legyenek A és B olyan események, amelyekre P(A|B) = 1

pont)

a)g D3 o3 43

1
2 1
5. Igaz vagy hamis? Karikdzzuk be a helyes valasz bettjét!

(a) Ha A és B fiiggetlen események, akkor A és B is fiiggetlen események. I H (2 pont)

(b) Egy szabalyos pénzérmét kétszer feldobva annak a valoszintisége, hogy egy fejet és egy irast dobunk,
pontosan ugyanannyi, mint azé, hogy két fejet dobunk. I H (2 pont)

(c) Ha A és B kizaré események és P(A) # 0 # P(B), akkor P(A|B) =P(BJ]A). I H (2 pont)



Touvdbbi jellegzetes feladattipus az 1. kis zh-kra (indoklds nem sziikséges, csak a végeredményekre jar pont):

+1. Az A, B, C pozitiv valosziniségi eseményekrsl tudjuk, hogy P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C). Dontsiik
el az alabbi allitasokrol, hogy teljesiilnek-e (karikdzzuk be a helyes vélasz bettjelét)! (2 pont/részfeladat)

1. Az A, B és C események fiiggetlenek.
a) igen, mindig  b) nem, soha c¢) van ra példa és ellenpélda is

2. Az A és a B események kizaroak.
a) igen, mindig  b) nem, soha c¢) van ra példa és ellenpélda is

3. A B és a C események teljes eseményrendszert alkotnak.
a) igen, mindig  b) nem, soha c¢) van ra példa és ellenpélda is

4. P(ANC) > 0.
a) igen, mindig  b) nem, soha c¢) van ra példa és ellenpélda is

+2. Az A és B eseményekrdl tudjuk, hogy fiiggetlenek és P(A) = 1/2, P(B) = 1/3. Mennyi a valoszintsége,
hogy az A és B események koziil pontosan egy kévetkezik be? (3 pont)

a)s bz ¢ 3 d)2 e 2 f)azelozdek koziil egyik sem

+3. Az A és B eseményekrd] tudjuk, hogy P(A\ B) = &, P(B\ A) = § és P(AN B) = {. Karikdzzuk be a
helyes valaszokat! (3x3 pont)

Fiiggetlen-e A és B? igen nem
Pozitiv-e annak a valoszintisége, hogy A és a B koziil egyik sem kovetkezik be? igen nem

Teljes eseményrendszert alkotnak-e az A\ B, B\ A és AN B események? igen nem



Tovdbbi jellegzetes feladattipusok a 2. kis zh-kra (indoklds nem sziikséges, csak a végeredményekre jdar pont):

6. Legyen X ~ N(0,1). A mellékelt normalis eloszlas tablazat segitségével hatarozzuk meg az alabbi
valoszintiségeket 4 tizedesjegy pontossaggal:

a) (2 pont) P(X < 0.55) =..cocovivvrnneannen.
b) (2 pont) P(X > 1.63) =..ccceevvveenrnne

c) (3 pont) P(X < —0.38) =.eevvvrrriniennen.

7. Legyen X ~ N(0,1). A mellékelt normalis eloszlas tablazatban szerepls 0.00,0.05, . .. ,3.49 szamok koziil
hatarozzuk meg azt az x1 szamot, amelyre P(X < 1) a legkozelebb van 0.9-hez, illetve azt az x4 értéket,
amelyre P(X < —xz3) a legkézelebb van 0.01-hez. (2+3 pont)

8. Legyenek X, Y fiiggetlen indikatorvaltozok, amelyekre teljesiil, hogy P(X = 1) = 1 és P(Y = 0) = 1.
Hatérozzuk meg P(X =Y = 0)-t! (4 pont)

9. Az X és az Y valosziniiségi valtozok egyiittes eloszlasat az alabbi tablazat szemlélteti.

a) Adjuk meg X és Y peremeloszlasanak kérdezett adatait! (4x2 pont)

XYy |0 2
1 I 1
s |4 4
PX =0)=rooierieereenns
P(X =2) =i
PY =1) =it
PY =3) =i

2 pont)



¢) Hatéarozzuk meg E[XY]-t! (4 pont)

10. Pistike és Jozsika kapnak nagymaméjuktol 7 kocka csokoladét, amit Ggy osztanak el egyméas kozott,
hogy feldobnak egy szabalyos dobokockat, és amennyit az mutat, annyi kocka csokit kap Pistike, a maradék
pedig Jozsikaé lesz. Jelolje X a Pistike, Y pedig a Jozsika altal kapott csokoladék szamat. Mi teljesiil ekkor
az X ¢és Y valoszintiségi valtozok korrelaciojara? (4 pont)

(a) pozitiv

(b) negativ

(c) 0, s6t X és Y fliggetlenek

(d) 0, de X és Y nem fiiggetlenek

11. Juliska kézilabda-mérkdzésen 1ép palyara, a kishiuga, Mariska pedig édesapjukkal nézi a lelatordl. Juliska
csapata 40% valoszintiséggel nyeri meg a mérkészést, 20% valoszinidséggel pedig dontetlent jatszik (kiilonben
veszit). Ha a csapat nyer, akkor Juliska édesapja vesz 2 gomboc fagyit Juliskdnak, ha dontetlent jatszik,
akkor 1 gomboc fagyit, ha pedig veszit, akkor egyet sem. Ha Juliskdnak vesz (akar 1, akir 2 gomboc) fagyit,
akkor Mariskanak is vesz pontosan 1 gombéc fagyit. Jelolje X a Juliska, Y pedig a Mariska altal kapott
fagyigombocok szamat. Mi teljesiil ekkor az X és Y valdszintségi valtozok kovariancidjara? (4 pont)

(a) pozitiv
(b

(c
(d) 0, de X és Y nem fiiggetlenek

negativ

)
) 0, s6t X ésY fliggetlenek
)

(Segitség a 10., 11. és hasonld feladatokhoz: Mivel indokldst nem kérink, a lehetséges vdlaszok alapjin a
korreldcid /kovariancia numerikus értékét nem fontos meghatdrozni. Az eldjele pedig a feladat leirdsa alapjdn,
szamolds nélkil is meghatdrozhatd — hogyan?)

12. A 11. feladatban szerepls X valoszintiségi valtozora adjuk meg E[X?]-et. (4 pont) E[X2] = ...c.ccooeiviiiiiiiennae

13. A 11. feladatban szerepls X,Y valoszintiségi valtozokra adjuk meg P(XY = k)-t minden olyan k-ra,
amelyre ez a valésziniiség nem 0. Ehhez a 0° = 1 konvenciét hasznaljuk. (4+2 pont)

14. Az X valoszintiségi valtozora teljesiil, hogy P(X = —1) = P(X = —-0) = 1/5 és P(X = 1) = 3/5.
Hatarozzuk meg az alabbi mennyiségeket. (Indokolni nem kell, de részben hibas megoldas esetén a kordabbi
részfeladatok eredményei alapjan részpontszamok kaphatok, példaul ha E(X) hibas, de E(5 — 5X) az E(X)
hibasan megadott értékét figyelembe véve teljesiti a varhato érték azonossagait.)



15. Az X valoszintségi valtozo binomiéalis eloszlasa E(X) = 18 varhato értékkel.

Hatéarozzuk meg E(2X + 4)-t. ..cocoievienieiniiiiieniiniicicee. (2 pont)

16. Az X valoszintiségi valtozd geometriai eloszlast D?(X) = 2 szérasnégyzettel.

Hatdrozzuk meg D?(3 — 2X)-€t. .ooveveiririeiiiieieiieeecieeeieen, (3 pont)

17. Egy X diszkrét valdszintségi valtozorol tudjuk, hogy az értékkészlete a pozitiv egész szamok halmaza.
Milyen eloszlast lehet X az alabbiak koziil? (2 pont)

(a) binomialis
(b) geometriai
(¢) Poisson

(d) diszkrét egyenletes

18. Egy X folytonos valoszintiségi valtozorol tudjuk, hogy strtiségfiiggvénye egész R-en mindeniitt pozitiv.
Milyen eloszlast lehet X az alabbiak koziil? (2 pont)

(a) normalis

(b) egyenletes

(¢) exponencialis

(d) két fiiggetlen exponencidlis dsszegével megegyezs eloszlasi
19. Egy X folytonos valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye

fr(z) = {cx, ha z € (0,1) ,

0, kiilonben
Hatarozzuk meg ¢ értékét. (3 pont)
0.5
b
(c

(d) az el6zbek koziil egyik sem

(a
(b) 1

)
)
) 2
)



20. Egy X folytonos valoszintiségi valtozo strtiségfiiggvénye

322, haxe(0,1),
Jx(@) = {0, kiilsnben

Hatérozzuk meg E(X)-et. (3 pont)
(a) 2/3
(b) 3/4
(c) 1
(d) az el6zdek koziil egyik sem

21. Egy X folytonos valdészintiségi valtozé strtségfiiggvénye

fela) = {2x/3, ha z € (1,2)

0, kiilonben

Hatéarozzuk meg X eloszlasfiiggvényét. (5 pont, az esetszétvalasztas részeire kiilon-kiilon is kaphatok pontok)
FX (l‘) =

22. Egy X folytonos valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye

0, ha z <0,
Fx(z)=<z? ha0<z<lI,
1, ha z > 1.

Hatéarozzuk meg X strtiségfiiggvényét (tigy, hogy az egy nyilt intervallumon legyen 0-tol kiilonbozs). (5
pont, az esetszétvéilasztas részeire kiilon-kiilon is kaphatok pontok)

fx(z) =

23. Tetszbleges X,Y valoszintségi valtozokra, amelyekre E(X?) < oo és E(Y?) < oo, cov(42X,Y +8) a
kovetkezs képlettel adhatdé meg;:

cov(42X —2,-2Y +8) =a-cov(X,Y) + b,

24. Tetsz6leges XY, Z valoszintiségi valtozokra, amelyekre E(X?) < oo, E(Y?) < o és E(Z?) < oo,
cov(42X +Y, Z + 1) a kovetkezs képlettel adhato meg:

cov(2X +Y, Z+1)=a-cov(X,Z)+b-cov(Y,Z) +c,



Tovdbbi jellegzetes feladattipusok a 3. kis zh-kra (indoklds nem sziikséges, csak a végeredményekre jdar pont):

25. Az )}f) valdszintségi vektorvaltozod kétdimenzids normalis eloszlasi m = (_41> és X = (? é) para-

méterekkel. Hatarozzuk meg az alabbi mennyiségeket (4x2 pont):

Fiiggetlen-e X és Y? Karikazzuk be a helyes valaszt (2 pont): igen nem

26. Tegyiik fel, hogy az X,Y valoszintiségi véltozok fiiggetlenek, tovabba E(X) = 4, E(X?) = 18, E(Y) =3
és E(Y?) = 10. Ekkor E(X? —2X +Y|Y)=? (4 pont)

a) 13

X2_2X+4Y

)
b) X% -2X +3
c)

)

d) 10+Y

Hatarozzuk meg tovabba E(E(X? — 2X + YY) értékét. E(E(X2 —2X +Y|Y)) = coovvvivernn. (3 pont)

27. Az XY valoszintiségi valtozokrol tudjuk, hogy X ismeretében Y egyenletes eloszlastu az [X — 2, X + 4]
intervallumon. Ekkor E[Y|X] értéke (3 pont)

a) 1

b) X

)
)
c) X+1
d)
)

d) ezekbdl az adatokbél nem hatarozhaté meg

28. Az Y valoszintiségi valtozo értékét gy kapjuk, hogy elészor feldobunk egy szabélyos dobokockat, majd
egy szabalyos pénzérmét is, és ha az érme fejet mutat, akkor Y-t a kockadobas eredményeként, ha pedig
irast, akkor a kockadobés eredményénél 1-gyel nagyobb szamként definialjuk. E(Y) =? (4 pont)

a) 3,5

29. Tekintsiik a 4 db fiiggetlen kockadobas eredményeként kapott 4 elemid X = (X, X2, X35, X4) minta
x = (4,6,2,3) realizaciojat! Adjuk meg az alabbi mennyiségeket:

A realizacio empirikus medidnja a x realizacio esetén (4 pont): ......ccccceevveevrivierineennn



Az X rendezett mintaelem xz} értéke az x realizaci6 esetén (3 pont): ......cccccovevieriiiiencnnes

30. Tekintsiik egy fae. indikatorvaltozokbol allo 3 elemid X = {X;, Xo, X3} minta x = {0,1,0} realizéci-
6jat. Adjuk meg a balrol folytonos Fy empirikus eloszlasfiiggvény értékét ezen realizaciéra vonatkozodan a
0,1/2,1,2 helyeken (4x2 pont)!

31. Egy 3 elemt fae. minta realizicidja x = (1,2,0). Hatarozzuk meg a minta empirikus szorasnégyzetét
ezen realizacié esetén (4 pont)! Segitség: s2 = %Zn —Tn2, (55)% = o2

a)l b)v2 ¢)2 d)4 ' r

32. Ha x = (x1,...,24) egy 4 elemd Poisson-eloszlast X = (X7,...,X,) fae. minta realizacioja ismeretlen
¥ > 0 paraméterrel, azaz
VA
Py(Xi = k) = -7e,
akkor a likelihood-fliggvény ehhez a realizaciohoz tartozo értéke (4 pont)
Z?:l Ty Zz Ty
a) Ly(wy,...,x4) = ﬁTe 49 b) Ly(x1,...,24) = 2 7 11;1;1'6 49
¢) Ly(a1,...,2q) = [[, (Zre™)  d) Lo(zr,...,24) = =49 + 31, (209 — In(z;!))

33. Ha X binomialis eloszlast, ahol a kisérletek szama, n ismert és az egyes kisérletek sikerének valoszintisége,
9 € (0,1) ismeretlen, akkor az ehhez tartozo py stlyfiiggvény értéke = € {0,...,n} helyen (4 pont)

a) py(r) = ()07 (1 = 0)" " = ()n* (1 —n)"*
o) po(w) = ()" (L —p)"~* d) ( ) In (")+fﬂlm9+(n—x)ln(1—?9)

34. Ha x = (x1,...,24) egy 4 elemi exponencialis eloszlasat X = (X3,...,X4) fae. minta realizacidja
ismeretlen 9 > 0 paraméterrel, azaz

folz) = Ye=?  hax >0,
I 0, kiilénben,

akkor a log-likelihood-fiiggvény ehhez a realizacidhoz tartozé értéke (4 pont)
a) ly(x1,...,24) = Z?:l x;In® — 49  b) ly(x1,...,24) = H?Zl (e=0w1)
c) ly(xy,...,2q4) = Ple—0 Xiza @i d) ly(xy,...,24) =4Ind — 192?:1 i

35. A szomszédom és én is sok tyikot tartunk. Nézeteltérésiink tdmadt abban az tigyben, hogy a tytkjaink
atlagos testmagassaga megegyezik-e. Milyen statisztikai probat alkalmazzunk a vita eldontésére, ha mind-
ketten egyetértiink abban, hogy az egyes tyikok testmagassagai fiiggetlen, normaélis eloszlasd, 2 cm szorasu
valosziniiségi valtozokkal modellezhet6k? (3 pont)

(a) kétoldali, kétmintas u-probat



(b) egyoldali, kétmintas u-probat
(c) kétoldali, kétmintas t-probat
(d) egyoldali, kétmintés t-probat

36. Egy miiszaki boltban rendszeresen vasarolok két-két méter optikai kabelt, amelynek hosszisaga hozza-
vetSleg normalis eloszlasi 1 cm szoréssal. Arra gyanakszom, hogy a kabel hossziusdganak méterben mért
 varhato értéke valamivel elmarad a 2-t6l. Milyen nullhipotézis—ellenhipotézis part valasszak, hogy az
eladéason tanult u-proba megfelel6 variansa segitségével megvizsgalhassam, hogy igaz-e a gyanam? (4 pont)

) Hy: p=2vs. Hy: p#2
b) Ho: p<2vs. Hy: p>2
(¢) Hy: p<2vs. Hi: u>2
(d) Ho: p>2vs. Hi: p<2
() Ho: p>2vs. Hi: p<2

37. Egy adatsorban 35 darab fiiggetlen, N (u;o0?) eloszlast valoszintiségi valtozd numerikus értéke szerepel,
ahol a p € R és o0 > 0 paraméterek ismeretlenek. Milyen szabadsigfoku t-eloszlast kell hasznalnunk, ha
t-probaval szeretnénk eldonteni, hogy pu = 42 teljestil-e? (3 pont)

Természetesen mindegyik kis zh-n lehetnek olyan tipusu feladatok is, amilyenek ebben a mintafeladatsorban
valamelyik mdsik kis zh-ndl szerepelnek. Erdemes példdul a definicickra, tételekre rdkérdezd feladatokra mind-
hdrom kis zh esetén szamitani. Az itt felsoroltaktol kiilonbozd tipusi feladatok kitizésének jogdt fenntartjuk.
A kis zh-k anyaga vdltozhat az itteni feladatok felosztdsihoz képest, ldsd az aktudlis tdrgyhonlapot.



