Bevezetés a szamitaselméletbe II.
2. potzarthelyi feladatok — pontozasi utmutato
2014. december 12.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot ér§ megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az utmutatoéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
l6d6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepl ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok al-
kalmazésa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybél a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna kaphato. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gtmutatoban leirttol eltérd jo megoldas ter-
mészetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. A G grafot egy 10 csticsu teljes grafbol két csatlakozo él elhagyaséaval kapjuk. Hatarozzuk meg
AG)-t, azaz a legnagyobb olyan k szamot, melyre G k-szorosan élosszefiiggd.
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Mivel G-nek van olyan csiicsa, melynek foka 7, A\(G) < 7, (1 pont)
hiszen a csticsra illeszkedd éleket elhagyva a graf szétesik. (1 pont)

Megmutatjuk masrészt, hogy A\(G) > 7 is, ehhez azt kell belatni, hogy G 7-szeresen élosszefiiggs.
Ehhez az el6adason tanultak szerint elég azt megmutatni, hogy G 7-szeresen osszefiiggd, (2 pont)
azaz barmely legfeljebb 6 csucsat elhagyva Gsszefliggd marad (és van legalabb 8 csiicsa — e megjegyzés
hidnyaért ne vonjunk le pontot). (1 pont)
Legfeljebb 6 tetszéleges csticsot elhagyva olyan grafot kapunk, melynek legaldbb 4 csiicsa van és a
komplementere legfeljebb két élet tartalmaz (ha pontosan kettét, akkor azok csatlakozo élek).

(3 pont)
Az elhagyés utani grafnak tehat lesz olyan csiucsa, mely minden masikkal dssze van kétve, igy a graf
nyilvan Gsszefiiggd. (2 pont)

Ha valaki nem legfeljebb, hanem pontosan 6 csics torlését vizsgalja, akkor onmagiban ezért nem
kell pontot levonnunk.

2. Hatérozzuk meg minden pozitiv egész n-re az n + 3n? + 2n és n — 1 szamok legnagyobb kozos
osztojat.

n és n — 1 relativ primek, (1 pont)
hiszen a kiilonbségiik 1, azaz minden kozos osztojuk osztja az 1-et is. (1 pont)
Igy n® + 3n? + 2n és n — 1 kozos osztoi mind osztjak (n? + 3n + 2)-t is a szamelmélet alaptétele
miatt (hiszen n® + 3n? 4+ 2n = n(n® + 3n + 2)). (2 pont)
n?+3n+2 ésn— 1 Inko.-ja osztja (n® + 3n+2) —n(n — 1) = (4n + 2)-t is, (1 pont)
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igy (4n+2) —4(n — 1) = 6-ot is. ( )
A legnagyobb kozos osztéd tehat az 1,2,3,6 szamok koziil keriil ki. ( )
Han=1 (mod 6), akkor n — 1 és n? + 3n + 2 is oszthato 6-tal, a keresett Inko. tehat 6. (1 pont)
Han =3 (mod 6) vagy n =5 (mod 6), akkor az Inko. 2. ( )
Han =4 (mod 6), akkor az Inko. 3, ( )
végiill n =0 (mod 6) vagy n =2 (mod 6) esetén az Inko. nyilvan 1. ( )

3. Egy n egész szam 14-szerese 3 maradékot ad 51-gyel osztva. Milyen maradékokat adhat n 34-gyel
osztva?
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A 14n =3 (mod 51) linearis kongruencia megoldésaira vagyunk kivancsiak. (1 pont)
14 és 51 Inko.-ja 1, ez osztja a 3-at, igy lesz megoldas (mégpedig 1 darab modulo 51, de ezt nem
muszaj megallapitani és persze nem baj, ha az, hogy létezik megoldas csak késébb deriil ki).

(1 pont)
Mindkét oldalt 4-gyel szorozva az eredetivel ekvivalens 56n = 12 (mod 51) kongruenciat kapjuk,

(1 pont)
hiszen 4 és 51 relativ primek. (1 pont)
Innen 5n =12 (mod 51). A jobboldalbdl 102-t elvéve 5n = —90 (mod 51). (1 pont)
Ezt oszthatjuk 5-tel, mikézben a modulus nem véltozik: n = —18 (mod 51), (1 pont)
hiszen 5 és 51 relativ primek. (1 pont)
Innen 51 | n + 18, tehat 17 | n + 18, (1 pont)
azaz n = —18 =16 (mod 17). (1 pont)
Mivel n lehet paros és paratlan is, n lehetséges maradékai modulo 34: 16 és 33. (1 pont)

Ha az utols6 lépésben negativ maradék is felbukkan, azért (noha szigortan véve nem helyes) ne
vonjunk le pontot.

Fontos, hogy (mint az a bevezet&ben is szerepel) a fenti részpontok az egyes gondolatokra akkor
jarnak, ha azok egy megoldas iranyaba mutatd probéalkozas lépéseiként szerepelnek. Osszevissza
végzett, megoldas felé nem mutato osztasokért, szorzasokért, stb. akkor is legfeljebb 1-2 pont adhato,
ha egyébként helyesek és (jol) meg vannak indokolva. Ha valaki Euklideszi algoritmussal oldja meg a
linearis kongruenciat, akkor nem kell minden egyes lépést megindokolnia (hiszen a modszer szerepelt
az el6adason), de ez esetben vagy le kell irnia, hogy az Euklideszi algoritmust hasznalja, vagy meg
kell indokolnia, hogy a kapott megoldas miért jo és miért nincs més megoldas. Ezek hianyaért 1-1
pontot vonjunk le.

4. Oldjuk meg a
76z =3 (mod 111)

linearis kongruenciét.
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111 és 76 Inko.-ja 1, ez osztja a 3-at, igy lesz megoldas (mégpedig 1 darab modulo 111, de ezt itt
sem muszaj rogton megallapitani és most sem baj, ha az, hogy létezik megoldéas csak késébb deriil
ki). (1 pont)
A kongruenciat Euklideszi algoritmussal oldjuk meg. Tudjuk, hogy 111z =0 (mod 111). ( )
Innen 35z = 111z — 762 =0 — 3 (mod 111). ( )
gy 62 =760 —2-350=3—-2-(=3)=9 (mod 111), (2 pont)
ahonnan bz =35z —5-6x = -3 —-5-9=—48 (mod 111), ( )
végil © = 6z — br =9 — (—48) =57 (mod 111). ( )



Ha (ebben a megoldasban) nem esik sz6 arr6l, hogy Euklideszi algoritmussal dolgozunk, akkor itt is
meg kell indokolni, hogy a kapott megoldas miért jo és miért nincs mas megoldas. Ezek hianyaért
1-1 pontot vonjunk le.

Olyan szamolasokért, amik nem mutatnak semmilyen megoldas iranyaba, akkor is legfeljebb 1-2
pontot adjunk, ha egyébként alatamasztottak (vagyis az atalakitott és a kiindul6 kongruenciék ek-
vivalenciajat a hallgato belatja).

5. Az n szam harmas szamrendszerbeli alakja 200102100202. Hatarozzuk meg n™ harmas szamrend-
szerbeli alakjanak utols6 harom szamjegyét.
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Egy szam harmas szamrendszerbeli alakjanak utols6 harom szamjegyét a szadm 27-tel vett osztasi
maradéka hatirozza meg, igy elGszor ezt szamoljuk ki. Mivel 202 a 20 harmas szamrendszerbeli

alakja, n” = 20" (mod 27), hiszen n utolsé harom szamjegye 202. (1 pont)
Mivel 20 és 27 relativ primek, (1 pont)
az Euler-Fermat tétel szerint 20?7 =1 (mod 27). (1 pont)
0(27) =3 — 32 =18, (1 pont)
igy most n 18-cal vett osztési maradékat kéne meghataroznunk. (1 pont)
Ez a harmas szamrendszerbeli alakbol konnyen leolvashat6: az utolsoé két jegy 02, igy a 9-cel vett
osztési maradék 2, a 18-cal vett maradék tehat 2 vagy 11. (1 pont)
Hogy a kettd koziil melyik, azt az n paritasa donti el: ha n paros, akkor 2, ha péaratlan, akkor 11.
(1 pont)
Az n harmas szamrendszerbeli alakjdban paros sok paratlan szam (1-es) fordul eld, igy n paros,
tehat n = 18k + 2 valamely k egészre. (1 pont)
Innen 20" = 20'8+2 = (20%)*202 = 20% = (-7)2 =22 (mod 27). (1 pont)
A keresett utols6 harom szamjegy tehat 211. (1 pont)

6. Mely n > 2 egészekre teljesiil, hogy

cp(n)%—@ =n?

(Ahol ¢ az Euler-féle ¢-fiiggvény, d(n) pedig az n szam pozitiv osztéinak szama.)
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Az n szam pozitiv osztéi 1 és n kozé esnek, de ezek koziil azok, amik relativ primek n-nel, az 1

kivételével nem lehetnek n osztoi, (3 pont)
igy d(n) <n—e(n)+1, (1 pont)
azaz d(n) + p(n) < n+ 1. (1 pont)

Mivel d(n) > 2,

( )
és egyenlGség csak akkor allhat fenn, ha d(n) = 2, ( )
azaz ha n prim. (1 pont)
Ha n prim, akkor p(n) = n — 1, igy az egyenléség ilyenkor valoban teljesiil, ( )
a keresett n egészek tehat a pozitiv primek. ( )



