Bevezetés a szamitaselméletbe II.
1. pétzarthelyi — pontozasi atmutatod
2014. december 12.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az uatmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leiradsa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot ér§ megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
l6d6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepl ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok al-
kalmazésa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphato. Az utmutatdéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gtmutatoban leirttol eltérd jo megoldas ter-
mészetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. A tiz csicsu G egyszerii grafban hat darab 6 foka, két darab 3 foka és két darab 1 foku cstics
van. Mutassuk meg, hogy hozza tudunk adni a grafhoz pontosan két élet tigy, hogy a grafnak legyen
Euler-korsétaja.
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Ahhoz, hogy a grafnak legyen Fuler-korsétaja sziikséges, hogy minden fok paros legyen. Ez elérhetd,

ha a két élet két-két paratlan foka csucs kozé huzzuk be. (2 pont)
Sziikséges még (és az elézo feltétellel egyiitt elégséges is), hogy a kapott graf Gszefiiggs legyen. A 6
foku cstcsok G-nek ugyanabban a C' komponensében vannak, (1 pont)
hiszen egyszert gratban 6 foku cstics csak 7 vagy tobb csicsi komponenshen lehet, (1 pont)
ilyenbdl pedig nem lehet két kiilonb6z6 G-ben (hiszen G-nek csak 10 csicsa van). (1 pont)
C-ben tehat legalabb 7 cstcs van, igy a paratlan fokaakbol is tartalmaz csicsot, (1 pont)
mégpedig paros szamut, ellenkezd esetben a komponens fokszamosszege paratlan lenne, ami
lehetetlen. (1 pont)
Két eset lesz: vagy minden cstics C-ben van vagy 8 cstics van C-ben és a maradék kett6 egy mésik
komponensben (konnyen lathato, hogy ez esetben ez a ketts 1 foku lesz). (1 pont)
Az els6 esetben kész vagyunk, hiszen mar maga G is Osszefiiggd, (1 pont)
a masodik esetben pedig a két élet tigy kell behiiznunk, hogy a két C-n kiviili cstucsot kossék Gssze
a két C-beli ponttal, a kapott graf ekkor osszefiiggs lesz. (1 pont)

2. Egy husz csticsu egyszert grafban minden csics foka kilenc. Mutassuk meg, hogy legfeljebb két
él hozzéavételével elérhetd, hogy a grafnak legyen Hamilton-kore.
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Vegyiink hozza a grathoz két 4 csticsot, amiket kossiink Ossze az eredeti graf minden csticsaval.
(3 pont)
A kapott graf egyszerti, (1 pont)



és minden foka legalabb 11. (1 pont)
Mivel 22 csticsa van, a Dirac-tétel szerint igy lesz Hamilton-kore. (2 pont)
A két djonnan bevett csiicsot elhagyva az eredeti graf két ((a,b), illetve (c,d)) diszjunkt utjat
kapjuk, melyek egyiitt minden csiicsot tartalmaznak. (2 pont)
Ha nem szerepelnek a grafban, vegyiik be az (a, c) és (b, d) éleket, a két ut ezekkel egyiitt Hamilton-
kort alkot. (1 pont)

3. Hatarozzuk meg annak a grafnak az élkromatikus szamat, melyet tigy kapunk, hogy egy 6t csiicst
teljes graf minden élét megduplézzuk.

I S S S

Az élkromatikus szam 10 lesz. J6 élszinezésért 10 szinnel 4 pont jar. Lehet természetesen a Vizing
tételt is hasznalni, de nem a feladatbeli grafra (hiszen az nem egyszerti), hanem Kj-re, ami viszont
az: (1 pont)

a tétel szerint K 5-élszinezhetd, (1 pont)
a dupla K5 tehat 10-élszinezhetd. (2 pont)
A 10-es alsd becsléshez figyeljiik meg, hogy minden szinosztaly parositast alkot, (2 pont)
igy a mérete legfeljebb 2, (1 pont)
hiszen 3 &l parositashoz 6 cstcsra lenne sziikség. (1 pont)
A 20 él szinezéséhez tehat 9 szin nem lehet elég, hiszen ennyivel legfeljebb 9 - 2 = 18 élet lehet jol
megszinezni. (2 pont)

4. Legyen G és H két graf ugyanazon a V' cstcshalmazon, J pedig az a graf, melynek cstcshalmaza
szintén V| élhalmaza pedig G és H élhalmazainak unioja. Mutassuk meg, hogy x(J) < x(G)+7(H).
(Ahol 7(H) a H graf minimalis lefog6 csticshalmazéanak mérete.)
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J-t megkaphatjuk tgy, ha a G grafthoz hozzaadjuk a H éleit. (1 pont)
Szinezziik ki G-t x(G) szinnel (1 pont)
és valasszuk ki egy 7(H) elemt X lefogo csicshalmazat H-nak. (1 pont)

Az X-beli csicsokat szinezziik 4t ugy, hogy minden csiics kapjon egy sajat, eddig még nem hasznélt
szint. (Ezeket a szineket tehat csak egyszer hasznaljuk, igy 7(H) ilyenre lesz sziikségiink). (3 pont)

Az igy kapott szinezés x(G) + 7(H) szint haszndl és jo szinezése lesz J-nek, (1 pont)
mivel ha két csicsot G-beli él kot Gssze, akkor vagy két kiilonb6z6 sziniik van az elsé x(G) szin koziil,
(1 pont)
vagy legalabb az egyik cstics olyan szint kapott, amit semelyik méasik csticsnél nem hasznalunk.
(1 pont)
Ha két csiicsot H-beli él kot Ossze, akkor pedig csak az utobbi eset fordulhat eld, hiszen X lefogo
ponthalmaza H-nak. (1 pont)

5. Egy 31 csicsi egyszert graftban minden cstcs foka legfeljebb 5. Mutassuk meg, hogy a grafban
létezik 6 csicsu fiiggetlen ponthalmaz.
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Ismert, hogy minden G graf szinezhet6 (mohon) A(G) + 1 szinnel. (2 pont)
Ez esetiinkben 6-szinezést jelent, vizsgaljuk egy ilyen szinezés szinosztalyait. (2 pont)
Nem lehet minden szinosztaly legfeljebb 5 csiicst, hiszen ekkor Osszesen legfeljebb 30 csticsunk
lenne, (4 pont)



létezik tehat legalabb 6 csticst szinosztaly, ennek a csticsai pedig fiiggetlen halmazt alkotnak, hiszen
mindnyajan ugyanazzal a szinnel vannak szinezve. (2 pont)

Masodik megoldés. Megkeresiink egy 6 cstcst fiiggetlen halmazt. Vélasszunk egy tetszéleges

csticsot, legyen ez az els§ eleme a halmazunknak. (1 pont)
Mivel legfeljebb 5 szomszédja van, van 25 csticsunk, ami nem a szomszédja, legyen ezek koziil egy
tetszbleges a masodik cstucsunk. (3 pont)
Mivel ennek is legfeljebb 5 szomszédja van, lesz 19 csticsunk, ami nem szomszédja sem az elsének
sem a masodiknak, valasszunk ebbdl tetszélegesen egy harmadikat. (2 pont)
Az eljarast folytatva minden lépésben 6 cstuicesal kevesebbdl valaszthatunk, (2 pont)
a hatodik lépésben tehat még biztosan lesz valaszthato csucs. (2 pont)

6. Egy halozatban minden vagas kapacitasa egész szam. Dontsiik el (és indokoljuk is meg), hogy az
alabbi allitasok koziil melyek azok, amelyek mindig teljesiilnek.

(a) Minden maximalis folyam értéke egész.

(b) Minden él kapacitasa egész.
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a) Mivel a maximalis folyam értéke a Ford-Fulkerson tétel szerint azonos a minimalis vagas kapaci-

tasaval, (2 pont)
ez utobbi pedig a feltétel szerint egész, az allitds mindig teljesiil. (2 pont)
b) Ez az allitas nem igaz. Tartalmazza a halozatunk az s és ¢ csticsokon kiviil az a, b csiucsokat és az
(s,a),(s,b), (a,t),(b,t) irdnyitott éleket. (1 pont)
Legyen minden ¢l kapacitasa 3. (1 pont)

Ahhoz, hogy kideriiljon, hogy valéban minden vigés egész, négy vagast kell ellenérizni, darabjiért
adjunk 1 pontot.



