Bevezetés a szamitaselméletbe II.
2. zarthelyi feladatok — pontozasi utmutato
2014. november 28.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az uatmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leiradsa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot ér§ megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az utmutatoéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
l6d6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepl ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok al-
kalmazésa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybél a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphato. Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatoban leirttol eltérd jo megoldas ter-
mészetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Legyen G az a graf, melyet egy 9 cstcsu korbél gy kapunk, hogy a kérén masodszomszédos
cstcsokat is Osszekotjiik. Hatarozzuk meg A(G)-t, azaz a legnagyobb olyan k szamot, melyre G
k-szorosan élosszefiiggs.
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Mivel G-nek van olyan csiicsa, melynek foka 4, \(G) < 4, (1 pont)
hiszen a cstcsra illeszkedd éleket elhagyva a graf szétesik. (1 pont)
Megmutatjuk masrészt, hogy A(G) > 4 is, ehhez azt kell belatni, hogy G 4-szeresen élosszefiiggd,
azaz barmely legfeljebb harom élét elhagyva Gsszefiiggé marad. (1 pont)
G élhalmaza két Hamilton-kor unidja, hiszen az eredeti 9 cstcsu kor és az ezen masodszomszédos
csticsokat 9sszekotd élek is Hamilton-kort alkotnak. (1 pont)

Ez utobbi azért teljesiil, mert mindig a masodszomszédra tovabblépve 9 1épés utan visszajutunk a
kezdGpontba, de korabban nem (aminek az oka az, hogy 2 és 9 relativ primek, de ezt nem musza]

megallapitani). (1 pont)
Ha csak harom, vagy kevesebb élet hagyunk el, akkor a két Hamilton-kor koziil az egyikbdl csak
legfeljebb egy élet hagytunk el, (3 pont)
azaz a grafnak marad Hamilton-utja, tehat osszefiiggs. (2 pont)

Ha valaki nem legfeljebb, hanem pontosan 3 él torlését vizsgalja, akkor 6nmagaban ezért nem kell
pontot levonnunk.

2. Hatarozzuk meg minden pozitiv egész n-re az n* +n és 3n + 2 szdmok legnagyobb kozos osztojat.
X ok % % %

n + 1 relativ prim 3n + 2-vel,

hiszen 3(n+ 1) — (3n+2) = 1, igy n+ 1 és 3n + 2 minden kozos osztdja osztja az 1-et is.
Hasonl6 gondolatmenettel lathato, hogy n és 3n 4 2 Inko.-ja legfeljebb 2:

mivel 3n + 2 — 3n = 2, igy n és 3n + 2 minden kozds osztdja osztja a 2-t is.

2 pont
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Mivel n? +n = n(n + 1), a szdmelmélet alaptétele miatt ( )
n? + n primosztéi n és n + 1 primosztoi koziil keriilnek ki. ( )
Igy 3n + 2 és n? + n legnagyobb kozos osztoja legfeljebb 2 lehet. (1 pont)
n? + n mindig paros, 3n + 2 pedig pontosan akkor, ha n paros, ( )
igy a keresett Inko. paratlan n esetén 1, paros n esetén 2. ( )

3. Egy n egész szam 45-szorose 21 maradékot ad 78-cal osztva. Milyen maradékokat adhat n 130-cal
osztva?

* ok % ok ok

A 45n =21 (mod 78) linearis kongruencia megoldasaira vagyunk kivancsiak. (1 pont)
45 és 78 Inko.-ja 3, ez osztja a 21-et, igy lesz megoldas (mégpedig 3 darab modulo 78, de ezt nem
muszaj megallapitani és persze nem baj, ha az, hogy létezik megoldas csak késébb deriil ki).

(1 pont)
A kongruenciat 3-mal osztva az eredetivel ekvivalens 15n =7 (mod 26) kongruenciat kapjuk,

(1 pont)
mivel a modulust osztanunk kell 3 és 78 Inko.-javal, azaz 3-mal. (1 pont)
A jobboldalhoz 26-ot adva 15n = 33 (mod 26). (1 pont)
Ezt oszthatjuk 3-mal, mikoézben a modulus nem valtozik, hiszen 3 és 26 relativ primek:
5n =11 (mod 26). (1 pont)
A jobboldalbdl 26-ot elvéve bn = —15 (mod 26). (1 pont)
Ezt oszthatjuk 5-tel, mikézben a modulus nem valtozik, hiszen 5 és 26 relativ primek:
n = -3 (mod 26). (1 pont)
Innen n lehetséges maradékai modulo 130: 23, 49, 75, 101, 127. (2 pont)

Ha az utolso lépésben negativ maradék is felbukkan, azért (noha szigortan véve nem helyes) ne
vonjunk le pontot. Egy hianyz6 maradékért vagy mas kisebb zavarért 1 pontot vonjunk le, ha ennél
nagyobb a gond, az utols6 2 pont nem jar.

A 15n =7 (mod 26) linearis kongruencia persze masképp is megoldhato, pl.

A baloldalbol 26n-et elvéve és a jobboldalhoz 26-ot adva —11n =33 (mod 26) (3 pont)
Ezt oszthatjuk —11-gyel, mikézben a modulus nem valtozik, hiszen —11 és 26 relativ primek:

(1 pont)
n= -3 (mod 26). (1 pont)

Fontos, hogy (mint az a bevezet&ben is szerepel) a fenti részpontok az egyes gondolatokra akkor
jarnak, ha azok egy megoldas iranyaba mutatod probéalkozas lépéseiként szerepelnek. Osszevissza
végzett, megoldés felé nem mutato osztasokért, szorzasokért, sth. akkor is legfeljebb 1-2 pont adhato,
ha egyébként helyesek és (jol) meg vannak indokolva. Ha valaki Euklideszi algoritmussal oldja meg a
linearis kongruenciat, akkor nem kell minden egyes 1épést megindokolnia (hiszen a modszer szerepelt
az el6adason), de ez esetben vagy le kell irnia, hogy az Euklideszi algoritmust hasznalja, vagy meg
kell indokolnia, hogy a kapott megoldis miért j6 és miért nincs més megoldas. Ezek hidnyaért 1-1
pontot vonjunk le.

4. Oldjuk meg a
113z =2 (mod 531)

lineéaris kongruenciét.
* * * x *

113 és 531 Inko.-ja 1, ez osztja a 2-t, igy lesz megoldas (mégpedig 1 darab modulo 531, de ezt itt
sem muszaj rogton megallapitani és most sem baj, ha az, hogy létezik megoldas csak kés6bb deriil
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ki). (1 pont)
A kongruenciat Euklideszi algoritmussal oldjuk meg. Tudjuk, hogy 531z =0 (mod 531). (1 pont)
Innen 79z =531z —4-113z =0—4-2 (mod 531). (2 pont)
gy 342 = 1132 — 792 =2 — (=8) = 10 (mod 531), (2 pont)
ahonnan 11z =792 — 2 -34x = -8 — 2- 10 = —28 (mod 531), (2 pont)
véegil r =342 —3-1le =10 — 3 - (—28) =94 (mod 531). (2 pont)

Ha (ebben a megoldasban) nem esik sz6 arrol, hogy Euklideszi algoritmussal dolgozunk, akkor itt is
meg kell indokolni, hogy a kapott megoldas miért jo és miért nincs mas megoldas. Ezek hianyaért
1-1 pontot vonjunk le. Természetesen a linearis kongruencia masképp is megoldhato, pl.

mivel 5 és 531 relativ primek, a kongruenciat 5-tel szorozva az eredetivel ekvivalens 1 pont
5652 = 10 (mod 531) kongruenciat kapjuk, ahonnan 34z = 10 (mod 531). pont
Ezt oszthatjuk 2-vel, mikézben a modulus nem véaltozik, hiszen 2 és 531 relativ primek: 1 pont
17x =5 (mod 531). 1 pont

1 pont
2 pont
1 pont
1 pont

Mivel 31 és 531 is relativ primek, a kongruenciit 31-gyel szorozva az eredetivel ekvivalens
527x = 165 (mod 531) kongruenciat kapjuk, ahonnan —4z = 155 (mod 531).

A jobboldalbdl 531-et elvéve —4z = —376 (mod 531).

Mivel -4 és 531 relativ primek, az x = 94 (mod 531) kongruencia is ekvivalens az eredetivel.

( )
(2 pont)
( )
( )
( )
( )
( )
( )

Olyan szamolasokért, amik nem mutatnak semmilyen megoldas iranyaba, akkor is legfeljebb 1-2
pontot adjunk, ha egyébként alatamasztottak (vagyis az atalakitott és a kiindul6 kongruenciék ek-
vivalencidjat a hallgato belatja).

5. Hatarozzuk meg 43% kettes szdmrendszerbeli alakjanak utols6 6t szamjegyét.

ok % ok Xk

Egy szam kettes szdmrendszerbeli alakjanak utolsdé 6t szamjegyét a szam 32-vel vett osztasi
maradéka hatarozza meg, igy el6szor ezt szamoljuk ki. (
Mivel 43 = 11 (mod 32), elég 1198 32-vel vett osztasi maradékat meghatéarozni. (
Mivel 11 és 32 relativ primek, (
az Euler-Fermat tétel szerint 11942 =1 (mod 32). (2 pont
©(32) = 2° — 21 = 16, (

(

ahonnan 11% = 1196%2 = 119112 = (11%9)112 = 112 = 121 (mod 32). 2 pont
A keresett maradék innen 25, (1 pont
aminek kettes szamrendszerbeli alakja 11001, ez lesz tehat 43% kettes szamrendszerbeli alakjanak

utols6 Ot szamjegye. (1 pont)

6. Mely n > 2 egészekre teljesiil, hogy
o(n)+d(n)=n+17

(Ahol ¢ az Euler-féle o-fiiggvény, d(n) pedig az n szam pozitiv osztéinak szama.)
FOIE 3 * ok Xk

Az n szadm pozitiv osztéi 1 és n kozé esnek, de ezek koziil azok, amik relativ primek n-nel, az 1

kivételével nem lehetnek n osztoi, (2 pont)
igy d(n) <n—p(n)+1 (1 pont)
és egyenl@ség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha az n-nél kisebb, n-hez nem relativ prim pozitiv szamok
mind n 0sztoi. (1 pont)
Ez prim n esetén igaz, igy a pozitiv primszamokra teljesiil a feladatbeli egyenlség. (1 pont)



Ha n nem prim, akkor legyen p a legkisebb primosztoja, erre nyilvéan teljesiil, hogy p < y/n. (1 pont
Az n és n — p szamok nem relativ primek, tehat teljesiilnie kellene rajuk, hogy (n —p) | n. (

Ha n — p > n/2, akkor ez lehetetlen, (

igy az egyenlGség ebben az esetben csak akkor teljesiilhet, ha n — p < n/2, azaz n/2 < p < /n,
ahonnan n < 4, tehat mér csak a 4-et kell megvizsgalnunk, (

ez pedig szintén kielégiti az egyenlGséget, (

igy tehat a megoldasok a pozitiv primek és a 4.



