Bevezetés a szamitaselméletbe II.

1. zarthelyi — pontozasi dtmutato
2014. oktober 27.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmu-
tato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepl ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok al-
kalmazéasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphat6. Az atmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatoban leirttol eltérd jo megoldas ter-
meészetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Adjunk meg egy olyan htsz cstcst egyszerii G grafot, melyben hat darab otfokd és tizennégy
darab hatfoku csics van, és hatnal kevesebb él hozzdadasaval G-bsl nem kaphatunk olyan egyszert
grafot, melyben van Euler-korséta. (A szoban forgo tulajdonsag meglétét természetesen igazoljuk
is.)
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Elek hozzaadasaval kell elérniink, hogy minden fok paros legyen, igy minden 6tfoku csicsra kell 4j

élnek illeszkednie. (2 pont)
Ha ezen cstcsok kdzt mar minden él be van htzva, akkor mindegyikiikre kiilén élnek kell illeszkednie,
ellenkez6 esetben a graf nem maradna egyszert. (2 pont)
Ez elérhetd, ha a hat 6tfoka csics egy Ky részgrafot alkot, (2 pont)
ami a graf egyik komponense lesz. (1 pont)
A t6bbi cstcsok altal feszitett részgraf ekkor egy 14 csicsi, 6-regularis graf kell legyen, (1 pont)
ezt megvalosithatjuk pl. két diszjunkt K részgraffal. (2 pont)

Természetesen mas jo megoldas is van és az érvelésnek sem muszaj pontosan ilyennek lennie. A fenti
gondolatokért azonban akkor is megadhatjuk a részpontokat, ha a hallgato végiil is nem ad meg (jo)
grafot. JO graf megadasa ugyanakkor indoklas nélkiil nem ér pontot.

2. Egy htisz cstcsu egyszeri gratban minden csics foka kilenc. Mutassuk meg, hogy legfeljebb 10 él
hozzavételével elérhets, hogy a grafnak legyen Hamilton-kore.
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Ha 10 él hozzdadasaval sikeriilne elérni, hogy minden fok legalabb 10 legyen (1 pont)
ugy, hogy kozben a graf egyszerd marad, (1 pont)
akkor a Dirac-tétel szerint a kapott grafban lenne Hamilton-kor. (1 pont)

Ahhoz, hogy a gréaf egyszerti maradjon, olyan éleket kell bevenniink, amik a graf komplementerében



szerepelnek, (2 pont)
ahhoz pedig, hogy minden cstcs foka eggyel n6jon, épp egy teljes parositasra van sziikségiink.

(1 pont)
Azt kéne tehat belatnunk, hogy a graf komplementerében van teljes parositas. (1 pont)
A komplementer 20 csicst egyszerii graf, amelyben minden csics foka 10, (1 pont)
igy a Dirac-tétel szerint van benne Hamilton-kor. (1 pont)
Ennek minden masodik élét véve teljes parositast kapunk, ezzel az allitast belattuk. (1 pont)

Megjegyzés. Valojaban mar két alkalmas él hozzévételével is elérhetd, hogy a grafnak legyen
Hamilton-kore.

3. Hatéarozzuk meg a tripla 6tszog (vagyis azon graf, melyet ugy kapunk, hogy egy 6t hosszi kor
minden élét harom parhuzamos éllel helyettesitjiik) élkromatikus szamét.
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Az élkromatikus szam 8 lesz. Jo élszinezésért 8 szinnel 5 pont jar.

Minden szinosztéaly parositast alkot, (1 pont)
igy a mérete legfeljebb 2, (1 pont)
hiszen 3 élii parositashoz 6 cstcsra lenne sziikség. (1 pont)
A 15 él szinezéséhez tehat 7 szin nem lehet elég, hiszen ennyivel legfeljebb 7 -2 = 14 élet lehet jol
megszinezni. (2 pont)

A hatos also és kilences felsG becslésért (ha mindkett megvan és meg is vannak indokolva) adhatunk
1 pontot annak ellenére, hogy a megoldashoz nem visznek kézelebb. Egy esetleges hetes alsd becslésért
(kellen indokolva) énmagéaban is adhatunk 2 pontot. A Vizing-tétel hasznalataért (mivel az csak
egyszer grafra miikodik) nem jar pont.

4. Egy G graf csicsai az 1,2,...,100 szamok, két kiilonb6z§ szamot 6sszekotiink, ha a szorzatuk
oszthato tizzel. Hatarozzuk meg G kromatikus szamat.
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A tizzel oszthatd szamok mindenkivel Gssze vannak kotve, a parosak pedig Ossze vannak kotve az

ottel oszthatokkal, (1 pont)
igy a tizzel oszthatok, a 2 és az 5 klikket alkotnak, melynek mérete 12. (2 pont)
A kromatikus szam tehat legalabb 12. (1 pont)
12 szinnel jol meg is lehet szinezni a grafot: a 10-zel oszthato szamok kapjék az 1,2, ..., 10 szineket,
a paratlan, ottel oszthato szamok a 11-es szint, az Gsszes tobbi szam pedig a 12-est. (3 pont)
Ez a szinezés tényleg jO, hiszen azonos szinl csiicsok kozt nem megy él: az 1,2,...,10 szinek

esetében ez nyilvanvalo (hiszen ezeket a szineket csak egy-egy cstcs kapta), a 11 szind szamok
szorzata paratlan (igy nem oszthato tizzel), a 12 szini csiucsok szorzata pedig nem oszthato Gttel
(igy tizzel sem). (2 pont)
A kromatikus szam ezek alapjan tehat 12. (1 pont)

5. Egy péros graf két pontosztalya A = {a1,as,...,a9} és B = {b1,bs,...,bs}. Az a; és b; csticsok
koézt pontosan akkor van él, ha az alabbi tablazat i. sordnak j. eleme 1. Dontsiik el, hogy van-e



G-ben B-t fed6 parositas.
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A matrixbol lathatd, hogy a bs, bs, bg, by csiicsok minden szomszédja az aq, ay, ag cstcsok koziil keriil

ki7 azaz N({bg, b37 bﬁ, b7}) - {(11, Qy, ag}. (5 pOIlt)
Igy nem létezhet a grafban B-t feds parositas, hiszen a felsorolt 4 csiics mindegyike nem kaphat
part a 3 rendelkezésre allo lehetdségbdl. (5 pont)

Megjegyzés. Természetesen lehet a Hall-tétellel is érvelni, de itt csak a konnyen belathato irdnyra
van sziikség. JO megoldéas az is, ha futtatjuk (és dokumentaljuk) a javitoutas algoritmust és az
nem talal B-t fed§ parositast és persze az is, ha megadunk egy 7 csticsi lefog6 ponthalmazt (pl.
ai, ay, as, by, by, bs, bs) és a Kénig-tételt hasznaljuk.

6. Egy halozatban minden él kapacitdsa harommal oszthato egész szam. Dontsiik el (és indokoljuk
is meg), hogy az alabbi allitasok koziil melyek azok, amelyek mindig teljesiilnek.

a) Minden vagas kapacitasa oszthato harommal.

(
(b) Minden folyam értéke oszthaté harommal.

(c) Minden maximaélis folyam értéke oszthatdo harommal.

)
)
)
(d) Minden maximaélis folyam minden élén a folyamérték oszthato harommal.
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a) Mivel minden vagas kapacitdsa bizonyos élek kapacitasainak Osszege és harommal oszthato
szamok Osszege is oszthatd harommal, ez az alitds mindig teljestil. (1 pont)
b) Ha példaul minden kapacitas 3 és van s — ¢ iranyitott ut, akkor annak a mentén minden élen
1-es, minden més élen 0-s értéket megadva nyilvan folyamot kapunk, aminek értéke 1, ez az allitas

tehat nem feltétlen teljesiil. (2 pont)
¢) Mivel a maximalis folyam értéke a Ford-Fulkerson tétel szerint azonos a minimalis vagas
kapacitasaval, (1 pont)
ez utobbi pedig (mint lattuk) oszthaté harommal, ez az allitas mindig teljesiil. (2 pont)
d) Tartalmazza a halézatunk az s és ¢ csicsokon kivil az a,b,c cstcsokat és az
(s,a),(s,b),(a,c)(b,c),(c,t) iranyitott éleket. (1 pont)
Legyen minden él kapacitasa 3. Kénnyen lathato, hogy a maximalis folyam értéke ebben a halozat-
ban 3 lesz (1 pont)

és az is, hogy az élekhez a felsorolasuk sorrendjében az 1,2,1,2,3 értékeket rendelve folyamot kapunk,
amely maximalis, ennek ellenére nem minden élen lesz a folyamérték harommal oszthato, az allitas
tehat nem mindig teljesiil. (2 pont)



