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ElSszo

A feladatgytjtemény a BME VIK mérnok-informatikus szakanak Bevezetés a Szamitasel-
méletbe 1. targyahoz késziilt, de hasznos lehet barkinek, aki bevezet§ szinten foglalkozik
linearis algebraval, térbeli koordinatageometriaval vagy komplex szamokkal. A gytijtemény
els6dleges célja a zarthelyire valo felkésziilés megkonnyitése, ennek megfeleléen nem helyet-
tesiti a gyakorlatok feladatsorait (melyek nagyrészt konnyebb feladatokat tartalmaznak)
és kiilonosen nem helyettesiti a gyakorlatokon vald (aktiv) részvételt. Nem kozliink defi-
niciokat, tételeket, algoritmusokat; ezek megtalalhatok az ajanlott jegyzetekben (melyek
kozitl Freud Robert: Linearis algebra cimi egyetemi jegyzetét emelnénk ki). A feladat-
gytjtemény jelen formajaban nem tartalmaz szamossagokkal és grafokkal kapcsolatos fel-
adatokat, mivel ezek a témakorok rendszerint a zarthelyik utan szerepelnek az anyagban
(a grafelmélethez raadasul rendelkezésre all egy kitting feladatgytjtemény: Friedl-Recski-
Simonyi: Grafelméleti feladatok, Typotex, 2006.).

A felkésziilés soran célszert az egyes feladatokat énalldan megoldani, feladatonként sziikség
esetén koriilbeliil 15 percet eltoltve (ennyi 4ll rendelkezésre atlagosan egy feladatra a zart-
helyin), majd az eredményt ellendrizni. A feladatok tobbségére részletes megoldast adunk
(sokszor kettst, akar harmat is), ahol megoldast nem kozliink, ott tobbnyire megadjuk
az eredményt (ha van). Természetesen a kozolt megoldéastol eltéré gondolatmenet is lehet
helyes. Nem célszerti a feladat szovege utan azonnal elolvasni a megoldast, még akkor sem,
ha id6 hianyaban ez tiinik jo felkésziilési stratégianak; a feladaton valé gondolkodas még
akkor is segit megérteni a megoldast, ha onalldban még részeredményt sem sikeriil elérni.
A gytijteményben szerepld feladatokat nem érdemes tipuspéldaknak tekinteni és arra sza-
mitani, hogy a tényleges zh-ban is ugyanilyenek fognak szerepelni, esetleg mas szdmokkal
(bar ez természetesen nrm kizéart), ennél semmi sem all téavolabb a szerzék szandékaitol.

Szamos feladathoz szerepel egymondatos segitség, ezt akkor érdemes igénybe venni, ha
valakinek nincs elképzelése arrol, hogy hogyan is kéne elindulnia. A segitségek és a megol-
dasok megtalalasat megkonnyitends, a feladatok (és igy persze a segitségek és megoldasok
is) nem fejezetenként, hanem folytonosan vannak szémozva.

A gytjtemény tilnyomorészt az elmilt évek zarthelyi feladaibol all, de szerepelnek benne
egyéb feladatok is (példaul olyanok, amik nehézségiik folytan nem kertiltek be egyik zart-
helyibe sem).

A feladatokat nehézségiik szerint 6t csoportba soroltuk. A legtobb feladat a 2-es nehézségi
fokozatba tartozik, ez az atlagos zh-példanak felel meg, a tobbi szint jelentése: 0: zh-
példanak tul egyszert; 1: konnyt zh-példa; 3: nehéz zh-példa; 4: zh-példanak til bonyolult.
A besorolasnél a javitas tapasztalatait is figyelembe tudtuk venni, ezért agy véljik, hogy
a nehézségi szintek nagyjabol helytallok. Szamos olyan feladat van, melyet az 1-es és 2-es,
illetve a 2-es és 3-as szint kozottinek éreztiink, de tjabb kategoriak bevezetése {6l6slegesnek
tint. Minden feladat mellett megtalalhatd a nehézségi fokozata és az, hogy van-e hozzé
segitség, illetve megoldas. S betiivel jeleztiik, ha a feladathoz rendelkezésre all segitség, M
bettivel, ha megoldas, E betiivel pedig, ha részletes megoldast nem, de eredményt kozliink.
Igy példaul SM2 azt jelenti, hogy a feladat atlagos zh-példa nehézségii, van hozza megadva
segitség és megoldas is.

A feladatok, segitségek és megoldasok utén, két kiilon fejezetben kozoljiik a 2012. Gszi
zarthelyik és potzarthelyik feladatait, illetve a pontozasi utmutatokat (ezek a feladatok a



gytjteményben kiilon nem szerepelnek). Ennek célja az, hogy a hallgatok szamara meg-
konnyitsiik annak eldéntését, hogy mit is érdemes leirni egy megoldasban, illetve hogy az
egyes gondolatmenetek a feladok megoldasdnak mekkora részét képezik.

E helyen szeretnénk koszénetet mondani Fleiner Tamés, Recski Andras és Simonyi Gabor
tanszéki kollégainknak, akikkel az évek soran a zarthelyik 6sszeallitasan egyiitt dolgoztunk.



1. Feladatok

1.1. Térbeli koordinatageometria

1. (MO0) Adjuk meg annak az egyenesnek a paraméteres egyenletrendszerét, amely me-
réleges az x + 2y + 5z = 8 egyenleti sikra és atmegy a (2,2, 3) ponton.

2. (MO) Hatarozzuk meg azon egyenes paraméteres egyenletrendszerét, amely parhuza-
mos az (1,2,3) és (2,3,9) pontokon dtmend egyenessel és dtmegy a (4,2, 1) ponton.

3. (MO0) Atmegy-e az origon az a sik, amely parhuzamos az 5z — 4y + 3z = 9 egyenletii
sikkal és amely tartalmazza a P(1;5;5) pontot?

4. (SM1) Hatarozzuk meg azon sik egyenletét, mely tartalmazza az v =y +1 = 2 + 2
egyenest és a (2,3,5) pontot.

5. (M1) Hatéarozzuk meg az Sy : b — 3y + z = 16 és az Sy : 3z 4+ 2y — z = —9 sikok
metszésvonalanak paraméteres egyenletrendszerét.

6. (M1) Legyen A = (2,4,6), B = (4,6,—2). Legyen S az AB szakasz felez§ mersleges
sikja (vagyis az a sik, melynek pontjai ugyanolyan tavol vannak A-t6l és B-t6l). Hatarozzuk
meg S (egy) egyenletét.

7. (E1) Irjuk fel a tér P = (0,2,4) és Q = (6,—2,2) pontjait 6sszekéts szakasz felezd
merdleges sikjanak egyenletét.

8. (M1) Az A(2;5;1), B(5;7;4), C(6;4;2) és D(9;7;5) pontokra adjuk meg az ABCD
tetraéder ABC' lapjahoz tartozo magassagvonalanak egyenletrendszerét. (Egy tetraéder
egy lapjahoz tartoz6 magassagvonala alatt a lap sikjara meréleges és a lapra nem illeszkeds
csticson athalado egyenest értjiik.)

9. (M1) Az f egyenes paraméteres egyenletrendszere
r=3t+1, y=4t—-2, z=Tt—1.
Adjuk meg egy f-fel parhuzamos, origon atmend sik egyenletét.
10. (M1) Adjuk meg az 9sszes olyan c értéket, melyre az
r=t+1, y=t+2, z2=ct+3
paraméteres egyenletrendszerrel megadott egyenes dofi az x + y + z = 3 egyenlet sikot.

11. (E1) Legyen az e egyenes az x+2y+3z = 4 és a 2x+3y+4z = 5 sikok metszésvonala.
Adjuk meg annak a siknak az egyenletét, amely merGleges az e egyenesre és atmegy a
(3,5,6) ponton.

12. (SM2) Tekintsiik az = + 2y + 32 = 14, a 2x + 6y + 102 = 24 és a 4o + 2y + pz = 68
egyenletekkel megadott sikokat a szokasos haromdimenzioés térben, ahol p tetszéleges valos
paraméter. Hatarozzuk meg (p minden lehetséges értékére) a tér Osszes olyan pontjat,
amely e hdrom sik mindegyikén rajta van.



13. (M2) Adjuk meg az Gsszes olyan c értéket, melyre az x+2y+2z = 3 és cx+4y+2z =4
sikok metsz&k és a metszetegyenes parhuzamos a 3x + 6y + ¢z = 5 sikkal.

14. (M2) Tekintsiik az A = (2,1,4), B = (1,1,6), C = (3,0,1), D = (0,1,1), E =
(7,1,3) pontokat a szokasos 3 dimenzios térben. Hatarozzuk meg az A, B és C, illetve
C, D és F pontok altal meghatarozott sikok metszetegyenesének irdnyvektorat.

15. (M1) Az f egyenes paraméteres egyenletrendszere
r=4t+1, y=8+1, z=16t+ 1,

az S sik egyenlete 2y + z = p, ahol p tetszéleges valos paraméter. Hatarozzuk meg az f
egyenes és az S sik kozos pontjainak szamat a p paraméter minden lehetséges értékére.

16. (M2) Az f egyenes paraméteres egyenletrendszere
r=1t+1, y=1t+2, z=-—1.

Hatarozzuk meg annak az egyenesnek a paraméteres egyenletrendszerét, mely meréleges
f-re, metszi f-et és atmegy az origén.

17. (M2) Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely atmegy a P(12;1;7)
ponton és merdlegesen metszi az
y—2 —z-1

SO A T

egyenletrendszeri egyenest.

18. (SM2) Legyen A =(1,1,2), B=(4,2,5), C = (4,0,3), D = (10,2, p). Adjuk meg a
p paraméter Osszes olyan értékét, melyre az AB és C'D egyenesek kitérsk.

1.2. Vektortér, altér
19. (SM1) Vektorteret alkotnak-e a szokasos matrixdsszeadasra és skalarral szorzésra
azok a 3 x 5-0s maétrixok, melyek bal széls§ 3 x 3-as részmétrixdnak determinénsa 07

20. (SM1) Vektorteret alkotnak-e a szokasos matrixdsszeadasra ¢és skalarral szorzésra
azok az 5 x 3-as matrixok, melyek legalabb 11 darab 0-t tartalmaznak?

21. (SE1) Igaz-e, hogy a nem invertalhato kétszer kettes matrixok vektorteret alkotnak
a szokasos matrixdsszeadas és skalarral szorzas miiveletére nézve?

22. (SE1) Vektorteret alkotnak-e a szokdsos matrixdsszeadassal és skalarral valé szor-
zassal azok a 3 x 3-as matrixok, melyekben a f6atlo minden eleme 07

23. (SE1) Vektorteret alkotnak-e a szokésos matrixdsszeadéassal és skalarral valo szor-
zassal azok a 3 x 3-as matrixok, melyekben legalabb harom elem 07

24. (SE1) Vektorteret alkotnak-e a szokasos matrixgsszeadassal és skalarral valo szor-
zéssal a (f6atlora) szimmetrikus n x n-es matrixok?



25. (SE1) Igaz-e, hogy a nem negativ determinansi 2 x 2-es matrixok vektorteret alkot-
nak a szokéasos matrixosszeadas és skalarral szorzas miveletére nézve?

26. (SM2) Legyen M azon 2 x 3-as matrixok halmaza, melyekben a bal also és a jobb
fels6 elemek Osszege legalabb akkora, mint a bal felsé és a jobb als6 elemek Gsszege. Igaz-e,
hogy a szokasos méatrixosszeadas és skalarral szorzas miveletekkel M vektorteret alkot?

27. (SM2) Igaz-e, hogy azok az (a,b,c) valos szamharmasok, melyekre ac = be vektor-
teret alkotnak a szokasos (koordinatankénti) dsszeadasra és skalarral szorzasra?

28. (SE2) Igaz-e, hogy azok az (a, b, ¢, d) valos szamnégyesek, melyekre a + 2¢ = 3b+4d
vektorteret alkotnak a szokéasos (koordinatankénti) dsszeadésra és skalarral szorzasra?

29. (SM2) Vektorteret alkotnak-e a szokasos miiveletekkel azok a valos polinomok, me-
lyekben a harmadfoku és az 6todfoku tag egyiitthatojanak osszege 07

30. (SM2) Legyen V = R? a sikvektorok halmaza. Legyen V-n a @ miivelet a sikvektorok
hagyomanyos Osszeadésa; értelmezziik tovabba tetszdleges v € V és A € R esetén az ©

szorzast az alabbiak szerint:
z\ [ Ay
ely)=(31)

Vektorteret alkot-e V' az igy definialt @ és ® miiveletekkel?

31. (SM3) Legyen V a legfoljebb masodfokn, valos egyiitthatos polinomok halmaza.
Legyen V-n a @ miivelet a polinomok szokasos 6sszeadasa; értelmezziik tovabba tetszéleges
v = ax?+br+c €V és A € Resetén a A\Ov szorzast igy: A@(aw2+bx+c) =azr?+br+A-c.
Vektorteret alkot-e V' az igy definialt & és © miiveletekkel?

1.3. Fiiggetlenség, generalas, bazis, dimenzi6

32. (SM2) Hatarozzuk meg a p valos paraméter minden olyan értékét, melyre az alabbi
a,b,c,d € R* vektorok fiiggetlen rendszert alkotnak.

1 2 0 1
2 3 1 3 | 5
a=| 4 , b= 9 |- €= » és d= 9
0 3 p+1 6

33. (M2) A p valos paraméter minden értékére dontsiik el, hogy igaz-e a d € (a,b,c)
allitas az alabbi a,b, ¢, d € R* vektorokra.

3 15 12 6

-1 0 6 | . 8

a= 9 , b= g | ¢= 7| e d= _9
1 7 P 12

34. (SM2) Hatarozzuk meg a ¢ valos paraméter minden olyan értékét, melyre az alabbi
T,Y,2,V € R* vektorok generatorrendszert alkotnak.

1 2 3 c

B c B c - c | 4
=l e P¥T P27 o ["% | o
c 0 0 0



35. (M2) Hatéarozzuk meg a ¢ valos paraméter minden olyan értékét, melyre az alabbi
z,Y,2 € R* vektorok fiiggetlen rendszert alkotnak.

1=
I

W N =0
<
I

W N -
N
I

W o N =

36. (SM2) Egeszitsiik ki a szokasos haromdimenzios tér egy bazisava a (3,5,2), (5,2, 3)
vektorrendszert.

37. (M2) Egy tiz dimenzios vektortérben két bazisnak pontosan kilenc k6zos eleme van.
Igaz-e, hogy a bazisok nem ko6z6s elemei biztosan szamszorosai egymasnak?

38. (SM2) Megadhato-e egy négy dimenzios vektortérben két olyan bazis, melyeknek
pontosan két kozos eleme van és a nem kozos négy vektor szintén bézist alkot?

39. (S2) A tér harom sikjanak pontosan egy kozds pontja van. Mutassuk meg, hogy a
normalvektoraik bazist alkotnak.

40. (S2) Tegyiik fel, hogy az ui,us, ..., un, vektorok kozott pontosan egy olyan van,
ami kifejezhet6 a tobbi linearis kombinacidjaként. Mutassuk meg, hogy ekkor ez a vektor
csakis a nullvektor lehet.

41. (M2) Legyen {b1,ba,bs,bs} bazis egy V vektortérben, legyen tovabba b = by + by +

bz + bs. Mutassuk meg, hogy {b1 +b,bs + b, b3 + b, bs + b} is bazis V-ben.

42. (SE2) Legyen az a,b, ¢ vektorrendszer linearisan fiiggetlen egy V' vektortérben. Igaz-
e, hogy ekkor az a 4+ b,b + ¢, ¢ + a rendszer is biztosan lineéarisan fliggetlen V-ben?

43. (SE2) Az uy,u,,us,u, vektorok fiiggetlenek. Igaz-e, hogy ekkor az uq + 2u,,uy +
2us, ug + 2uy, uy + 2u; vektorok is mindig fliggetlenek?

44. (SE2) Az uy,uq,us,u, vektorok osszefiiggdk. Igaz-e, hogy ekkor a 2u; + 3u,, 2u, +
3us, 2us + 3uy, 2uy, + 3u; vektorok is mindig Osszefliggdk?

45. (S3) Az uq,us, ..., uy 5 vektorok koziil az uy, uq, us, u, és us vektorok fejezhetsk ki a
tobbi vektor linearis kombinaciéjaként. Mutassuk meg, hogy az u,, u,, us, uy, u5 rendszer
nem fiiggetlen.

46. (M3) Legyenek a, b, ¢ és d a (tetsz6leges) V vektortér vektorai, amelyekre d € (a, b, ¢)
és c ¢ (a, b, d) teljesiilnek. Dontsiik el, hogy az alabbi allitasokra melyik all fenn a kévetkezs
lehet&ségek koziil:

(i) az &llitas biztosan igaz;

(i) az allitas biztosan hamis;

(#ii) az allitas lehet igaz is és hamis is (V és a, b, ¢ és d valasztasatol fiiggden).

) € (a,d) b) d € (a,b) ) be (acd)

47. (M3) Tegyiik fel, hogy a vy,v,,...,059 vektorok linearisan fiiggetlenek a V' vek-
tortérben. Tegyiik fel tovabbé, hogy minden u € V' esetén léteznek olyan aq, s, ..., aigo
skalarok, melyekre a v; + a1, vy + 2w, . .., v1o0 + a100u vektorok linearisan osszefiiggsk.
Hatarozzuk meg V' dimenzi6jat.



1.4. Lineéaris egyenletrendszerek

48. (E0) Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert Gauss-eliminacioval.
20 +4y+32=5
3z +0y+7z=9
20+ 2y + 82 =8

49. (E1) Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a ¢ valos paraméter minden lehetséges
értékére.
r+2y+ 2 4
3z + 2y + 3z 8
r—2y+tz = 10

50. (E1) Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a ¢ valos paraméter minden lehetséges
értékére.

20 + 4y + 62 =6

204+ 5y +cz =6

3r+6y+102 =7

51. (E1) Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a ¢ valos paraméter minden lehetséges
értékére.

3z +6y+62=9

20 +4y+cz=6

20+ 3y +92 =38

52. (E1) Hatarozzuk meg az alabbi harom sik kozos pontjainak szaméat a p paraméter
minden lehetséges értékére.

5T 4+ 6y + 72z =3

204+ 3y +pz =9

dr 4+ 4y +92 =38

53. (SM1) Milyen s, illetve t értékek mellett lesz az alabbi egyenletrendszernek pontosan
egy megoldasa?
r+y+2z = 2
—3r+y—z = 2
r—y+3tz = 2s

54. (M1) Milyen a és b értékek mellett lesz pontosan harom megoldasa az alabbi egyen-
letrendszernek?

20 +3y+3z = 8
dr+2y—2z = 8
dr+2y—az = 9
dr+2y—bz = 10

55. (E1) A t valos paraméter mely értékére lesz az alabbi egyenletrendszernek
a) pontosan egy megoldasa?
b) pontosan két megoldasa?
—r+2y+4z = 3
3r+y+2z = 5
r—y+3tz = 9



56. (E1) A t valos paraméter mely értékére lesz az alabbi egyenletrendszernek
a) pontosan egy megoldasa?
b) legalabb egy megoldasa?
r+y+2z = 4
2r+2y+3z = 6
3r—y+tz = 10

57. (SM2) Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a ¢ valos paraméter minden értékére.

r+2y+z = 3
20 +5y+324+4w = 8
3r+6y+cz+cw = c+6

58. (SM2) Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a ¢ valos paraméter minden értékére.

r+y+2z 2
20 +y+cz 42w =

dr+2y+cz+cw =

59. (S3) Egy egyenletrendszer Gauss-eliminéacioval torténd megoldéasa soran nem kelet-
kezik tilos sor és a keletkezs redukalt 1épcsés alaknak van olyan oszlopa, ahol az elemek
Osszege 0. Mutassuk meg, hogy létezik megoldasa annak az egyenletrendszernek, melyet
az eredetibdl tigy kapunk, hogy minden egyenletben minden ismeretlen egyiitthat6jahoz
hozzaadunk egyet.

1.5. Matrixmiiveletek, inverz matrix, determinans, rang

60. (EO0) Hatéarozzuk meg az alabbi méatrix determinansat.

U W N
= w N O
w N oo
N OO

—_

61. (MO) Legyen A = ( (1) ; ), B= ( ; 5 ) Hatarozzuk meg az A~1B~1 szorzatot.

62. (MO) Legyen egy parallelepipedon egyik csticsa az origd, az ezzel szomszédos harom
cstcsa pedig A(0;1; —2), B(1;1;5), illetve C(1; 3; —1). Hatérozzuk meg a parallelepipedon
térfogatéat.

63. (M1) A 4 x 4-es A és B matrixok i-edik soranak és j-edik oszlopanak keresztezédé-
sében &ll6 elemet jeldlje a; 4, illetve b; ; minden 1 <4, j < 4 esetén. Tegyiik fel, hogy

0= 14+j, haj=12, b j,  hai=1,3,
- 9—i—j, haj=34 - 1—-j, hai=24,

minden 1 < 1,5 < 4 esetén.

a) Hatarozzuk meg az A - B matrixot.
b) Hatarozzuk meg a B - A méatrix determinansat.
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64. (E1) Szamitsuk ki az alabbi méatrix inverzét.

1010
0101
1001
0111

65. (SM1) Legyen A nem 0 determinanst 9 x 9-es matrix, A’ pedig az a méatrix, amit
A els6 soranak A-val valo szorzésaval kapunk. Mennyi lehet A értéke, ha tudjuk, hogy
det(A’) = det(AA)?

66. (S1) Egy nem 0 determiniansi négyzetes méatrix minden elemét megszorozzuk c-vel.
Mennyi lehet ¢ értéke, ha a matrix determinénsa valtozatlan marad?

67. (M2) Adjuk meg az alabbi determinéns definicié szerinti kiszdmitasakor keletkezd
Osszes nemnulla szorzatot és ezek elGjelét.

6 0 0 6 2
3 1 0 5 7
0 0 0 4 0
9 8 3 1 2
) 0 0 8 0

68. (M2) A t paraméter minden értékére dontsiik el, hogy létezik-e olyan y sorvektor,
amelyre y - A = ¢ teljesiil, ahol az A matrix és a ¢ sorvektor az aldbbiak. Ha létezik ilyen
y, adjuk meg az Osszeset.

5 3 2
0 8 7

A= o 19 16 | c=(20 16 ).
5 -3 -7

69. (SE2) Egy legalabb 3 x 3-as, négyzetes matrix minden sora szamtani sorozat. Mennyi
lehet a determinansa?

70. (M2) Legyen A tetszéleges 6 x 8-as matrix, melynek rangja 3. Igaz-e hogy mindig
kivalaszthato olyan 4 x 6-os részméatrixa, melynek rangja szintén 37

71. (M2) Hatarozzuk meg az alabbi determinans értékét a ¢ paraméter fiiggvényében.

c 2 3
11 5
2 3 2¢

72. (S2) Hatéarozzuk meg, hogy a p paraméter mely értékeire lesz invertalhato az alabbi
matrix. Ha létezik, adjuk is meg az inverzet.

— s W
O W ot
w =g

73. (SM2) Legyen A olyan 3 sorbdl és 5 oszlopbol 4ll6 matrix, amiben az utolsé harom
oszlop altal alkotott B négyzetes részmétrix determinénsa nem nulla. Igaz-e, hogy ekkor
mindig létezik olyan C' méatrix, amivel A-t jobbrol megszorozva egységmaétrixot kapunk?
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74. (SM2) Legyen A olyan n X n-es matrix, amire det A # 0, B pedig tetsz6leges n x n-es
matrix. Igaz-e, hogy létezik olyan n x n-es X matrix, melyre AX = B?

75. (SM2) Adjuk meg az alabbi matrix rangjat a c valos érték fliggvényében.

L
== W
— o =

76. (SM2) Adjuk meg az alabbi matrix rangjat a p valos paraméter minden értékére.

2 8 6 4 2

1 2 -1 12 7
-1 -1 3 12 0

5 22 19 p  p+3

77. (E2) Szamitsuk ki a kovetkezd matrix rangjat x minden lehetséges valos értékére.

11
1 z
z 1

—_ -8

78. (2) Hatarozzuk meg az alabbi matrix rangjat a ¢ valos paraméter minden lehetséges
értékére.

2
2

1
3
-2t

— W

79. (2) Szamitsuk ki a kovetkez6 matrix rangjat = minden lehetséges valos értékeére.

1 -1 3 =«
1 -5 1 3z
8 —6 25 2

80. (M2) Legyen A az alabb lathaté matrix. Adjuk meg az n egész paraméter azon
értékeit, melyekre az A métrix invertalhato és det A~! pozitiv egész szam. Ezen n értékekre
hatarozzuk is meg az A~! matrixot.

1 2 1
2 3 0
3 4 n

81. (M2) Legyen A egy 50 x 100-as (50 soru és 100 oszlopt) matrix. Tegyiik fel, hogy
barhogyan is valasztjuk a b € R®? vektort, mindig talalhato6 olyan z € R'%0 vektor, amelyre
A -z = b. Hatarozzuk meg A rangjat.

82. (S2) Létezik-e olyan 5 rangi 5x 5-6s matrix, melynek minden 3 x 3—as aldeterminansa
0?

83. (M2) Egy 10 x 10 -es méatrix rangja 3. Mutassuk meg, hogy legalabb 7 elemét meg
kell valtoztatnunk ahhoz, hogy a kapott matrix rangja 10 legyen.
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84. (E2) Legyenek A, B és C olyan 3 x 3-as matrixok, melyekre az ABC matrixnak
létezik inverze. Melyek teljesiilnek mindig az alabbi allitasok koziil? (Indokoljunk is!)

a) A+ B+ C-nek is létezik inverze.

b) CAB-nek is létezik inverze.

¢) Annak a 6 x 6-os matrixnak is létezik inverze, melynek bal fels6 3 x 3-as részmatrixa
ABC, jobb als6 3 x 3-as részmatrixa C AB, a tobbi elem (azaz a bal als6 és a jobb fels
3 x 3-as részmatrixok elemei) pedig csupa 0.

85. (M2) Legyen z tetsz6leges, nullvektortol kiilonboz6 n dimenzids oszlopvektor, A és
B pedig olyan n X n—es matrixok, melyekre teljesill, hogy Az = Bz. Igaz-e, hogy ekkor
biztosan teljesiil, hogy det(A — B) = 07

86. (M2) Legyen A 3 x 5-6s, B 5 x 3-as matrix, melyekre teljesiil, hogy AB a 3 x 3-as
egységmatrix. Mutassuk meg, hogy A sorai fiiggetlenek.

87. (SM2) Legyen A olyan 2 x 2-es métrix, melyre A2 = A. Mennyi lehet A rangja?

88. (M2) Legyen o = (0(1),0(2),...,0(100)) az 1,2,...,100 elemek egy permutéacioja.
Definialjuk o’-t a kovetkezsképp:

iy = { o+, hal<i<o9
| o(1), ha i = 100.

Mutassuk meg, hogy (o) és I(o’) ellenkezs paritasu.

89. (SE3) Legyen M az az n X n-es matrix, melynek {6atlojaban minden elem 0, f6atlojan
kiviil pedig minden elem 1. Hatarozuk meg M determinansat.

90. (SM3) Tegyiik fel, hogy az n x n-es A, B és C matrixokra az AX = B egyenlet meg-
oldhato, de az AX = C egyenlet nem. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan n xn-es D matrix,
amelyre a BX = D egyenlet nem megoldhato. (Az AX = B egyenlet megoldhatosagan
azt értjiik, hogy létezik olyan n x n-es X maétrix, amelyre AX = B fennall.)

91. (S2) Igaz-e, hogy tetsz6leges A és B n x n-es matrixokra AB és BA rangja azonos?

92. (S2) Léteznek-e olyan 2 x 2-es A és B matrixok, melyekre A2 = B2 de A # B és
A+# —B?

93. (S2) Léteznek-e olyan 2 x 2-es A, B és C' matrixok, melyekre A2 = B? = C?, és az
A, B, C, —A, —B, —C matrixok mind kiilénb6zk?

94. (S3) Legyenek A és B olyan négyzetes méatrixok, melyekre A2 = B2 AB = BA és
A + B determinansa nem 0. Igaz-e, hogy ilyenkor A = B?

95. (S2) Egy 10 x 10-es matrix els6 hat soraban az elsd 6t elem (Gsszesen tehat 30 elem)
0. Megadhato-e a tobbi elem tgy, hogy a méatrix rangja 10 legyen?

96. (SM3) Egy 5 x 5-0s méatrixban 6 egyes és 19 nulla szerepel. Mutassuk meg, hogy a
determinénsa 0, 1 vagy —1.

97. (S3) Egy 5 x 5-0s matrixban 7 egyes és 18 nulla szerepel. Mutassuk meg, hogy a
determinénsa 0, 1 vagy —1.
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98. (3) Adjunk példat olyan 5 x 5-0s méatrixra, melyben 8 egyes és 17 nulla szerepel, a
determindnsa pedig 2.

99. (SM2) Egy 5x5-0s matrixban haromszor szerepel a 0, négyszer az 1 és tizennyoleszor
a 2. Mutassuk meg, hogy a matrix determinansa nem 1.

100. (S2) Egy 5 x 5-6s matrixban egyszer szerepel a 0, minden mas elem 1 vagy -1.
Mutassuk meg, hogy a matrix determinédnsa nem 1 és nem —1.

101. (SM2) Létezik-e olyan 5 x 5-0s méatrix, melynek egyetlen eleme sem 0 és minden
elGjeles aldeterminénsa 07

102. (SM3) Létezik-e olyan 5 x 5-0s matrix, melynek egyetlen eleme sem 0 és pontosan
egy olyan elGjeles aldeterminansa van, mely nem 07

103. (SM3) Egy 5 x 5-0s matrix determinansanak definici6 szerinti kiszamitasakor 30
nullatol kiilonb6z6 szorzatot kapunk. Igaz-e, hogy ekkor a matrix legfeljebb 15 nullat tar-
talmaz?

104. (SM4) Egy n X n-es (n > 2) A matrixnak minden el6jeles aldeterminansa ugyan-
annyi. Mutassuk meg, hogy det A = 0.

105. (SM3) Egy nxn-es (n > 2) A matrixra teljesiil, hogy barmely elemét 0-ra kicserélve
a determinénsa nem valtozik. Mutassuk meg, hogy det A = 0.

106. (S4) Egy n x n-es (n > 2) A méatrixra teljesiil, hogy barmely két elemét kicserélve
a determinénsa nem véltozik. Mutassuk meg, hogy det A = 0.

1.6. Linearis leképezések

107. (SM2) Mutassuk meg, hogy a sikon linearis transzformacio az a leképezés, mely
minden (z,y) vektorhoz a (10x + y, 10z + y) vektort rendeli.

108. (M2) Hatarozzuk meg az eléz6 feladat linearis transzformaciojanak képterét és
magterét.

109. (SM3) Igaz-e, hogy tetszsleges, origon atmend e egyenes esetén létezik a siknak
olyan linearis transzformacidja, melynek magtere éppen e?

110. (S3) Igaz-e, hogy tetszileges, origon atmend e egyenes esetén létezik a siknak olyan
linearis transzformaciéja, melynek képtere éppen e?

111. (M2) Létezik-e a siknak olyan linearis transzformacioja, mely az origohoz az origot
rendeli, minden mas vektorhoz pedig az (1,1),(2,2), (3,3) vektorok valamelyikét?

112. (E2) Tudjuk, hogy a 135 fokos forgatas a stk egy linearis transzformacioja. Adjuk
meg egy matrixat.

113. (SE2) Hatarozzuk meg a sikon az x tengelyre valo tiikrozés, mint linearis transz-
forméacio matrixat az {(1,2), (1,0)} bazisban.
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114. (SE2) Adjuk meg a 90 fokos forgatas, mint a sik egy lineéris transzformécioja
matrixat az (1,0) és (1,2) vektorokbol allo bazisban.

115. (S2) Van-e olyan linearis transzformacioja R3-nek (a szokasos haromdimenzios valos
térnek), aminek a képtere és a magtere azonos?

116. (S2) Van-e olyan linedris transzformécioja R%-nek (a négydimenzios valos térnek),
aminek a képtere és a magtere azonos?

117. (S2) Legyen A a szokasos harom dimenzios tér olyan linearis transzformécioja,
melynek a képtere két dimenzios. Mutassuk meg, hogy ekkor létezik olyan v € R? vektor,
ami sem a magtérnek, sem a képtérnek nem eleme.

118. (SM2) A sik egy linearis transzformaciojarol tudjuk, hogy az (5,3) vektor képe a
(2, 3) vektor, a (4,3) vektor képe pedig a (3,2) vektor. Mi lesz a (11, 6) vektor képe?

119. (SM3) A sik egy linearis transzforméaciojarol tudjuk, hogy az (5,3) vektor képe
a (3,2) vektor, a (4, 3) vektor képe pedig a (2,1) vektor. Mi lesz a (11,6), (6,11), (3,2),
(2,2), (3,5), (3,4) vektorok képe?

120. (E2) Legyen B : R? — R? linedris transzformacio. Az (1,1) vektor B szerinti képe
a (4,3) vektor, az (1,0) képe pedig a (—1,2) vektor. Adjuk meg B méatrixat a szokéasos
bazisban.

121. (M2) Legyen adott a 2 dimenzios V vektortéren a B = {b;,b,} bazis és az A :
V' — V lineéaris transzformécio. Tegyiik fel, hogy A méatrixa a B bazis szerint az alabbi A
métrix. Hatarozzuk meg p és ¢ értékét, ha tudjuk, hogy A(b;) = b,.

(0 %)

122. (M2) Legyen az A : R — R3 linearis leképezés matrixa a szokasos bazisban az
alabb lathat6 matrix. Hatarozzuk meg Im(A)-t és Ker(A)-t.

1 0 0
1 1 0
1 1 1

123. (M3) Legyen A : R? — R3 linearis leképezés. Tegyiik fel, hogy A métrixa a B
és C bazisok szerint az alabbi A méatrix, ahol B = {(2;3),(2;5)} és C' = {¢y,¢9,¢5}, ahol
¢, = (1;2;1) (de ¢y és ¢q nem ismert). Hatarozzuk meg a ¢q vektort, ha tudjuk, hogy A a
(6;11) vektorhoz az (1;6;7) vektort rendeli.

2 -3
A= -1 2
10

124. (M3) Legyen az A : R — R3 linearis leképezés matrixa a szokasos bazisban az
alabb lathatoé matrix. Hatarozzuk meg a ¢ valoés paraméter minden értékére I'm(A)-t és
Ker(A)-t.

1 c 1
1 1 c
c 0 0



125. (2) Legyen A egy V vektortér tetszsleges linearis transzformacioja. Tudjuk, hogy az
A(vy), ..., A(vg) vektorok bazist alkotnak I'm(A)-ban. Igaz-e, hogy a vy, ..., v vektorok
linearisan fiiggetlenek?

126. (3) Legyen A a V vektortér tetszsleges lineéris transzformécioja, a vy, ..., vy vek-
torok pedig V' egy generatorrendszere. Tudjuk, hogy A(vy), ..., A(vg) bazis Im(A)-ban.
Igaz-e, hogy A invertalhat6?

1.7. Sajatérték, sajatvektor, sajataltér

127. (E1) Adjuk meg az alabbi méatrix sajatértékeit és minden sajatértékhez egy-egy

sajatvektort is.
2 2
13

128. (S1) Bizonyitsuk be, hogy az x vektor akkor és csak akkor sajatvektora az A
invertalhaté matrixnak, ha sajatvektora A~!-nek.

129. (2) Legyen A a kovetkez6 linearis transzformdcié a szokasos 2 dimenziés térben:
kétszeres nagyitas az origobol, majd vetités az x + y = 0 egyenesre. Hatarozzuk meg
A matrixat a szokasos bazisban, tovabba a sajatértékeket, az Osszes sajatvektort és a
karakterisztikus polinomot.

130. (2) Legyen A a kovetkezs linearis transzforméacio a szokasos 3 dimenzios térben:
kétszeres nagyitas az origobol, majd forgatas +90 fokkal a z tengely koriil. Hatarozzuk
meg A matrixat a szokasos bazisban, tovabba a sajatértékeket, az Osszes sajatvektort és a
karakterisztikus polinomot.

131. (M2) A sik egy linearis transzformacioja az (1,0) vektorhoz a (4, 2) vektort rendeli,
a (0,2) vektorhoz pedig a (3, 4) vektort. Hatarozzuk meg a transzformécio sajatértékeit és
sajatvektorait.

132. (M2) A sik egy linearis transzformécioja az (1, 1) vektorhoz a (—1,7) vektort ren-
deli, a (2,1) vektorhoz pedig az (1,8) vektort. Hatarozzuk meg a transzformacio sajatér-
tékeit és sajatvektorait.

133. (M2) Az 5 x 5-0s A matrix negyedik oszlopanak (feliilrsl) a negyedik eleme 7, a
negyedik oszlop Gsszes tobbi eleme 0. (A matrix tobbi eleme nem ismert.)

a) Mutassuk meg, hogy A\ = 7 sajatértéke A-nak.

b) Adjuk meg A egy sajatvektorat.

134. (M2) Az alabbi A matrixrol tudjuk, hogy A = 3 sajatértéke A-nak.
a) Hatarozzuk meg a p valos paraméter értékét.
b) Adjuk meg az A matrix egy sajatvektorat.
4 0
A= 57
11

[SAEEN IS

135. (2) A sik egy linearis transzforméacioja a (3, 2) vektorhoz a (0, 15) vektort rendeli, az
(5,3) vektorhoz pedig az (1, 23) vektort. Dontsiik el, hogy 9 a transzformécio sajatértéke-e.
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136. (SM2) Legyen A a V vektortér tetszdleges linearis transzformacioja. Igaz-e, hogy
a) A% minden sajatvektora sajatvektora lesz A-nak is?
b) A minden sajatvektora sajatvektora lesz A3-nek is?

137. (S2) Legyen A a V vektortér olyan linedris transzformacioja, melyre A% = A.
Mutassuk meg, hogy A-nak csak a 0 és az 1 lehetnek a sajatértékei.

138. (3) Legyen A a V vektortér olyan linedris transzformacioja, melyre A% = A, de
A nem az identitas és nem a 0 leképezés (amely minden vektort a nullvektorba visz).
Mutassuk meg, hogy A-nak a 0 és az 1 a sajatértékei.

139. (SM2) Az u és v vektorok ugyanannak az A linearis transzformacionak kiilonb6z6
sajatértékekhez tartozo sajatvektorai. Mutassuk meg, hogy u+ v nem sajatvektora A-nak.

140. (S2) A sik egy A linearis transzforméaciojanak u sajatvektora, a v vektor pedig nem
sajatvektora és nem is a nullvektor. Lehetséges-e, hogy u + v sajatvektora A-nak?

1.8. Komplex szamok

141. (M1) Végezziik el az alabbi miveleteket a komplex szamok halmazan és az ered-
ményt adjuk meg algebrai alakban.

a) (3 + 2i)?

b) (14 17i) : (3+14)

¢) ¢/—1000

142. (1) Irjuk fel —1 hatodik gydkeit algebrai alakban.

143. (M2) Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenletnek az sszes olyan komplex
megoldasat, amelynek a valds és a képzetes része is pozitiv.

(54 V3i)z" =8 — 4V/3i

144. (M2) Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenletnek egy olyan komplex meg-
oldasat, melynek a valos és a képzetes része is negativ.

22 =—1-3i

145. (M2) Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenletnek az sszes olyan komplex
megoldasat, amelynek az argumentuma (valds tengellyel bezart szoge) 100° és 170° kozé

esik.
29 3+ 11z

285 47

146. (2) Adjuk meg kanonikus alakban a z7 — 27z = 0 egyenlet Gsszes olyan komplex
megoldasat, melynek valos és képzetes része is nemnegativ.

147. (2) Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenletnek egy olyan komplex megolda-
sat, melynek a valos és a képzetes része is negativ.

=13
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148. (2) Adjuk meg az alabbi egyenlet Gsszes komplex megoldasat kanonikus alakban.
(V3—i)zt =i

149. (2) Hatéarozzuk meg, hogy a tizenhatodik egységgyokok kozt hany hetvenedik egy-
séggyok van.

150. (S2) Irjuk fel 6 + /12 - i hatodik hatvanyanak negyedik gyokeit.

151. (S2) Irjuk fel 3 4 3 - i tizedik hatvanyanak 6todik gyokeit.

152. (2) Mutassuk meg, hogy az n. egységgyokok szorzata mindig 1 vagy -1.
153. (3) Mi lesz az n. egységgyokok négyzetosszege?

154. (S2) Osszeszorozzuk az Osszes negyedik egységgyokot az Gsszes tizedik egységgyok-
kel. (Ez Osszesen tehat 40 szorzat.) Igaz-e, hogy

a) a kapott szorzatok mind 40. egységgyokok?

b) a kapott szorzatok az sszes 40. egységgyokot elsallitjak?

155. (SM1) Igaz-e, hogy egy n. és egy k. egységgyok szorzata is (valahanyadik) egység-
gyok?

156. (2) Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szdmok korében.
(1414)2° = 2(cos 75° + i sin 75°)
157. (2) Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szamok korében.
2(sin 80° + i sin 10°)2% = 3(cos 70° + i sin 70°)

158. (SM2) Oldjuk meg a komplex szdmok korében a z3 = 7 egyenletet.

1.9. Kombinatorika

159. (M1) Héany kiilonboz6 3 x 3-as négyzetes részmatrixa van egy olyan 8 x 10-es (vagyis
8 sort és 10 oszlopt) matrixnak, melynek minden eleme kiilonbozs?

(A végeredmeény szamszerd értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell de-
riiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamoldgéppel, ami csak a négy
alapmiiveletet ismeri.)

160. (2) Hany olyan 99 hosszu sorozat készithets az a, b, ¢, d, e bettikbol, amelyben nin-
csenek sem szomszédos maganhangzok, sem szomszédos massalhangzok?

161. (M1) Egy MIRNIXDIRNIX nevii orszagban furcsa szabéalyok szerint jatsszik a
lottot: egy szelvény kitoltése abbol all, hogy a jatékos az orszag nevének bettit Gsszeke-
veri és valamilyen sorrendben leirja. (Igy példaul egy lehetséges szelvény igy nézhet ki:
XIIRXMNDNIRI.) Az orszag egyik lakoja ezen a héten harom szelvénnyel is szeretne jat-
szani. Hanyféleképpen toltheti ki a harom szelvényt, ha arra azért szeretne vigyazni, hogy
a szelvényei kozott ne legyen két ugyanolyan?
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162. (4) Hany olyan hétjegyt szam létezik, melyben pontosan haromféle kiilonb6z6 szam-
jegy szerepel és ezek egyike sem a 07

163. (M2) Adjuk meg az alabbi kifejezés értékét két tizedesjegy pontossaggal.

o () + (1) = (5) + -+ ()

164. (SM2) Hanyféleképpen valaszthatunk az elsd széz pozitiv egész koziil két kiillonbo-
z6t agy, hogy az 6sszegiik oszthato legyen ottel?
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2. Segitségek

4. Keressiink az egyenesen két pontot.
12. Oldjuk meg a harom egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszert.
18. Két egyenes akkor kitérd, ha se nem parhuzamosak, se nem metszsk.

19. Az 0Osszes 3 X 5-0s matrixok vektorteret alkotnak a szokasos miiveletekkel, igy a
zartsagot érdemes vizsgalni.

20. Nyilvan itt is a zartsagot érdemes vizsgélni.
21. Vizsgaljuk meg a zartsagot.

22. Vizsgaljuk meg a zartsagot.

23. Vizsgaljuk meg a zartsagot.

24. Vizsgaljuk meg a zartsagot.

25. TItt is vizsgaljuk meg a zartsagot.

26. Az Osszes 2 x 3-as matrixok is vektorteret alkotnak a szokasos miveletekkel, igy itt
is a zartsagot érdemes vizsgalni.

27. Mivel az 6sszes valos szamharmasok vektorteret alkotnak a megadott mitiveletekkel
(R3-6t), itt is a zartsdgot érdemes vizsgalni, szem el6tt tartva, hogy ac = be < (a =
bV c=0).

28. Mivel az Gsszes valos szamnégyesek is vektorteret alkotnak a szokasos miiveletekkel
(R*-t), itt is a zartsdgot érdemes vizsgalni.

29. Mivel az 0sszes valos polinomok is vektorteret alkotnak a szokésos mitiveletekkel, itt
is a zartsagot célszerd vizsgalni.

30. Ellendrizziik az axiomékat; az sszeadéasra vonatkozokkal nyilvan nem lesz gond (miért
is?).

31. Ellendrizziik az axiomakat; az 6sszeadasra vonatkozokkal nyilvan nem lesz gond (miért
is?).

32. A vektorok akkor és csak akkor alkotnak fiiggetlen rendszert, ha csak a trivialis lineéris
kombinaciojuk adja a nullvektort; ezt Gauss-eliminécioval célszerd vizsgélni.

34. Ha nincs kedviink azt megnézni, hogy egy tetszéleges (d, e, f, g) vektor mikor all el§ az
adott vektorok linearis kombinéciojaként, akkor a vektorok fliggetlenségét is vizsgalhatjuk
(miért?); mindkét esetben a Gauss-eliminaciot érdemes hasznalni.

36. Olyan vektort keressiink, melyet a rendszerhez véve az fiiggetlen marad.
38. Semmi akadalya.

39. A sikok egyenleteibdl allo rendszernek egyértelmii megoldésa van.

40. Indirekt.

42. irjuk fel a nullvektort az a + b,b + ¢,c + a vektorok linearis kombinaciojaként és
rendezziik a4t az egyenlGséget.
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43. Trjuk fel a nullvektort az w; + 2ug, uy + 2usy, us + 2uy, u, + 2u; vektorok linearis
kombinaciojaként és rendezziik at az egyenlGséget.

44. Hany dimenzios az (uq, U, Us, ) tér?

45. TIrjuk fel a nullvektort a 15 vektor egy nem trivialis linearis kombinaciojaként (miért
lehet?) és vizsgaljuk meg az egyiitthatokat.

53. Nem muszaj megoldani az egyenletrendszert, csak arra vagyunk kivancsiak, hogy
mikor van egyértelmd megoldas.

57. Természetesen Gauss-elimindcioval érdemes dolgozni és nem art figyelni ra, hogy
ismeretlenekkel csak tigy nem osztunk.

58. Természetesen Gauss-eliminacioval érdemes dolgozni és nem art figyelni ra, hogy
ismeretlenekkel csak tgy nem osztunk.

59. Az eredeti egyenletrendszer megoldasa utéan probaljuk megoldani azt az egyenletet,
amiben az ismeretlenek Gsszege 0.

65. Mi torténik a determinénssal, ha egy sort megszorzunk A-val?

66. Tudjuk, hogy mi torténik a determinanssal, ha egy sor elemeit szorozzuk meg c-vel.
69. Egy oszlopbdl egy masikat levonva a determinéns nem valtozik.

72. Gauss-eliminécio, az els6 és a harmadik sor cseréjével kezdve.

73. B-nek van inverze.

74. A-nak van inverze.

75. Gauss-eliminécio.

76. Hasznaljunk Gauss-eliminaciot, a rang a vezéregyesek szama lesz.

82. Kifejtési tétel.

85. (A— B)xz =0.

87. 0 és 2 nyilvan lehet a rang, az 1-re sem nehéz példat mutatni.

89. Kezdésnek adjuk hozza az elsé sorhoz a tobbit.

90. A D := C valasztas jo lesz, de kihasznalhatjuk azt is, hogy det A = 0 (ez miért igaz?).
91. Nem igaz, keressiink 2 x 2-es ellenpéldat.

92. Keressiink példaul olyan matrixot, aminek a négyzete a nullmatrix (vagy az egység-
matrix).

93. Hasznaljuk az el6z6 feladat nullmatrixtol (vagy egységmatrixtol) kiilonbozs megol-
désait.

94. Ha AB = BA, akkor A?> — B> = (A + B)(A - B).

95. Vizsgaljuk meg a matrix determinansat a definicio szerint vagy nézziik meg, hogy az
els6 6t oszlop hogy viselkedik.

96. Hasznaljuk a definiciot és vizsgaljuk a nemnulla szorzatokat.

97. Hasznaljuk a definiciot és vizsgaljuk a nemnulla szorzatokat.
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99. Hasznaljuk a definiciot és vizsgaljuk a szorzatok paritasat.
100. Hasznaljuk a definiciot és vizsgaljuk a szorzatok paritasat.
101. Igen.

102. Ha lenne ilyen, akkor talalnank benne két olyan sort, melyek szerint kifejtve a matrix
determinénsat, kiilonb6z6 eredményeket kapnank.

103. Hasznéljuk a definiciot és bizonyitsunk indirekten.

104. Hasznéljuk a kifejtési tételt és nézziik meg a sordsszegeket.

105. Kifejtési tétel.

106. A 104. feladat valamennyit segit.

107. Igazoljuk, hogy teljesiil a linearis leképezéseket definialo két feltétel.
108. Hasznéljuk a definiciokat.

109. Nézziikk meg, hogy mi a magtér a 107. feladatban.

110. Vetités (merdlegesen) e-re.

113. Hatarozzuk meg a megadott bazis vektorainak képeit, majd irjuk fel a kapott vek-
torok koordinédtait a megadott béazisban.

114. Hatérozzuk meg a megadott bazis vektorainak képeit, majd irjuk fel a kapott vek-
torok koordinatait a megadott béazisban.

115. Dimenziotétel.

116. Hatéarozzuk meg a képtér és a magtér dimenziojat, majd adjuk meg a (szokasos)
béazisvektorok képeit.

117. A képtér egy sik, a magtér egy egyenes (miért?).
118. Allitsuk el§ a (11,6) vektort az (5,3) és a (4,3) vektorok linedris kombinacidjaként.

119. Eljarhatunk tugy, mint az eléz6 feladatban, ez a (11,6) vektorra kényelmes lesz, de
a tobbire (egylitt) hosszadalmas, ehelyett érdemes a transzformacié méatrixat felirni.

128. Hasznaljuk a sajatvektor definiciojat.
131. TIrjuk fel a transzformacié matrixat a szokésos bazisban.
132. TIrjuk fel a transzformacié matrixat a szokésos bazisban.

136. Az a) feladathoz keressiink (mondjuk) olyan transzforméciot, aminek nincs sajat-
vektora, de a kébének van. A b)-hez egyszertien alkalmazzuk a definiciot.

137. Hasznaljuk a definiciot.
139. Indirekt, hasznaljuk a definiciot.
140. Miért ne?

150. A hatodik hatvany negyedik gyokei nem azonosak a harmadik hatvany maéasodik
gyokeivel.

154. Vizsgaljuk meg a szorzatok 20. hatvanyait.
155. Vizsgaljuk meg a szorzat nk. hatvanyét.

158. z-t trigonometrikus alakban felirva gyors megoldast kapunk, de az algebrai alak is
miikddik, s6t az is, ha elGszor z hosszara, majd z szogére probalunk rajonni.

164. Vizsgaljuk az elsének kivalasztott szam ottel vett osztasi maradékat.
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3. Megoldasok, eredmények

1. A keresett egyenesnek iranyvektora az adott sik barmely normélvektora, igy az (1,2, 5)
vektor is. A paraméteres egyenletrendszer ez alapjan

r = t+2
y = 2t+2
z = bt+3.

2. Az (1,2,3) és (2,3,9) pontokon atmens egyenes (egyik) iranyvektora (2,3,9)—(1,2,3) =
(1,1,6), igy ez lesz a keresett egyenes (egyik) iranyvektora is. Ez alapjan a kérdéses egyen-
letrendszer

r = t+4
y = t+2
z = 6t+1.

3. A megadott sik (egy) norméalvektora n(5;—4;3). Mivel a két sik parhuzamos, n a
keresett siknak is normalvektora. P és n alapjan a keresett sik egyenlete: 5z — 4y +3z = 0.
Az origb koordinatai ezt kielégitik, igy az origd rajta van a sikon.

4. Els6 megoldas. Keressiink az egyenesen két pontot: pl. z = 0 esetén x = 2, y = 1,
mig z = 1 esetén = = 3, y = 2, igy a megadott (2,3,5) ponton kiviil a (2,1,0) és (3,2,1)
pontok is a sikban vannak. Legyen a sik egyenlete ax + by + ¢z = d, az ismert pontokat
behelyettesitve a

2a+3b+5c=d
2a+b=4d
3a+2b+c=d

egyenletrendszert kapjuk. Ezt az a, b, ¢ ismeretlenekre (d-t paraméternek tekintve) megold-
juk Gauss-eliminacioval vagy ahogy jolesik, és azt kapjuk, hogy a = 3d, b = —5d, ¢ = 2d.
Mivel a sik egyenletében nem lehet a, b, c mindegyike 0, a d = 0 esetet ki kell zarnunk,
minden méas esetben a sik egyenlete 3dx — 5dy + 2dz = d lesz. Mivel d # 0, nyugodtan
oszthatunk vele, ekkor a 3z — by + 2z = 1 egyenletet kapjuk.

Ha nincs kedviink d-t paraméternek tekinteni vagy tal misztikusnak talaljuk, megoldhatjuk
az egyenletrendszert konkrét d értékre is, szem el6tt tartva, hogy a keresett sikegyenlet
szamszorosai is sikegyenletek, azaz ha valamilyen 0-t6l kiilonb6z6 szam lehet d értéke,
akkor lesz olyan egyenlet, amiben d = 1, ellenkezd esetben pedig persze d = 0. Ezt a két
érteket elég tehat kiprobalni (d = 1-re a felirt egyenletet kapjuk, d = 0-ra pedig azt, hogy
nincs megoldas, mert a = b = ¢ = 0).

Masodik megoldas. Az A = (2,1,0) és B = (3,2,1) pontok az egyenesen vannak, igy
benne kell lennitik a sikban is. Legyen a (2,3,5) pont neve C, ez is a sikban van, igy az
AC = (2,3,5) — (2,1,0) = (0,2,5) és BC = (2,3,5) — (3,2,1) = (—1,1,4) vektorok is
a sikban vannak. Mivel AC' és BC nem péarhuzamosak, a vektoridlis szorzatuk a keresett
sik norméalvektora lesz. A vektorialis szorzatot determinans és a kifejtési tétel segitségével
felirva:

ACxBC =

= (2:4—1-5)i—(0-4—5-(=1))j +(0-1—2-(—1))k = (3, -5,2).

— O .
— N~
o |

23



Innen a stk (egyik) egyenlete 3x — 5y + 2z = d, valamely d szamra. d értékét a sik egy
tetsz6leges pontjat (mondjuk A-t) behelyettesitve kapjuk: 3-2—5-14+2.0 =d, azaz a
keresett (egyik) sikegyenlet 3x — by + 2z = 1.

5. Els6 megoldas. Keressiink két pontot az egyenesen. Ha szerencsénk van (részleteket 1d.
a masodik megoldéasnal), akkor barmely szam lehet egyenesen 1évé pont elss koordinataja,
igy elég két darab kétismeretlenes egyenletet megoldani, mondjuk legyen x = 0, ekkor
—3y+2=166és2y—z = —9, ahonnan y = —7 és z = —5, illetve z = 1, ekkor —3y+z =11
és 2y — z = —12, ahonnan y = 1 és z = 14. A (0,—7,-5) és (1,1,14) pontok tehat az
egyenesen vannak, ezek kiilonbsége, (1,8,19) jo lesz iranyvektornak, a paraméteres egyen-
letrendszer tehat

r =t
y = 8 -7
z = 19t —5.

Mi a teendd, ha nincs szerencsénk és hogy deriil ez ki? Ugy deriil ki, hogy a kétisme-
retlenes egyenletrendszernek nem lesz megoldéasa (vagy ha pont beletalaltunk az egyetlen
szObajovs értékbe, akkor végtelen sok megoldasa lesz), ilyenkor megprobalkozhatunk a
masodik koordinatéval, ha ez sem miikodik, akkor a harmadikkal és ez mar biztosan jo
lesz, hiszen mindharom koordinata nem lehet fix, ekkor ugyanis nem egyenesiink, hanem
pontunk lenne. Az egész hercehurca elkeriilhet6 persze, ha az eredeti, harom ismeretlenes
rendszert oldjuk meg (pl. Gauss-eliminacioval).

Masodik megoldéas. A metszésvonal iranyvektora mindkét sikkal parhuzamos, tehat mind-
két sik normélvektorara merdleges lesz, azaz parhuzamos lesz a két normélvektor vektori-
alis szorzataval. A vektorialis szorzatot determinéns és a kifejtési tétel segitségével felirva

i J k
5 -3 1]=(1,8,19).
3 2 -1

Sziikségiink van még az egyenes egy pontjara, ehhez a két sikegyenletbdl allo egyenlet-
rendszernek kell megtalalnunk egy megoldasat. Ezt sokféleképp megtehetjiik (pl. Gauss-
eliminécioval), de a leggyorsabb, ha megprobalunk megszabadulni az egyik ismeretlentdl.
Mivel az egyenes iranyvektoranak elsé koordinataja nem 0, tetszéleges a szam esetén lesz
olyan pontja az egyenesnek, melynek els6 koordinataja a (ezt a paraméteres egyenletrend-
szer els6 egyenletét vizsgédlva lehet a legkonnyebben latni: x = 1 -t + p valamely p szdmra,
igy a t = a — p valasztasra a pontunk elsg koordinataja a). Keressiink tehat (mondjuk)
olyan pontot, melyre x = 0. Ekkor —3y + z = 16 és 2y — z = —9, ahonnan y = —7 és

z = —5. A kérdéses paraméteres egyenletrendszer tehat
r =1
y = 8t—7T
z = 19t —5.

Harmadik megoldas. Ha mér az els két megoldasban mindent elkdvettiink, hogy ne kelljen
Gauss-eliminalni, érdemes megallapitani, hogy ezzel a technikaval is lehet gyors megoldést
adni. Gauss-eliminaljuk a két sik egyenletébdl allo rendszert:

32 -1[-9\ (1 3 F|[-3)_[1 1§ fé
5 -3 1|16 5 -3 1|16 0o -4 2

1 2 _1
3 3
(0 1 -5




A harmadik oszlopban nincs vezéregyes, tehat a z valtozohoz szabad paraméter tartozik,
mondjuk ¢. A megoldas = = %t + 15—9, Yy = l%t — %, z = t. Nini, ez egy paraméteres
egyenletrendszer, ami épp az egyenes pontjaira teljesiil. Akkor jo is lesz megoldasnak.
Megjegyzés. Egy egyenesnek természetesen tobb paraméteres egyenletrendszere is van, ez
magyarazza azt, hogy a harmadik megoldas mas, mint az els6 kettd (az elsd két megoldas-
ban latott irdnyvektor helyett itt annak %-szerese szerepel és a pont is més, a harmadik
koordinataja 0, nem az els§). A Gauss-eliminécio kellemesebb lesz, ha felcseréljiik az x
és a z koordinata szerepét, vagy ha (ami ezzel ekvivalens) az egyenletrendszer megoldéasa
elott cseréljiik fel az els6 és a harmadik oszlopot, de egyik sem javasolt, mivel nehezitik
az eljaras atlatasat és szamos hibalehetGséget rejtenek magukban (persze a bemutatott
Gauss-eliminaciot meg elég konnyt elszamolni).

6. S atmegy az AB szakasz felezépontjan, azaz a (3,5,2) ponton. Mivel S meréleges az

AB szakaszra, az E vektor normélvektora lesz S-nek. Igy S-nek normélvektora (2,2, —8),
ahonnan S (egy) egyenlete 2z + 2y — 8z = d. A d értéket a (3,5,2) pont koordinatait
behelyettesitve kapjuk: d =2-3+4+2-5—-8-2=0.

7. Eredmény: a sik egyenlete 3z — 2y — z = 6 (és ennek (nem nulla) szamszorosai).

8. A keresett egyenesnek iranyvektora lesz minden, az ABC lap sikjara mergleges (nullatol
kiilonbo6z6) vektor. J6 iranyvektor lesz tehat példaul a v = E X ﬁ vektorialis szorzat.
AB = OB — OA = (5;7;4) — (2;5;1) = (3;2;3) (ahol O az origot jeloli) és hasonloan
1@ = (6;4;2) — (2;5;1) = (4; —1;1). A vektorialis szorzatot determinéns és a kifejtési tétel
segitségével felirva:

ABx AC =

=(2:1-3-(—1))i—(3-1-3-4)j+(3-(~1) —2-4)k = (5;9; —11).

=~ W =
— N~
— o |

A kapott iranyvektor és D segitségével a magassagvonal egyenletrendszere konnyen felir-

hato:
r—9 y—T7 2-5

5 9 —11°

Természetesen az iranyvektor meghatarozasahoz nem sziikséges a vektorialis szorzat fo-

galma: valamivel t6bb szdmolassal skalaris szorzés segitségével, a v- AB =0, v - ﬁ =0
Osszefiiggéseket felhasznalva is megkaphato egy alkalmas v iranyvektor.

9. Egy sik pontosan akkor lesz parhuzamos f-fel, ha a normalvektora meréleges f irany-
vektorara, (3,4,7)-re, azaz a skalaris szorzatuk 0. Legyen a normalvektor (a,b,c), ekkor
tehat 3a+4b+7c = 0 kell, hogy teljesiiljon. Ennek sok megoldasa van, ilyen pl. az (1,1, —1)
vektor. Megfelel6 megoldas tehat példaul az x + y — z = 0 sik (a jobboldali 0 onnan jon,
hogy a sik atmegy az origon).

10. Egy egyenes pontosan akkor dof egy sikot, ha nem parhuzamos vele, vagyis ha az
irdnyvektora és a sik normalvektora nem merdélegesek, azaz a skalaris szorzatuk nem 0.
A megadott egyenes iranyvektora (1,1,c¢) a megadott sik normélvektora (1,1,1), igy az
egyenes akkor dofi a sikot, ha (1,1,¢)-(1,1,1) = ¢+ 2 # 0, azaz ¢ # —2 esetén.

11. Eredmény: a sik egyenlete —x 4+ 2y — z = 1 (és ennek (nem nulla) szdmszorosai).

12. Egy (z,y, z) pont akkor és csak akkor lesz rajta mindharom sikon, ha x, y, 2 megoldasa
a harom sikegyenletbdl allo egyenletrendszernek. A Gauss-eliminécio elsd 1épései soran az
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alabbiakat kapjuk:

12 3|14 12 3] 14 12 3|14
26 10/24 |~ 0 2 4l-4 |~ 01 2|-2
42 p|6s 0 -6 p—12] 12 00 p|l 0

Két esetet érdemes megkiilonboztetni aszerint, hogy p értéke 0 vagy sem. Ha p = 0, akkor
az utolso sort toroljiik, majd a Gauss-eliminaciot folytatva az

1 0 —1] 18

01 2| -2
redukalt lépcs6s alakot kapjuk. A megoldés innen z = t 4+ 18, y = —2t — 2, z = t, ahol
t tetszGleges valos szam. Ez egy (1,—2,1) iranyvektora, és (tobbek kozt) a (18,—2,0)

ponton atmend egyenes paraméteres egyenletrendszere, bar ezt senki nem kérdezte. Ha
p # 0, akkor p-vel osztva, majd a Gauss-eliminaciot folytatva

1 2 3| 14 1 2 0| 14 1 0 0] 18
012 -2|~1010{-2]~01T0|-2
001 O 001 O 0015 0

adodik, vagyis ekkor a megoldés a (18, —2,0) pont.

13. Els6 megoldas. A sikok pontosan akkor metszék, ha a normalvektoraik nem parhu-
zamosak, ez jelen esetben ¢ # 2 esetén teljesiil. (¢ = 2-re a két sik parhuzamos (de nem
azonos) lesz.) A metszetegyenes akkor és csak akkor nem lesz parhuzamos a harmadik
sikkal, ha dofi, azaz pontosan egy k6zos pontjuk van. Azt kell tehat megvizsgalnunk, hogy
(c # 2 esetén) a harom siknak mikor nem lesz pontosan egy koz6s pontja (hiszen a metsze-
tegyenes épp az els6 két sik kozos pontjainak halmaza). Magyaran a harom sikegyenletbél
kapott egyenletrendszer megoldéasainak szaméara vagyunk kivancsiak. Az egyenletrendszer

o N =

1 2 3
c 4 4
3 6 5
A megoldasok szamahoz elég a bal oldali métrix determinansat vizsgalni: ha a determinans
0, akkor nulla vagy végtelen sok megoldas lesz, ha nem 0, akkor pontosan egy. A determi-
nanst kifejtési tétellel (vagy mashogy, a Gauss-eliminaci6 most koriilményes) kiszamitva
—2¢2 + 10c — 12 adodik, ez ¢ = 2 és ¢ = 3 esetén lesz 0, az el6bbit kizartuk, a megoldas
tehat ¢ = 3.

Masodik megoldés. Az els6 két sik ¢ # 2 esetén metszo, a metszetegyenes egy iranyvektora
a két sik normalvektorainak vektorialis szorzata, azaz

=(0,c—2,4—2c).

(S E
NI
NI el

Az egyenes pontosan akkor lesz parhuzamos a harmadik sikkal, ha az iranyvektora merd-
leges a sik normalvektorara, azaz a (0,c — 2,4 — 2¢) - (3,6, ¢) skalaris szorzat 0. A skalaris
szorzat 0-3+ (c—2) -6+ (4 —2¢) - ¢ = —2c* +10c — 12, ez ¢ = 2 és ¢ = 3 esetén lesz 0, az
elébbit kizartuk, a megoldas tehat ¢ = 3.
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Harmadik megoldas. A metszet vizsgalatahoz Gauss-eliminaljuk a két sikegyenletbdl allo

egyenletrendszert:
12 1|3 1 2 1 3
c 4 24 0 4—2¢c 2—c|4—3c )"

Ha 4 — 2¢ = 0, azaz ¢ = 2, akkor tilos sort kapunk (mivel 2 — ¢ is 0, 4 — 3¢ viszont nem),
azaz ekkor nem lesz metsz6 a két sik. Ellenkezd esetben oszthatunk (4 — 2¢)-vel:

(121 3 ) (1003—42—3;)
1| 4-3 ~ 1 4-3 :
01 2 4—2§ 0 1 2 4722
Innen a megoldas x = 3 — 42—_3;, Yy = —%t + i:gi, z = t, tetszGleges t valés szamra.

Ez egy egyenes paraméteres egyenletrendszere, melynek iranyvektora (0, —%, 1) (ennek
kiszamitasahoz a redukalt lépcesds alak jobboldalara nincs is sziikség). Az egyenes akkor
lesz parhuzamos a harmadik sikkal, ha az irdnyvektora mersleges a sik normalvektorara,
azaz a (0,—3,1) - (3,6, c) skalaris szorzat 0. A skaléris szorzat 0-3+ —5 -6+ 1-c=c— 3,
a megoldas tehat ¢ = 3.

14. A sikok egy-egy normaélvektora elgall (példaul) az AC és BC, illetve DC és EC
vektorok vektorialis szorzataként. A vektorialis szorzatokat determinéns segitségével ki-
szamitva az elss sik egy normalvektoranak (2, —1, 1), a masodik sik egy normalvektoranak
(2,6,—7) adodik. Ezek a vektorok merdlegesek a keresett iranyvektorra és egymaéassal nem
parhuzamosak, tehat a vektorialis szorzatuk parhuzamos a keresett vektorral. A vektorialis
szorzatot determinans segitségével kiszamitva (egy lehetséges) megoldasként az (1,16, 14)
vektor adodik.

Természetesen vektoridlis szorzéas nélkiil is megoldhato a feladat: meghatarozhatjuk a két
stk egyenletét, majd az e két egyenletbdl allo rendszer megoldésait, ezek lesznek a met-
szetegyenes pontjai. Innen az irdnyvektor (a 12. feladat megoldasanal és a 13. feladat
harmadik megoldasanal latottak szerint) leolvashato, de az is jo, ha kerestink két konkrét
megoldast, a kiilonbségiik az egyenes iranyvektora lesz. Mivel a C' pont nyilvan rajta van
a metszetegyenesen, valojaban elég egy ettdl kiilonb6z6 megoldast megtalalnunk.

15. Els6 megoldas. Az egyenes iranyvektora (4, 8, 16), a sik normalvektora (0, 2, 1), skalaris
szorzatuk (4,8,16) - (0,2,1) = 32, vagyis a két vektor nem meréleges, igy az egyenes nem
parhuzamos a sikkal, tehat pontosan egy kozos pontjuk van.

Masodik megoldas. Keressiik meg a metszésponto(ka)t, vagyis oldjuk meg az egyenes
egyenleteibdl és a sik egyenletébdl allo rendszert. Ennek legegyszertibb modja, ha a para-
méteres egyenletrendszer egyenleteit a sik egyenletébe irva meghatarozzuk ¢-t: p = 2y+2z =
2(8t4+1)+(16t+1) = 32t+3, innen t = ”3;23 Mivel ezzel az x, vy, z értékeket is egyértelmiien
meghataroztuk (a paraméteres egyenletrendszer egyenleteit hasznalva), minden p értékre
pontosan egy kozos pont lesz.

Megjegyzés. Lattuk, hogy a kozos pontok szama p értékétdl fliggetlen. Ennek az az oka,
hogy p a sik normalvektorat nem befolydsolja, csak azt, hogy a (0,2,1) normalvektora
parhuzamos sikok koziil melyikrél van szo, tovabbé a sik és az egyenes nem parhuzamos.
Ha a sik és az egyenes parhuzamosak lennének, akkor p is szerephez jutna: p hatarozna
meg, hogy az egyenes benne van-e a sikban (amikor is végtelen sok kézos pont lenne) vagy
sem (mely esetben nem lenne kozos pont).
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16. Legyen a keresett egyenes e, az iranyvektora pedig (a,b,c). Mivel e és f meréleges,
az irdanyvektoraik skalaris szorzata 0, azaz (a,b,c) - (1,1,0) = a4+ b = 0. Mivel e atmegy
az origon, (egyik) paraméteres egyenletrendszere

r=at', y=—at', z =ct.

Az egyenesek (x, y, z) metszéspontjara mindkét paraméteres egyenletrendszer teljesiil (nem
feltétlentil azonos paraméterrel, ezért is jeloltiik a mésodik rendszer paraméterét t'-vel),
tehat egyfelsl (e miatt) x+y = 0, masfelsl (f miatt) x4y = 2¢+3, ahonnan ¢ = f%, ebbdl

pedig x = —%7 Yy = %, z = —1. Mivel ez a pont és az origo is rajta van e-n, a (—%, %, —1)
vektor irdnyvektora e-nek, innen a keresett paraméteres egyenletrendszer
1 1
r=—=t y=—t 2= —t.
2" Y7

17. Jelolje az adott egyenest e, a keresett egyenest f. e egy iranyvektora v(1,3, —4), egy
pontja Q(3,2,—1). A P-n a&tmend, v normalvektora S sik e-vel vett M metszéspontja épp
f és e metszéspontja. S egyenlete felirhatéo v-bél és P-b6l: o + 3y —4z = 1-12 43 -
14+4(—4)-7=-13. M azx — 3 = ”T_2 = *Zjl, x + 3y — 4z = —13 egyenletrendszer
megoldasaval kaphato. Kifejezve: y = 3z — 7, z = —4a + 11; ezeket behelyettesitve és
rendezve: x = 2. Ebb6l y = —1, z = 3. Vagyis megkaptuk M-et: M (2, —1,3). f-nek m
iranyvektora. Ez megkaphato a P-be, illetve M-be mutaté helyvektorok kiilonbségeként:
M?(lo, 2,4). (Ennek a fele is hasznalhato iranyvektornak: (5,1,2).) Az iranyvektor és P

(vagy M) segitségével felirhato f: 2212 =y — 1= 257, (Vagy ugyanez M-et hasznalva:
z—2 z—3
ey tl=57)

Megjegyzés. A feladat a kovetkezs Otlettel is megoldhato: a fenti megoldas jeloléseit hasz-

nalva, legyen v, a v-vel azonos iranyt, egység hosszu vektor. (Azaz v, = (\/%) -v.) Ek-

— ,
kor a vy - Qﬁ skalaris szorzat ért%> (definicio szerint) épp a QM vektor hossza. Igy
(v - Cﬁ) -vy = QM. Ebbdl pedig QM, majd M kénnyen meghatarozhato.

18. Els6 megoldés. A két egyenes akkor kitérs, ha se nem parhuzamosak, se nem metszsk.
Parhuzamosak akkor lesznek, ha az iranyvektoraik parhuzamosak. Az AB egyenes (egyik)
iranyvektora (3,1,3), a CD egyenes (egyik) iranyvektora (6, 2, p—3). Ezek pontosan akkor
parhuzamosak, ha létezik olyan ¢ valos szam, melyre ¢- (3,1, 3) = (6,2, p—3). Vilagos, hogy
ez pontosan (¢ = 2 és) p = 9 esetén teljesiil. Ha a két egyenes nem parhuzamos, akkor meg
kell még vizsgalni, hogy metszék-e. Ehhez célszerti felirni a két egyenes egyenletrendszerét:
AB (egyik) paraméteres egyenletrendszere az @ = 3t+1, y = t+1, z = 3t+2 egyenletekbdl,
CD (egyik) paraméteres egyenletrendszere pedig az @ = 6s+ 4, y = 25,2 = (p — 3)s + 3
egyenletekbdl all. Innen AB (nem paraméteres) egyenletrendszere % =y—1= 252, CD
(nem paraméteres) egyenletrendszere pedig %4 =4 = ;:g, ha p # 3, illetve 906;4 =4,
z = 3, ha p = 3. Kénnyen kiszamithato, hogy a két egyenletrendszernek egyik esetben sem
lesz megoldasa, vagyis a két egyenes soha nem lesz metsz6. Az egyenesek tehat pontosan

akkor kitérsk, ha p # 9.

Masodik megoldas. A két egyenes akkor nem kitérs, ha az A, B, C, D pontok egy sikban
vannak. Az ABC siknak normalvektora lesz az AB = (3,1,3) és az AC = (3,—1,1)

vektorok vektorialis szorzata, azaz

W W |,
— .
— W |
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ahol i, j, és k az x, vy, illetve z iranyu egységvektorok. A kifejtési tétellel a determinanst
kiszamitva a (4,6, —6) vektor adodik normalvektornak. Innen a sik egyenlete 2243y —32z =
d, d értékére a sik egy tetszGleges pontjat (pl. A-t) behelyettesitve a —1-et kapjuk. A D
csucs akkor lesz a sikban, ha a kapott egyenlet teljesiil a koordinatéira, azaz 2-104+3-2 —
3-p = —1. Innen p = 9, az egyenesek tehat akkor és csak akkor kitérsk, ha p # 9.

19. A kérdéses halmaz nem zéart az 6sszeadasra, mert pl.

1 0000 00O0O0GO
01000 (+({01O0O0O0
00000 00100

bal széls6 3 x 3-as részmatrixdnak determinansa nem 0, hanem 2, igy a struktira nem
vektortér.

Megjegyzés. Az Osszeadésra vonatkozd zartsdgra persze még rengeteg ellenpélda van, a
skalarral szorzasra viszont zart lesz a struktura, hiszen egy 0 determinénst méatrix minden
elemét ugyanazzal a szdmmal szorozva 0 determinansi matrixot kapunk.

20. A kérdéses halmaz nem zart az Osszeadéasra, mert pl.

100 000
100 001
100 |+[001
100 001
000 001

nem tartalmaz legalabb 11 darab 0-t (hanem csak 7-et), igy a struktura nem vektortér.

Megjegyzés. Az Gsszeadasra vonatkozo zartsédgra persze itt is rengeteg ellenpélda van, a
skalarral szorzasra viszont ez a struktira is nyilvan zart.

21. Eredmény: nem, az Osszeadésra nem lesz zart.
22. Eredmény: igen, ehhez elég a zartsagokat belatni.
23. Eredmény: nem, az Osszeadésra nem lesz zart.
24. Eredmény: igen, ehhez elég a zartsagokat belatni.
25. Eredmény: nem, az Osszeadésra nem lesz zart.

26. A 2 x 3-as matrixok a szokésos matrixdsszeadas és skalarral szorzas miiveletekkel
vektorteret alkotnak, a kérdéses struktura tehat akkor és csak akkor lesz vektortér, ha
ennek a térnek az altere. M akkor és csak akkor altér, ha zéart az 6sszeadasra és a skalarral

szorzasra, azaz M-beli elemek Osszege és szamszorosa is M-beli. A skalarral szorzéasra
00O

M nem zart, példaul a ( 100

) matrix M-beli, mig a —1-szerese nem, igy M nem
vektortér.

Megjegyzés. A megoldés persze akkor is teljes értéki, ha az altérre vonatkozo fejtegetést
mell6zziik: mivel a struktira nem zart a skalérral szorzasra, nem lehet vektortér. A tiz
vektortéraxioma koziil sériil még az ellentettre vonatkozo is, természetesen ezzel is lehet
érvelni.

27. Az allitas nem igaz, a struktira ugyanis nem zart az osszeadasra: példaul az (1,1,1)
és (0,1,0) szamharmasokra teljestil a feltétel, az Gsszegiikre azonban nem.
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28. Eredmény: igen.

29. Ismert, hogy az Osszes valés polinomok a szokasos miiveletekkel vektorteret alkotnak,
elég tehat azt ellendrizniink, hogy a kérdéses polinomok (nevezziik a halmazukat P-nek)
ennek alterét alkotjak-e. Ehhez meg kell vizsgalnunk, hogy P zart-e az Osszeadasra és a
valos szammal szorzésra. Legyenek a tetszéleges a, illetve b polinomok harmadfoku tagja-
inak egyiitthatoi ag, illetve by, az 6todfoku tagok egyiitthatoi pedig as, illetve bs. Ekkor
a3 +as = 0 és b3 +b; = 0. A ¢ = a+ b polinom harmadfoka tagjanak egytitthatoja
c3 = az + bs, 6todfoku tagjanak egytitthatoja cs = as +bs. c3+c¢5 = az+bs+as+bs =0,
vagyis az a + b polinom is P-beli. Tetsz6leges A valos szamra a d = Aa polinom har-
madfoku tagjanak egyiitthatéja ds3 = Aag, 6todfoka tagjanak egylitthatdja ds = Aas.
ds + ds = Aag + Aas = 0, tehat a d polinom is P-beli, azaz P a szokasos miiveletekkel
vektorteret, alkot.

Megjegyzés. Természetesen kozvetleniil is belathato, hogy P vektortér a szokasos mivele-
tekkel, ehhez mind a tiz axiomat ellendrizni kell.

30. V nem vektortér, mert példaul a v = ( (1) > valasztassal 1 ©® v = < (1) >, azaz nem
teljesiil a vektortér definiciojaban szereplé 1 ® v = v axidéma.

Megjegyzés. A vektortér definicojaban szerepld axiomék koziil még A® (u@v) = (A-p) Ov
sériil, a tobbi teljesiil.

pu®u axioma, mivel (példaul) a v = x2 és A = u = 1 valasztassal (A\+pu) Ov = 20 2? = 22,

de  Qvdpov=10220102% = 22 + 22 = 222, igy V nem vektortér az @ és ©
miveletekkel.

Megjegyzés. Természetesen a fenti axiéma sériilésére sok mas jo példa is mutathato, a
vektortéraxiomak koziil azonban az 6sszes tobbi teljesiil (inyencek kedvéért: ez azt is jelenti,
hogy a fenti axioma nem kovetkezménye a tobbinek).

Masodik megoldas. A vektortéraxiomék ismert, egyszerii kovetkezménye, hogy 0 ® v = 0
teljesiil barmely v vektorra. Ha a kérdéses struktira vektortér lenne, akkor a nullvektor
nyilvan az azonosan 0 polinom kéne hogy legyen, igy a 0 ® = polinomnak az azonosan 0
polinomnak kéne lennie, ami nem all fenn, hiszen 0 ® = = .

32. A vektorok akkor és csak akkor alkotnak fiiggetlen rendszert, ha aa+ 5b+~yc+dd = 0
csak @ = = = § = 0 esetén lehetséges, vagyis ha az

O W N =
W N W N
S © Ot =
+ = = o
O O OO

p+1

egyenletrendszernek csak egy megoldasa van. Gauss-eliminéciot alkalmazva az egyenlet-
rendszer az

121 0 |o
01 -3 -1 |0
00 1 %2 o

00 0 2-6{0

alakra hozhat6, ahonnan lathato, hogy a megoldas pontosan akkor lesz egyértelmi, ha
p# 1—72 Igy a vektorok p # 1—72 esetén alkotnak fiiggetlen rendszert.
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33. A generalt altér definicidja szerint azt kell eldonteni, hogy léteznek-e olyan «, 3,y
skalarok, melyekre aa + Bb + vc = d teljesiil. Behelyettesitve a, b, ¢ és d értékét, a
3a+ 158+ 12y =6
—a+6y=238
200 + 83+ Ty = -9
a+ 7 +p-y=12

linearis egyenletrendszerre jutunk. Erre a Gauss-eliminéaciot alkalmazva:

3 15 12| 6 1 5 4] 2 15 4] 2
-1 0 6| 8 0 5 10| 10 0 1 2| 2
2 8 7/-9 1710 -2 -—-1/-13]17(o0o0 3/-9 |~
1 7 p|12 0 2 p—4| 10 00 p—8| 6
15 4 2

01 2 2

001 -3

00 0|3p—18

Lathato, hogy ha 3p—18 # 0, akkor tilos sor keletkezik, vagyis az egyenletrendszernek nincs
megoldasa. Ha viszont 3p — 18 = 0, akkor az utolsé sor elhagyhato és az egyenletrendszer
megoldhaté lesz. Igy a d € (a,b, c) allitas pontosan akkor igaz, ha p = 6.

Megjegyzés. p = 6 esetén az eliminécio folytatasaval megkaphato az egyenletrendszer (egy-
értelmit) megoldasa: o = —26, = 8, v = —3, a feladatban szerepld kérdés megvalaszola-
sdhoz azonban erre nincs sziikség.

34. FEls6 megoldas. A 4 vektor pontosan akkor alkot generatorrendszert, ha minden
(d,e, f,g) valos szamnégyeshez létezik olyan «, 3,7,d, melyekre az + fx + vz + dv =
(d,e, f,g). Mas szoval az

o o N
SO0 W
O =~ 0

o0 o =

Q - 0o

000

egyenletrendszernek létezik megoldasa minden (d, e, f, g) valos szamnégyesre. Konnyen lat-
hato, hogy ez pontosan akkor teljesiil, ha a bal oldali matrix determinédnsa nem 0. (Ha
a determinans nem 0, akkor mindig létezik (egyértelmii) megoldas, ha viszont 0, akkor
a Gauss-eliminaci6 soran keletkezik vagy tilos sor vagy csupa 0 sor. Ez utébbi esetben a
sornak megfelels jobb oldalt megvéaltoztatva tilos sort kapunk, vagyis mindig lesz olyan
(d,e, f,g) négyes, amire tilos sort kapunk és igy nincs megoldas.) A determinanst a 4.
sor szerint kifejtve, majd a kapott determinanst a 3. sor szerint kifejtve (vagy akéar a de-
finicio alapjan) c?(c? — 12) adodik. Ez pontosan akkor lesz 0, ha ¢ = 0, ¢ = /12 vagy
¢ = —V/12. Ezen ¢ értékekre tehat a vektorok nem alkotnak generatorrendszert, minden
mas c-re viszont igen.

Masodik megoldas. 4 vektor egy 4 dimenzids térben akkor és csak akkor alkot genera-
torrendszert, ha fiiggetlenek, hiszen ha fiiggetlenek lennének, de nem alkotnanak gene-
ratorrendszert, akkor egy altaluk nem generalt vektorral egyiitt mar 5 elemt fiiggetlen
rendszert alkotnanak, ami lehetetlen; méasrészt ha nem lennének fiiggetlenek, akkor egy
alkalmas elemet elhagyva egy 3 elemt generatorrendszert kapnank, ami szintén lehetetlen.
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A 4 vektor pontosan akkor lesz fiiggetlen, ha csak a trivialis linearis kombinéciojuk adja
a nullvektort, vagyis az

o o0 o =
QO O N

cl0
410
0[]0
0[]0

o

0

egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van. Ez ekvivalens azzal, hogy a bal oldali
matrix determinansa nem 0, innen pedig az els§ megoldasban latottak szerint jarunk el.

35. A vektorok pontosan akkor lesznek fliggetlenek, ha csak a trivialis linearis kombina-
ciojuk adja a nullvektort, vagyis az

c 1 1|0
1 ¢ 2|0
2 2 ¢|0
3 3 3|0

egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van. A Gauss-eliminacio kellemetlennek tti-
nik, de ha el6tte kicseréljiik az els6 és a negyedik sort (ami a megoldashalmazt nem val-
toztatja meg), akkor fajdalommentes lesz:

33 3]0 1 1 110
1 ¢ 2|0 0 c—1 110
22 c¢l0]7 o 0 c—2]0
c 1 110 0 1—c 1—¢|0

Ha ¢ = 1, akkor a masodik oszlopban nem lesz vezéregyes, vagyis semmiképp sem lehet
egyértelmt a megoldas. Ha ¢ # 1, akkor a méasodik sort (¢ — 1)-gyel osztva és a Gauss-
eliminéciot folytatva

11 1]0 11 10
01 210 01 2|0
00 c—2(0|71o0oo0c=2]0
00 2-—cl|0 00 2—cl|O

Ha ¢ = 2, akkor a harmadik oszlopban nem lesz vezéregyes, tehat ekkor sem lehet egyér-
telmd a megoldas. Ha ¢ # 2, akkor a méasodik sort (¢—2)-gyel osztva és a Gauss-eliminaciot
folytatva az alabbi 1épcsds alakot kapjuk:

1 1

1 0
1 L 1o
0 0

c—

o O
—_

Mivel minden oszlopban van vezéregyes, a megoldas egyértelmi, tehat a vektorok akkor
és csak akkor lesznek fliggetlenek, ha ¢ # 1 és ¢ # 2.

36. Els6 megoldas. A két megadott vektor fiiggetlen rendszert alkot (ha nem igy lenne,
akkor természetesen nem is lehetne Gket béazissa kiegésziteni), olyan harmadik vektort kell
keresniink, amelyet a rendszerhez véve az fiiggetlen marad, hiszen 3 fliggetlen vektor egy 3
dimenzios térben bazist kell, hogy alkosson. Legyen a harmadik vektor (a, b, ¢), ekkor arra
lesz sziikségiink, hogy a

3 95
5 2
2 3

o o e

0
0
0
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egyenletrendszernek csak egy megoldasa legyen (azaz a 3 vektornak csak a trivialis li-
nearis kombinacidja adja a nullvektort). Ez azzal ekvivalens, hogy a baloldali 3 x 3-as
matrix determindnsa nem 0. A determinanst kifejtési tétellel kiszamitva (a harmadik osz-
lop szerint kifejtve) 11a + b — 19¢ adodik, minden olyan a, b, ¢ harmas jo lesz, amire ez a
kifejezés nem 0. Ha nincs kedviink a kifejtési tételt hasznalni (vagy még nem tanultuk),
akkor hasznalhatjuk a definiciot is (esetleg a Sarrus-szabalyt, de csak ha megigérjiik, hogy
kizarolag 3 x 3-as matrixokra fogjuk alkalmazni és nem rontjuk el), vagy intelligens pro-
balgatast is alkalmazhatunk: a (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0) vektorok valamelyike biztosan jo
lesz harmadiknak, hiszen nem lehet mindegyikiik benne a két adott vektor sikjaban (most
torténetesen mind a harom jo lesz).

Maésodik megoldas. Egy kételem (fiiggetlen) halmazt kell egy harom dimenzios tér bazi-
sava kiegésziteni, tehat pontosan egy plusz vektorra lesz sziikség. Ez a vektor barmi lehet,
ami nincs benne a két megadott vektor altal generalt altérben (ami egy sik), hiszen ekkor
a harom vektor egyiitt legalabb 3 dimenzios alteret general, ez pedig csak maga R? lehet.
Ilyen vektort sokféleképp kaphatunk, a leggyorsabb talan a két adott vektor vektorialis
szorzatat tekinteni, ami meréleges mindkét vektorra, igy természetesen nincs benne az
altaluk meghatarozott sikban. A vektorialis szorzatot determinéns segitségével kiszamitva
a (11,1,—19) vektort kapjuk.

Ha mar tugyis megvan a vektorialis szorzat, akkor akar fel is irhatjuk a két megadott
vektor altal generalt sik egyenletét (amit az elsd megoldasban is megkaptunk): 11a + y —
19z = 0 (a jobboldali 0 onnan jon, hogy az origé benne van a sikban). Minden olyan
vektor jo lesz harmadiknak, ami nincs a sikban, azaz amire az egyenlet nem teljestil.
A sik egyenletét természetesen vektoridlis szorzas és determinans hasznélata nélkil is
megkaphatjuk, példaul agy, hogy felvessziik 3 pontjat (mondjuk a két megadott vektort
és az origot), majd megoldjuk az igy adodo egyenletrendszert.

37. A kilenc kozos vektor egy 9 dimenzios teret feszit, amiben a nem kozos vektorok
egyike sincs benne. Ebb6l azonban nem kévetkezik, hogy ezek egymas szdmszorosai, hi-
szen legyen pl. a tér az R0 a kilenc kézos vektor a szokdsos bazis elss kilenc vektora, a
nem koézos vektorok pedig a szokasos bazis tizedik vektora, illetve (mondjuk) a szokasos
bazis vektorainak Osszege. Konnyen lathaté, hogy igy valoban két bazist kapunk, a két
nem kozos vektor pedig nyilvan nem egymas szamszorosa.

38. Példaul az R* térben a szokasos (1,0,0,0), (0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0, 1) bazis és az
(1,0,0,0),(0,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1) bazis ilyenek lesznek.

41. Elég megmutatni, hogy a kérdéses vektorhalmaz (a tovabbiakban B) generatorrend-
szer, hiszen ekkor (példaul) a kicserélési tétel miatt figgetlen is kell legyen. (Cseréljiik ki
az adott bazis elemeit egyesével B elemeire.) Mivel

4(b1 +b) = (b2 +b) = (bg + ) — (ba + b) = 5b,

by elsall B elemeinek linearis kombinaciojaként. Ugyanigy lathato, hogy ba, b3 és by is elGéll
B elemeinek linearis kombinacidjaként. Mivel B egy bézis minden elemét generalja, maga
is generatorrendszer.

Megjegyzés. Természetesen megoldhato a feladat gy is, hogy B fliggetlenségét bizonyitjuk,
és ebbdl vonjuk le azt a kovetkeztetést, hogy generatorrendszer is (az elemszama miatt),
illetve a két tulajdonsagot egyméastol fligetlentil, kiilon-kiilon is belathatjuk.

42. Eredmény: igen.
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43. Eredmény: igen.
44. Eredmény: igen.

46. a) Az allitas biztosan hamis. Ugyanis ha ¢ € (a,d) igaz volna, akkor ¢ € (a,b,d) is
teljestilne (hiszen ha ¢ = aa + dd, akkor ¢ = aa + 6d + 0 - b).

b) Az allitas biztosan igaz. Ugyanis d € (a, b, ¢) miatt tudjuk, hogy létezik a d = aa +
Bb + ¢ linearis kombinacio. Itt v = 0 kell teljesiiljon, ellenkez6 esetben atrendezéssel
c = —%Q - %b + %d adodna, vagyis ¢ € (a, b, d) kovetkezne. Ezért d = aa + 8b, vagyis
d € (a,b) valoban igaz.

c¢) Az allitas lehet igaz is és hamis is. Legyen elGszor V' a szokasos (3 dimenzios) tér, legyen
a, b és ¢ a harom tengelyiranyu egységvektor, valamint legyen d = a. Ekkor d € (a,b,c)
igaz (hiszen d = 1-a). Tovabba ¢ ¢ (a,b,d) is teljesiil (hiszen (a, b, d) elemei az a és b altal
kifeszitett sik vektorai). Ebben az esetben a b € (a, ¢, d) allitas hamis (mert (a, ¢, d) elemei
az a és c altal kifeszitett sik vektorai). Masodszor legyen a, ¢ és d ugyanaz, mint a fenti
példaban, de legyen b = a. Ekkor d € (a, b, ¢) valtozatlanul igaz és ¢ ¢ (a,b,d) is megint
teljesiil (mert (a,b,d) csak az a skalarszorosaibol all). Am ebben az esetben a b € (a, ¢, d)
allitas mar igaz (hiszen b=1-a).

47. Megmutatjuk, hogy v,,...,v;9 generatorrendszer V-ben; ebbdl kdvetkezni fog,
hogy bézis is (hiszen a feladat szerint linearisan fiiggetlen), ebbdl pedig kovetkezik, hogy
dim V' = 100. Legyen u € V tetsz6leges vektor; azt kell megmutatnunk, hogy u kifejezhets
avy,...,U 0 vektorok egy linearis kombinéacidjaként. Felhasznalva a feladat feltételét u-ra:
léteznek olyan ay, . .., ajoo skalarok, amelyekre a v; + o, ..., 0109 + 100w vektorok line-
arisan Osszefiiggk. Vagyis léteznek olyan A1, ..., A1go skalarok, hogy ezek nem mindegyike
0 és

A (v + o) + Aa(vy + aou) + ...+ Aoo(v99 + 100u) = 0.

Beszorzas, atrendezés és kiemelés utan:

AUy + Aauy + o4 AigoUigo + (Arar + Asas + ...+ Agovigo)u = 0.
Legyen 8 = Ay + ... + Ago100- Ekkor 8 # 0, kiilénben a fenti egyenl&ségbdl

AUy + .o F Aooig0 =0

adodna, ellentmondasban vy, ..., v, linearis fiiggetlenségével (hiszen Aq,...,A1gp nem
mind 0). Igy a fenti egyenlGséghdl atrendezés utéan

MM oo
/8— /6)—2 e Bfloo

adodik, vagyis az u-t elallité linearis kombinécié valoban létezik.

11

48. Eredmény: x = 5 — 12—3]97 Yy = —% + gp, z = p, minden p € R esetén.

49. Eredmény: t = 1 esetén nincs megoldas, t # 1 esetén x = 2 — %7 y=1z= %.
50. Eredmény: ¢ =33 —4c, y = —12+ 2¢, z = —2.

51. Eredmény: ¢ = 4 esetén x = 7 — 12p, y = —2 + 5p, z = p, minden p € R-re, ¢ # 4
esetén r =7, y= -2, 2 =0.

52. Eredmény: p = % esetén nincs kozos pont, egyébként pedig pontosan egy kézos pont
lesz.
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53. Ismert, hogy n egyenletbdl allo, n ismeretlenes rendszernek (most épp n = 3) akkor
és csak akkor van pontosan egy megoldéasa, ha az egyiitthatomatrix determinansa nem 0,
vagyis s értéke indifferens. A kérdéses determinanst Gauss-eliminécioval (vagy mashogy)
meghatéarozva 12t + 2 adodik, tehat pontosan akkor lesz egy megoldas, ha ¢ # —é.

Megjegyzés. Persze meg lehet oldani az egyenletrendszert Gauss-eliminacioval és igy kide-
riteni a fentieket, de ez lényegesen tovabb tart.

54. Valos egylitthatos egyenletrendszernek nem lehet pontosan harom megoldasa, hiszen
a tanultak szerint a megoldasok szama 0, 1 vagy végtelen sok, aszerint, hogy keletkezik-e
a Gauss-eliminacié soran tilos sor, illetve lesz-e a lépcsés alakban olyan oszlop, ami nem
tartalmaz vezéregyest. A valasz tehat az, hogy a feltétel semmilyen a és b érték mellett
sem teljesiil. Ez a kovetkeztetés persze levonhatd a Gauss-eliminéciot kovetGen is, de ez
lényegesen tovabb tart.

55. Eredmény: egy megoldas ¢ # —% esetén lesz, kettd pedig természetesen soha.

56. Eredmény: mindig pontosan egy megoldas lesz (és igy persze mindig legalabb egy is
lesz).

Megjegyzés. Felmeriilhet a kérdés, hogy miért nem fiigg a megoldasok szama t-t6l. Ha a
baloldalon négyzetes méatrix van, akkor a megoldasok szama a métrix determinansatol,
illetve (ha a determinéans 0) a jobboldaltol fiigg. Ha a t-hez tartozo elGjeles aldeterminans
értéke 0, akkor a determinéns értéke, és igy a megoldasok szama fiiggetlen t-tél.

57. Gauss-eliminacioval az egyenletrendszer az
12 1 0
01 1 4] 2
00 c—3 c|lc—3

alakra hozhat6. Ha ¢ # 3, akkor a harmadik sort (¢ — 3)-mal osztva és a Gauss-eliminaciot

folytatva az

100 - 0
010 4-—-%11
001 1

redukalt 1épesds alakot kapjuk, ahonnan a megoldés: z = (8 — _55)p, y = 1 + (55 — 4)p,

z=1— —5p, w = p, ahol p tetszleges valos szam.

Ha ¢ = 3, akkor az als6 sorban jobbra lépve majd ¢ = 3-mal osztva és a Gauss-eliminaciot

folytatva az

10 -1 0]-1
01 1 0f2
00 0 1|0
redukalt 1épcsds alakot kapjuk, ahonnan a megoldas: c =p—1,y=2—p, z =p, w =0,

ahol p tetszéleges valos szam.

58. Gauss-eliminacioval az egyenletrendszer az

11 2 0 2
01 4—¢c -2 |4—c¢
00 —c c¢c—4| —c
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alakra hozhaté. Ha ¢ # 0, akkor a harmadik sort c-vel osztva és a Gauss-eliminaciot
folytatva az

100 c+8—410
010 —c—12+6]0
001 11 1

C

redukalt 1épesés alakot kapjuk, ahonnan a megoldas: z = (—c— % +4)p, y = (c+ % —6)p,
z=1- (% — 1)p, w = p, ahol p tetszsleges valos szam. Ha ¢ = 0, akkor az als6 sorban
jobbra lépve majd —4-gyel osztva és a Gauss-eliminaciét folytatva az

10 -2 0]-2

01 4 0| 4

00 0 1|0

redukalt lépcsSs alakot kapjuk, ahonnan a megoldas: t =2p—2, y =4 —4p, z = p, w = 0,
ahol p tetszéleges valos szam.

60. Eredmény: 17.
61. A kérdéses matrix épp a BA matrix inverze (hiszen (A7'B71)(BA) =

(A"Y(B™IB))A = (A"')A = A7'A = 1.) A BA szorzatra (;) 2) adodik, ennek

. N . -8 3
inverzét Gauss-eliminacioval kiszamitva az eredmény ( 3 1 )

Megjegyzés. Persze az inverzeket kiilon-kiilon is ki lehet szdmitani, majd Gsszeszorozni, de
ez valamivel tovabb tart és tobb (szamolasi) hibalehet&séget rejt magaban.

—
62. Ismert, hogy az OA(0;1; —2), O?(l; 1;5), O?(l; 3; —1) vektorok &ltal kifeszitett pa-
rallelepipedon térfogata az alabbi determinéns értékének abszolut értéke:

01 -2
11 5
13 -1
Gauss-eliminacioval szamolva a kovetkezsket kapjuk:
01 -2 11 5 11 5 11 5
11 5|=—|01 -2|=—]01 -2|=—]01 -2|=2
13 -1 13 -1 0 2 —6 00 -2
Igy a parallelepipedon térfogata, 2.
63. a) A feladatbeli két matrix:
2 35 4 1 2 3 4
3 4 4 3 0 -1 -2 -3
A= 45 3 2|’ B= 1 2 3 4
56 21 0 -1 -2 -3

Az A matrix 4. sora ( i+1 i+2 6—7 5—1 ), a B matrix j. oszlopa
( g 1l=7 3 1—3 )T minden 1 < i,j < 4 esetén. Igy az A - B matrix 4. soranak és j.
oszlopanak keresztezGdésében allo elem: (i +1)j+ (i+2)(1—7)+(6—0)j+ (b—i)(1—j) =
ij+j4i+2—ij—2j+6j—ij+5—i—5j+ij=7 A4xd4esA-B matrixnak tehat
minden eleme 7.

b) det(A- B) = 0, hiszen A - B minden eleme (igy minden sora) egyenld. A determinansok
szorzastétele miatt det(B - A) = det(A - B) (mindkét oldal det A - det B-vel egyenld), ezért
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det(B-A) = 0. Természetesen hivatkozhatunk arra is, hogy det B = 0 (mert B-nek vannak
azonos sorai), ebbél is kovetkezik a determinénsok szorzastétele szerint det(B - A) = 0.
S6t, a szorzastétel nélkiil is konnyen megoldhatd a feladat: B els6 és harmadik soranak
egyenldségebdl ugyanez kovetkezik B - A-ra is, ahonnan det(B - A) = 0.

64. Eredmény:

1 1 0 -1
1 2 -1 -1
0 -1 0 1
-1 -1 1 1

65. A determinans idevagd tulajdonsiaga alapjan det(A’) = Adet(A), ugyanezen alap-
tulajdonsag és a matrixok skalarral szorzdsanak definicioja szerint det(AA) = A2 det(A).
Mivel det A # 0, ebbsl A = \? kovetkezik. A — X\ = A(A\8 — 1), igy a megoldasok 0,1 és -1.

67. Ha nemnulla szorzatot szeretnénk kivalasztani, akkor a harmadik sorbol csak a 4-
et valaszthatjuk; igy az 6t6dik sorbol a 8-at mar nem, csak az 5-6t valaszthatjuk (mert
a negyedik oszlopbo6l mar vettiink elemet); hasonloan folytatva, az elsé sorbol csak a 2-t,
ezért a masodikbol csak az 1-et, végiil a negyedikbdl csak a 3-at valaszthatjuk. Igy egyetlen
nemnulla szorzat keletkezik: 2-1-4-3-5. Ehhez az egyetlen nemnulla szorzathoz tartozo
permutécio az 5,2,4,3,1 (hiszen az els6 sorbél a 5. elemet vettiik, a masodikbol a 2.-at, stb).
Ennek a permutacionak az inverziészama 8 (hiszen 8 inverziéban allé par van: (5,2), (5,4),
(5,3), (5,1), (2,1), (4,3), (4,1), (3,1)). Mivel az inverzi6szam paros, ezért a szorzathoz
tartozo elgjel: +.

68. A maétrixszorzas definicioja alapjan y csak 4 hosszi sorvektor lehet. Az y =
(y1, Y2, Y3, ya) valtozokat bevezetve, ezekre az alabbi linearis egyenletrendszer adodik:

5 10 25 520

3 8 19 —-3|16

2 7 16 -7\t
A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezsket kapjuk:

125 1| 4 125 1 4
024 —6| 4 ~1 012 =3 2
036 —9|t-38 000 0|t—14

Ha t # 14, akkor tilos sort kapunk, igy nincs megoldas (és igy a keresett y sem létezik). Ha
viszont ¢ = 14, akkor a harmadik sor elhagyhato és az eliminacio folytatasaval az alabbi
redukalt 1épcsss alakot kapjuk:
101 7|0
( 012 —3|2 )
Igy a t = 14 esetben végtelen sok megoldas van: y = (—a — 7;2 — 2a + 38; a; 3), ahol
a, B € R tetszbleges valos paraméterek. B

69. Eredmény: 0.

70. Els6 megoldas. A rangfogalmak egyenlGsége miatt A-nak létezik olyan 3 x 3-as B
részmétrixa, melynek a determinansa nem 0. Barmely olyan részmatrix, amely B-t tar-
talmazza, pontosan 3 rangt lesz, hiszen a rangja legalabb 3, ennél nagyobb viszont nem
lehet (hiszen akkor A rangja is nagyobb lenne, mint 3), a valasz tehat igen (s6t, legalabb
30 ilyen lesz).

Masodik megoldas. 3 rangi 4 x 8-as részmaéatrixot nem nehéz talalni. A-nak van 3 fiiggetlen
sora, a tobbi sor pedig el6 kell hogy alljon ezek linearis kombinéciojaként. A maradék 3
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sorbol tehat barmelyiket hozzavéve a 3 fliggetlen sorhoz 3 rangi matrixot kapunk. Ebbsl
kéne most elhagyni 2 oszlopot gy, hogy a rang ne valtozzon. Ez sem nehéz: lesz 3 oszlop,
ami fiiggetlen, a maradék oszlopok pedig ezeknek lesznek lineéris kombinacioi. A maradék-
bol 2 oszlopot elhagyva tehat a rang nem fog véaltozni, igy 4 x 6-0s, 3 rangu részmatrixot
kapunk.

71. A masodik sor kétszeresét a harmadik sorbél kivonva a

c 2 3

11 5

01 2¢—-10

determinanst kapjuk, amit a harmadik sor szerint kifejtve 0 — (5¢ — 3) + (2¢ — 10)(c — 2) =
2¢% — 19¢ + 23 adodik. Természetesen szamos mas modszerrel is megkaphat6 az eredmény.

73. lIgaz, az az 5 sorbol és 3 oszlopbdl all6 matrix, amiben az utolsé6 harom sor &ltal
alkotott négyzetes részmatrix B inverze, a tobbi elem pedig 0, jo lesz.

74. Igaz, A7'B jo lesz.

75. A maésodik és a harmadik sort megcseréljiik, majd a méatrixot Gauss-eliminaljuk a
lépesds alak eléréséig (ezek a rangon nem valtoztatnak), a rang a lépesds alakban szerepls
vezéregyesek szama lesz. Az eliminaci6 soran az

1 3 1
01 0
00 c—2

maétrixhoz jutunk. Ha ¢ = 2, akkor az utols6 sor csupa 0-bol all és igy elhagyhato, ekkor

a lépess alakban a vezéregyesek szama 2, ha ¢ # 2, akkor (a harmadik sort (¢ — 2)-vel
osztva) a lépesGs alakban a vezéregyesek szama 3.

A rang természetesen Gauss-eliminécio nélkiil is kiszamithato, példaul a fiiggetlen oszlopok
maximéalis szamat meghatarozva: mivel az els6 két oszlop fiiggetlen, ez a szam 2 vagy
3 lehet, az elébbi pontosan akkor, ha a harom oszlopvektor osszefliggd, ami (mivel az
els6 két oszlop fliggetlen) azzal ekvivalens, hogy a harmadik oszlop az els6 kettd linearis
kombinacioja.

76. A rang kiszamitasara a Gauss-eliminaciot alkalmazzuk (a feladatbeli matrix-szal in-
ditva):

1 4 3 2 1 143 2 1 143 2 1
0 -2 —4 10 6 012 -5 -3 012 -5 —
0 3 6 —10 1 “looo 5 10 [“looo 1 2
0 2 4 p—10 p—2 000 pp+ta 000 0 4—p

Ha p = 4, akkor az utols6 sor csupa 0 sor, igy elhagyhat6. Ekkor a vezéregyesek szama
a kapott 1épcsds alakban 3, igy a méatrix rangja is ennyi. Ha p # 4, akkor az utolso sor
(4 — p)-vel osztasa utan kapjuk a lépess alakot. Ekkor a vezéregyesek szama, és ezzel a
matrix rangja is 4.

77. Eredmény: z = 1 esetén a rang 1, x = —2 esetén a rang 2, minden més esetben pedig
3.
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80. Els6 megoldas. Az A matrix determinansa a harmadik oszlop szerint kifejtve —1 — n.
A determinansok szorzéastétele szerint igy det A~! = n;+11, ha az A~! matrix létezik. Ez

n =0 ésn = —2 esetén lehet csak egész és az utdobbi esetben lesz csak pozitiv egész. Az
1 2 1
23 0
3 4 =2

matrix inverzét Gauss-eliminacioval a szokasos modon meghatarozva a

-6 8 -3
4 -5 2
-1 2 -1

matrixot kapjuk.

Masodik megoldas. Az A matrix inverzét Gauss-eliminaciéval hatarozzuk meg. Az elsé
fazis végén az egyenletrendszer az

1 2 111 00
01 212 -1 0
00 n+1|1 =21

alakot 6lti. Ahhoz, hogy A invertalhato legyen, n tehat nem lehet —1. 0 # (n + 1)-gyel
osztva, majd a Gauss-eliminaciot folytatva, inverzként a

3 6 3
s S N =S S s
-2 419 4 1 __2

1 1 1
" A T
n+1 n+1 n+1

matrix adodik. A determinans kiszamitasahoz a harmadik sor kétszeresét a masodik sorhoz
adva, haromszoroséat pedig az els6 sorboél levonva a
-3 2 0
2 -1 0

1 _ 2 1
n+1 n+1 n+1

matrixot kapjuk, melynek determinansa (ami egyenlé A~! determindnsaval) a harmadik

oszlop szerint kifejtve —n%rl. Ez n = 0 é n = —2 esetén lehet csak egész és az utobbi
esetben lesz csak pozitiv egész. Az inverz méatrix az n = —2 behelyettesitéssel:
-6 8 -3
4 =5 2
-1 2 -1
81. Jeldlje A oszlopait ay, ..., a0 A feladat 4llitdsa nem mas, mint hogy minden b € R°
kifejezhets az aq, . . ., a,p vektorokbol linearis kombinacioval, vagyis hogy (ay,...,a100) =

R%Y. Ismert, hogy r(A) = dim(ay,...,a;o). Igy r(4) = dimR%°. Mivel dim R = n bér-
mely pozitiv egész n-re, 1(A) = 50.

83. A rang a lineérisan fliggetlen sorok maximaélis szama, tehat a méatrixnak van harom
fliggetlen sora, de a maradék hét sor mindegyike e harom sor valamely linearis kombina-
cioja (ez azért igaz, mert barmely negyediknek valasztott sor és a harom fliggetlen sor
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egylitt Osszefliggd rendszert alkot, azaz létezik nem trivialis linearis kombinaciéjuk, ami
a nullvektort adja és ebben a negyedik vektor egylitthatoja nem lehet 0). Ha koziiliik va-
lamelyikben nem valtoztatndnk meg legalabb egy elemet, akkor ez igy is maradna, ekkor
viszont a rang nem lehetne 10.

84. Eredmény: Az a) allitas nem teljesiil mindig, a tobbi igen.

85. A matrixszorzas matrixosszeadas feletti disztributivitdsa miatt (A— B)ax = Az— Bx =
0, vagyis az A— B matrix oszlopainak az x koordinataival, mint egyiitthatokkal vett lineéris
kombinécidja a nullvektor. Mivel z nem minden koordinataja 0, az A — B métrix oszlopai
linearisan Osszefliggdk, ahonnan det(A — B) = 0 kovetkezik (példaul az oszloprang és a
determinansrang egyenlgsége miatt).

86. Tegyiik fel indirekten, hogy A sorai nem fiiggetlenek. Ekkor A rangja legfeljebb 2 lehet,
igy semelyik 3 oszlopa sem lenne filiggetlen, mas szoval A oszlopai legfeljebb 2 dimenzios
teret generalnanak. Ismert, hogy az AB matrix oszlopai elallnak az A oszlopainak linearis
kombinacioiként, igy AB oszlopai mind benne vannak az A oszlopai altal generalt térben,
igy AB-nak legfeljebb 2 fliggetlen oszlopa lehet, hiszen k dimenzios térben legfeljebb &
vektor alkothat fiiggetlen rendszert. Ez ellentmondas, hiszen a 3 x 3-as egységmatrixnak
3 fliggetlen oszlopa van.

87. A nullméatrix és az egységmatrix ilyenek, a rang tehat lehet 0 és 2 is. 1 rangu példa
(mondjuk) az ( (1) 8 ) métrix. 2-nél nagyobb (vagy 0-nal kisebb, illetve nem egész) sza-
mok természetesen szoéba sem johetnek.

88. A o permutéacioban az utols6 99 helyen 4ll6 szamok a ¢’ permutéacioban valtozatlan
sorrendben szerepelnek, igy a beldliik alkotott parok koziil pontosan ugyanazok vannak
forditott sorrendben a két permutacioban. A o(1) szam viszont az els6 helyrdl az utolsora
keriil, igy az Osszes tobbi szamhoz megvaltozik a viszonya. Ez 99 darab eggyel csokke-
nés/novelés, ami Gsszességében paratlan valtozast jelent.

89. Eredmény: (—1)""(n —1).

90. Els6 megoldas. A D := C valasztas megfelel a feladat feltételeinek: ha X; megol-
désa volna a BX = D = C egyenletnek, Xo pedig az AX = B-nek, akkor A(X3X;) =
(AX2) X1 = BX; = C, azaz X2 X7 megoldasa volna AX = C-nek, ami lehetetlen.

Masodik megoldas. Kénnyen lathato, hogy det A = 0, ellenkezd esetben ugyanis 1étezne az
A~ matrix, igy X = A71C megoldésa volna az AX = C egyenletnek (mert A(A=1C) =
(AA=1HC = EC = C). Ebbél a determinansok szorzastétele szerint det B = 0 kovetkezik:
ha X, megoldasa az AX = B egyenletnek (ami a feladat szerint megoldhato), akkor
det B = det(AXy) = det A - det Xg = 0-det Xo = 0. det B = 0-bdl ugyanigy kovetkezik,
hogy ha a BX = D egyenlet megoldhato, akkor det D = 0. Igy valéban van olyan D,
amelyre BX = D nem megoldhat6: minden nemnulla determinanst D matrix (példaul az
egységmatrix) megfelel a feltételnek.

96. Ha a determinans definicio szerinti kiszamitasakor nincs olyan permutéaciod, melyhez
tartozé szorzat minden tényezGje egyes, akkor a determinans nyilvan 0. Megmutatjuk,
hogy ha van ilyen permutacio, akkor pedig a determinans 1 vagy —1. Ekkor ugyanis a 6
egyes koziil 5 gy helyezkedik el, hogy minden sorban és minden oszlopban pontosan egy
van koziiliik. Ha egy szorzathoz a 6. egyest akarnank hasznalni, akkor az emlitett 5 egyes
koziil tehat kettt (a 6. egyes soraban és oszlopaban lévéket) nem tudunk kivalasztani.
Mivel igy a szorzat 4 tényezdje lehet csak nullatol kiilonbozd, a szorzat értéke nulla. Ebbsl
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kifolyolag ekkor pontosan 1 nemnulla szorzatunk van, a determinéns értéke tehat valoban
1 vagy —1.

99. A determinans definicio szerinti kiszamitasakor keletkezs szorzatoknak 5 tényezGje
lesz, igy minden szorzatban lesz olyan tényezd, amelyik paros, hiszen csak 4 paratlan szam
szerepel a matrixban. Ezek szerint az Osszes szorzat paros lesz, vagyis a determinéans (ami
ezen szorzatok valamilyen elGjelekkel vett Gsszege) is paros, azaz nem lehet 1.

101. Ilyen példaul a csupa l-esekbdl all6 matrix.

102. A valasz nem. Tegytik fel ugyanis indirekten, hogy ilyen méatrix létezik és a determi-
nansat fejtsiik ki aszerint a sor szerint, amelyben az az elem van, melyhez a nem 0 elGjeles
aldeterminans tartozik. Mivel itt egy kivétellel minden elGjeles aldeterminéns 0, a nem 0
aldeterminanshoz tartozo elem viszont nem 0, a teljes determinans értéke nem 0. Barmely
mas sor szerint kifejtve a determinanst azonban 0-t kapnank (hiszen ezekben a sorokban
minden elemhez 0 értékd eljeles aldeterminéans tartozik), ami nyilvan ellentmondas.

103. Tegyiik fel, hogy a matrix legalabb 16 nullat tartalmaz. Ekkor lesz olyan S sora,
melyben legaldbb négy darab nulla van, ellenkez6 esetben ugyanis minden sorban csak ha-
rom nulla lehetne, igy 6sszesen csak 15 nulla lehetne a métrixban. A determinans definicio
szerinti kiszamitasakor kapott 5! = 120 szorzat koziil igy legfeljebb 4! = 24 lehet nulla-
t6l kiilonbozs, hiszen az S sorbol legfeljebb egy nullatol kiilonbozs elem valaszthato, ami
ellentmond a feladat feltételének, tehat a matrix valoban legfeljebb 15 nullat tartalmaz.

104. Legyen A elgjeles aldeterminénsainak értéke d, az i. sorban 1évé elemek Gsszege
pedig s;. Ekkor A determinansét az i. sor szerint kifejtve det A = ds; adodik. Ha d = 0,
akkor det A = 0 és kész vagyunk, ellenkezd esetben viszont tetszéleges 1 < 4,5 < n esetén
s; = sj. Adjuk most hozza az A matrixban az utols6é oszlophoz az Gsszes tobbi oszlopot,
legyen az igy kapott méatrix B. Lathato, hogy B utols6é oszlopaban minden elem s, B
tobbi eleme pedig azonos A megfelels helyen allo elemeivel, igaz tovabba (a determinans
alaptulajdonséagai szerint), hogy det B = det A. Fejtsiik most ki a B matrixot az utolso
oszlopa szerint. Mivel B els6 n — 1 oszlopa azonos A els6 n — 1 oszlopaval, a kifejtés soran
adodo elGjeles aldeterminansok azonos értékiiek A megfelels elGjeles aldeterminansaival,
igy det B = dsy+ds1+. . .+ds; = nds;. Eszerint det A = ds; = ndsy, vagyis (n—1)ds; = 0.
Mivel n — 1 nem lehet 0 (hiszen n > 2), ds; = 0, amivel az allitast belattuk.

105. Legyen a;; a matrix egy tetszéleges eleme és jeloljiikk A;j-vel a hozza tartozé eld-
jeles aldeterminanst. Az eredeti és a csere utani matrixot is kifejtve az i. sora szerint a
determinénsokra olyan Gsszegeket kapunk, amelyek a j. tagot leszémitva azonosak. A j.
tag az A matrixban a;;A;;, mig a csere utani matrixban 0. Eszerint (mivel a két dsszeg
egyenld) a;jA;; = 0. Belattuk tehat, hogy barmely elemnek és a hozza tartozo elGjeles
aldeterminansnak a szorzata 0, ahonnan (barmely sor vagy oszlop szerint kifejtve A-t)
azonnal kovetkezik, hogy det A = 0.

107. Megmutatjuk, hogy teljesiil a lineéris leképezéseket definialo két feltétel. Nézziik
el6szor a tetszoleges (z,y) és (a,b) vektorok dsszegét. Ennek képe (10(z+a)+y+0b,10(x+
a)+y+0b), ami épp a (10z + y, 10z + y) vektor és a (10a + b, 10a + b) vektor Osszege,
ezek pedig az (z,y), illetve (a,b) vektorok képei, vagyis az els§ feltétel teljesiil. Az (x,y)
vektor A-szorosanak képe (10Ax + Ay, 10 Az + Ay), ami épp A(10z + y, 10z + y), vagyis a
masodik feltétel is teljesiil, azaz a leképezés linearis transzformacio lesz (ehhez az is kell,
hogy azonos vektorterek kozt hasson, de ez a feladat szévegébdl kideriil).

108. A képtérben nyilvan csak az x = y egyenes pontjai lehetnek, hiszen minden képként
elsallo vektornak azonosak a koordinatai, ezek viszont mind benne is lesznek a képtérben
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(hiszen barmilyen x szdamhoz talalunk olyan a-t és b-t, melyekre 10a + b = z, pl. a = 0,
b = x). A magtérben azok az (a, b) vektorok vannak, melyekre 10a+b = 0, vagyis a 10x+y
egyenes pontjai.

109. Legyen az egyenes egyenlete ax + Sy = 0 és tekintsiik azt a leképezést, amely
egy (a,b) vektorhoz az (aa + Bb, aa + 5b) vektort rendeli. A 107. feladatban latottakkal
megegyezden igazolhato, hogy ez linearis transzformacié lesz, melynek magtere a 108.
feladatban latottakkal megegyezGen éppen az egyenes.

111. Els6 megoldas. Tegyiik fel, hogy létezik ilyen linearis transzformacio és legyen v egy
tetsz6leges, nullvektortol kiillonbozs vektor a sikon. Ekkor v képe (1, 1), (2,2) vagy (3,3). A
4v vektor képe igy (4,4), (8, 8) vagy (12,12). Mivel ezen vektorok egyike sem lehet semelyik
vektor képe sem, ellentmondéasra jutottunk, a kérdéses lineéris transzforméacio tehat nem
létezik.

Masodik megoldas. Tegyiik fel, hogy létezik ilyen lineéris transzformécio, jeloljiik A-val.
A feltétel szerint I'm(A) legalabb 2 és legfeljebb 4 vektorbol all, ami lehetetlen, hiszen
Im(A) altere a siknak, az alterek pedig vagy 1 vagy végtelen sok vektort tartalmaznak,
hiszen barmely (nullatél kiilonb6z8) altérbeli vektornak minden szamszorosa is benne lesz
az altérben.

112. Eredmény: példaul a szokasos bazisban ((1,0), (0,1)) a matrix
2
_V2 '

2

(2" 1)
(3 47)

118. Nevezziik a linearis transzformaciot A-nak. Elgszor elgallitjuk a (11,6) vektort az
(5,3) és a (4, 3) vektorok linearis kombinaciojaként, azaz megoldjuk a-ra és b-re az a(5, 3) +
b(4,3) = (11,6) egyenletet. Az egyenletet koordinatanként vizsgalva az

5 4|11

3 3| 6
egyenletrendszert kapjuk, melyet (Gauss-eliminacioval vagy ahogy jolesik) megoldva a = 3,
b = —1 adédik. Igy (11,6) = 3(5,3) — (4,3). Innen a linearis leképezéseket definidlo

szabalyok hasznalataval A(11,6) = A(3(5,3) — (4,3)) = 3A(5,3) — A(4,3) = 3(2,3) —
(3,2) = (3,7).

i

5

113. Eredmény:

114. Eredmény:

D=
Dot

1
2

119. TIrjuk fel a linedris transzformécié (nevezziik A-nak) métrixat a szokasos bazisban.
Ehhez elgallitjuk az (1,0) és a (0,1) vektort az (5,3) és a (4, 3) vektorok linearis kombina-
ciojaként. Ehhez hasznalhatunk egyenletrendszert, mint az el6z6 feladatban, de gyorsabb
megfigyelni, hogy (1,0) = (5,3) — (4,3), és (0,1) = £((5,3) —5(1,0)) = —4(5,3) + 2(4,3),
ahonnan A(1,0) = A((5,3) — (4,3)) = A(5,3) — A(4,3) = (3,2) — (2,1) = (1,1) és
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A keresett méatrix igy (a lineéris leképezés méatrixanak definicioja szerint)

(1)

E maétrix-szal (balrol) megszorozva egy tetszleges vektor koordinatavektorat (ami jelen
esetben — mivel a sfk szokasos bazisidt hasznaljuk — maga a vektor, oszlopvektorként
felirva), megkapjuk a vektor képét (pontosabban a kép koordinatavektorat), igy a keresett
képek rendre: (7,5), (—3,-5), (2,1), (£,0), (—%,-2), (3,-1).

3
120. Eredmény:
-1 5
21 )

121. Mivel by = 1-b; +0-by 65 by = 0-by +1-by, ezért [b;] 5 = ( L ¥

és [by] 5 = ( ).Mivel

0 1

V3 0
( (1) ) Ezért a matrixszorzas definicioja szerint 1-p+0-v2=0és1-¢+0-v/3 =1,

A(by) = by, ezért a tanult tétel szerint [A], - [by]5 = [bs] 5, vagyis ( z V2 ) : < L ) =

vagyis p=0¢és q=1.

122. Els6 megoldas. Legyen a feladatban szereplé matrix A. Ker(A)-ban azok az (x,y, z)”

vektorok lesznek, melyeket A-val balrél szorozva a (0,0,0)7 vektort kapjuk. Ebbé] az
1 00|0
1100
1 1 1]0

egyenletrendszert kapjuk, melyet (Gauss-eliminacioval vagy mashogy) megoldva x = y =
z = 0 adodik. Igy Ker(A) egyediil a nullvektorbol all. Im(A)-ban azok az (a,b,c)” vekto-
rok lesznek, melyek el6allnak gy, hogy A-val balrol szorzunk egy (z,y, z)T vektort. Ebbél
az

1
1
1

=)
— O O
o R

egyenletrendszert kapjuk, melyet (Gauss-eliminacioval vagy mashogy) megoldva = = a,
y=0b—a, z=c— b adodik. Rogzitett a,b, c értékekhez tehat mindig talaltunk alkalmas
x,y, 2 értékeket, igy Im(A) = R3.

Masodik megoldas. A leképezés matrixanak oszlopai definicié szerint a béazisvektorok ké-
peinek koordinatavektorai, igy az (1,1,1)7, (0,1,1)T, (0,0,1)T vektorok mindharman
benne vannak Im(A)-ban. Mivel ezek bazist alkotnak R3-ben és I'm(A) altere R3-nek,
Im(A) = R3. A dimenzi6tétel szerint dim Ker(A) + dimIm(A) = dimR? = 3, igy
dim Ker(A) = 0, tehat Ker(A) egyediil a nullvektorbdl all.

123. TIrjuk fel az A(6,11) vektor C szerinti koordinatavektorat az A leképezés B és
C' szerinti matrixa, illetve a (6,11) vektor B szerinti koordinatavektora segitségével. Ez

utobbit nem nehéz meghatarozni: (6;11) = 2-(2;3) +1-(2;5), igy [(6;11)]p = ( ? ) .
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Mivel [A((6;11))]c = [As.c] - [(6;11)] 5,

2 -3 1
2
[A(6;11))]lc=| -1 2 |- = o
¢ 1 0 <1>

Ezért A((6;11)) = ¢y + 2¢53. Mivel A((6;11)) = (1;6;7) és ¢, = (1;2;1), igy ¢35 =
3((156;7) = (1;2:1)) = (05 2;3).

124. Ker(A) meghatarozasahoz az

egyenletrendszert kell megoldanunk. A ¢ = 0 esetet érdemes kiilon vizsgélni, ha ugyanis
nem ez a helyzet, akkor a Gauss-eliminaci6 sokkal kellemesebben futtathaté az 1. és a 3. sor
cseréje utan. ¢ = 0 esetén (mondjuk Gauss-eliminacioval) © = —y = —z adodik (ami egy
origon atmend egyenes). Ha ¢ nem 0, akkor az 1. és a 3. sor cseréje utan Gauss-eliminacioval
az

1 0 0 0
0 1 ¢ 0
0 0 1—¢c2 0
egyenletrendszert kapjuk. Ennek a megoldasa ¢ =1 esetén x =0, y = —z, ¢ = —1 esetén

x =0, y = z (ezek is origon atmend egyenesek), minden méas esetben pedig (amikor tehat
cnem 0,1,-1) z = y = z = 0. Az utébbi esetben Im(A) = R3 a dimenziététel miatt.
A t6bbi esetben Im(A)-t a bazisvektorok képei altal generalt altérként hatarozzuk meg:
¢ =0 esetén I'm(A) nyilvan a z = 0 sik, ¢ = 1 esetén Im(A) az x = y sik, ¢ = —1 esetén
Im(A) az ¢ +y = —2z sik.

127. A sajatértéekek az 1 és a 4, az 1 sajatértékhez a (—2, 1) vektor (nem nulla) t6bbszoro-
sei, a 4 sajatértékhez az (1,1) vektor (nem nulla) t6bbszorosei tartoznak sajatvektorként.

131. Nevezziik a linearis transzforméciot A-nak. A(0,1) = A(3-(0,2)) = 3(3,4) = (3,2).

3
A matrixa tehat a szokdsos bazisban ( ;l % ) A karakterisztikus polinomja ez alapjan

det(4;w 2%96)—(4—@(2—95)—3.

Ennek gyokei 1 és 5, ezek lesznek a matrix, és igy a linearis transzformécio sajatérteé-

3
kei. A sajatvektorok meghatéarozasahoz megoldjuk a ( 9 21 8 ) egyenletrendszert és a
-1 3 .
9 _% 8 egyenletrendszert. Az elsé esetben a 2z + y = 0 egyenesen 1évs, origotol

kiilonbo6z6 vektorok adoédnak sajatvektorként, ezek tartoznak az 1 sajatértékhez, a masodik
esetben pedig a 2z — 3y = 0 egyenesen 1év§, origotdl kiilonbozs vektorok, ezek tartoznak
az b sajatértékhez.

132. A leképezés linearis, tehat az (1,0) = (2,1) — (1, 1) vektorhoz az (1, 8)
(2,1) vektort rendeli, a (0,1) = (1,1) — (1,0) vektorhoz pedig a (—1,7) — (2,
vektort. A leképezés méatrixa tehat a szokasos bazisban

(3
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A karakterisztikus polinom ez alapjan

det(zzx 6_3 >:(2—x)(6—:c)+3.

— X

FEnnek gyokei 3 és 5, ezek lesznek a matrix, és igy a lineéris transzformécio sajatértékei.
A sajatvektorok meghatarozasahoz megoldjuk a

-1 =310
1 30
-3 =-3|0
1 110

egyenletrendszert. Az els6 esetben az z + 3y = 0 egyenesen 16v6, origdtol kiilonbozs vekto-
rok adédnak sajatvektorként, ezek tartoznak a 3 sajatértékhez, a méasodik esetben pedig az
x +y = 0 egyenesen 1évG, origotol kiillonbozs vektorok, ezek tartoznak az 5 sajatértékhez.

133. a) Tudjuk, hogy A = 7 pontosan akkor sajatérték, ha det(A —71) = 0. Mivel A — 7T
negyedik oszlopa a feladat szerint csupa nulla, ezért det(A — 7I) = 0 teljesiil, igy A = 7
valoban sajatérték.

b) Mivel A = 7-r6l tudjuk, hogy sajatérték, ezért kereshetiink ehhez tartozo v sajatvektort.
T

egyenletrendszert és a

Vagyis olyan v-t keresiink, amelyre v #0 és A-v =7-v. Legyen v = ( 00010 )
Ekkor A-v nem mas, mint az A negyedik oszlopa, vagyis ( 000T7O )T. Ezért A-v =
7-v teljesiil, igy v sajatvektor. Megjegyzés.A b) feladat megoldasabol az a) feladat allitasa
is kovetkezik: mivel a talalt v # 0 vektorra A-v = 7-v teljesiil, ezért A = 7 definici6 szerint

sajatértéke A-nak.

134. a) Ismert, hogy A\ = 3 akkor és csak akkor sajatértéke A-nak, ha A—3I determinansa
0, azaz

10 p
5 4 71=0.
11 2
Ezt (példaul) az els sor szerinti kifejtéssel kiszamolva:
1~‘ 411 ; ‘—&—p- ? 1 =1-14+p-1=p+ 1. Ezekbdl tehat p+ 1 = 0, vagyis p = —1.
b) Tudjuk, hogy A = 3 sajatérték, vagyis kereshetiink egy ehhez tartozo sajatvektort.
x
Vagyis olyan v € R? vektort keresiink, melyre A-v = 3 -v. Legyen v = y |. Ekkor
z
a matrixszorzas definicioja szerint (és a p = —1 értéket figyelembe véve) a 4o — 2z = 3,
bx+ Ty + 7z = 3y, © + y + 5z = 3z feltételek adodnak. Az els§ egyenletbdl z = x, ezt a
maésik két egyenletbe helyettesitve rendezés utan mindkét esetben az y = —3x egyenletet
x
kapjuk. Igy sajatvektor lesz a v = | —3x | vektor minden x # 0 értékre.
x

Megjegyzés. A fenti megoldasban csak a A = 3 sajatértékhez tartozo sajatvektorokat
hataroztuk meg. Tovabbi (kellemetlen, de nem nehéz) szamolassal megkaphato a méatrix
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tovabbi két sajatértéke is: %ﬁ Ezekhez is tartoznak sajatvektorok, igy a b) feladatnak
tovabbi megoldésai is vannak, melyek meghatarozéasa persze sokkal koriilményesebb.

136. Az a) allitas nem igaz, ellenpélda (mondjuk) a 60°-os forgatas a sikon. Ennek nincs
sajatvektora, de a kobének az origot leszamitva mindenki a sajatvektora lesz (—1 sajat-
érteékkel). A b) allitast konnyd belatni: ha v sajatvektora A-nak, akkor alkalmas A-ra
A(v) = v, innen A3(v) = A(A(A(v))) = A(A(MW)) = A(N\?v) = A3v, vagyis v sajatvek-
tora A-nak (A3 sajatértékkel).

139. Legyenek az u és v sajatvektorokhoz tartozo sajatértékek c, illetve (3, ekkor A(u) =
au és A(v) = pv. Kihasznalva, hogy A linearis leképezés A(u+v) = A(u)+A(v) = au+So.
Az u+v vektor akkor és csak akkor lesz sajatvektora A-nak, ha A(u+v) = p(utwv) valamely
alkalmas u skalarra. Ha ez teljesiilne, akkor au+ Sv = p(u+v), vagyis (o —p)u = (u—p)v.
Mivel u és v egyike sem nullvektor, o nem lehet egyenls p-vel, hiszen ekkor p is egyenld
lenne S-val, amibdl a = S kiovetkezne. Az egyenlGséget igy oszthatjuk (o— p)-vel és kideriil,
hogy az u vektor a v vektor szdmszorosa, ami lehetetlen, hiszen ekkor azonos sajatértékhez
tartozo sajatvektorok lennének.

141. a) (3+2i)? =9+ 12i + 4i®> =5+ 12i.
14170 (1417i)(3—14) 3 —i+51li—17i* 20+ 50i

b = = =2+5i

S R TR 9 10 o

¢) —1000 = 1000(cosm + isinm). Igy &/=1000 = 10 (cos (% + kZF) +isin (% + kZF)),
5+ 5v3i, k= 1-re

2
10 (cosm + isinm) = —10, és k = 2-re 10 (cos 5 + isin 3F) = 10

08
abol k= 0,1,2. Ebbol k = 0-ta 10 (cos § + isin 3) = 10 (4 + i) =
¥ (

1 @z) = 5— 53
adodik.

143. Mindkét oldalt (5 + v/3i)-vel osztva az eredetivel ekvivalens 2° = 1 —/3i egyenletet
kapjuk. 1 — v/3i hossza 2, az z tengellyel bezart sz6ge pedig 300°, trigonometrikus alakja
tehat 2 - (cos300° + isin 300°). Igy az 6todik gyokeinek hossza v/2, az 6todik gyokok x
tengellyel bezart szogei pedig 60°,132°,204°,276°,348°. Ezek koziil egyediil a 60° szogi
gyOoknek pozitiv a valos és a képzetes része is, ennek trigonometrikus alakja \5/§(cos 60° +

1sin 60°), algebrai alakja tehat ? + %z

144. —1 — /3i hossza 2, az x tengellyel bezart szoge pedig 240°, trigonometrikus alakja
tehat 2 - (cos 240° + isin 240°). Igy a nyolcadik gydkeinek hossza v/2, a nyolcadik gyokok
x tengellyel bezart szogei pedig 30°, 75°, 120°, 165°, 210°, 255°, 300°, 345°. Ezek
koziil a 210° és a 255° szogil gyokoknek negativ a valos és a képzetes része is, az el6bbi
trigonometrikus alakja +/2(cos210° 4 4sin 210°), algebrai alakja tehat 7@ — ?z

145. Szamitsuk ki elGszor a jobboldalon all6 szamot.

3+11z‘_(3+11i)(4+7i)_—65+65¢__1+Z,
4—-T7i  (4-Ti)4+7T) 65 '

Ezt beirva és az egyenletet 2%°-nel szorozva: 29 = —285 4 285, » tehat v/—285 4 2854
valamelyik értéke lehet csak.

—285 1 985; — 99 < + z) =27 (cos 135° + isin 135°) .

Ebbél
/=285 4+ 285; = 2 (cos (15° + k - 40°) + i sin (15° + k - 40°)) ,
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0<k<8 A15°+Ek-40° 0 < k < 8 alaku szogek koziil 100° és 170° kozé csak a 135° esik
(a k = 3 esetben). Igy az egyetlen megoldas: z = 2 (cos 135° + isin 135°) = —v/2 + v/2i.

155. Legyen z n., w pedig k. egységgydk. (zw)™* = 2kt = (27)k(wk)" = 1, tehat zw
biztosan nk. egységgyok.

158. Els6 megoldas. Legyen z trigonometrikus alakja z = r(cosa + isina). Ekkor az
egyenlet r3(cos3a + isin3a) = r(cos —a + isin —a) alakba frhat6, ahonnan r = 73 és
3o — (—a) = k- 360°. Innen r = 0 esetén z = 0, r # 0 esetén r = 1 (hiszen r nem
lehet negativ). Az utobbi esetben meg kell keresni a-t is, erre 0°,90°,180°,270° adodik.
A megoldasok tehat 0, 1, —1, 7 és —i lesznek.

Masodik megoldas. Legyen z algebrai alakja z = a + bi. Az egyenlet ekkor (némi szamolas
utan) a® —3ab? + (3a?b—b3)i = a— bi alakba irhaté. Innen a® — 3ab? = a és 3a?b—b> = —b.
Ha a = 0, akkor az els§ egyenlet teljesiil, a méasodikbol pedig b> = b-t kapjuk, ahonnan
b=0,b=1vagy b= —1. Haa # 0, de b = 0, akkor a masodik egyenlet teljesiil, az els6bdl
pedig a® = a-t kapjuk, ahonnan a = 1 vagy a = —1. Ha sem a, sem b nem 0, akkor az elsd
egyenletet a-val, a masodikat b-vel osztva, majd a kapott egyenleteket 6sszeadva a? = b2
adodik, ezt a kapott els egyenletbe beirva a 2b> = —1 egyenletet kapjuk, aminek nincs
valos megoldasa. A megoldéasok tehat 0, 1, —1, i és —i.

Harmadik megoldés. z = 0 nyilvan megoldas. Ha z nem 0, akkor a hossza csak 1 lehet,
hiszen maskiilonben a kobe és a konjugéaltja nem lehetne egyenld (és igy azonos hosszi).
Mindkét oldalt (a 0-t6l kiilonb6zs) z-vel szorozva a bal oldalon z?-t, a jobb oldalon 2
hosszanak négyzetét, azaz egy valés szamot kapunk, azaz z-nek az x tengellyel bezart szoge
90° tobbszorose kell, hogy legyen. Innen a megoldéasok csak 0, 1, —1, ¢ és —i lehetnek, és
ezek valoban jok is.

159. Mivel a matrix elemei mind kiilonboz8k, ezért egy 3 x 3-as részmétrix kivalasztasa
nem mést jelent, mint annak a 3 sornak és 3 oszlopnak a kivalasztasat, amelyek a rész-
maétrixot meghatarozzak. El6szor valasszuk ki a matrix 8 sora koziil azt a 3-at, amelyek
a részméatrixban szerepelnek. A lehetségek szama (az ismétlés nélkili kombinéacional ta-
nultak szerint) (g) Ezutan vélasszuk ki a 10 oszlop koziil a részméatrixban szerepld 3-at;
a lehetGségek szama (Y). Mivel az elszér mondott () vilasztasi lehetSség mindegyike

(130) féleképp folytathatdé a masodiknak mondott vélasztassal, ezért a lehet&ségek szama

Osszesen (g) . (130) = % . —10'69'8.

161. Egy szelvény kitoltésére a lehetdségek szama nem més, mint 4 db I, 2 db R, 2 db

N,2db X, 1db M és 1 db D elemekbdl készithets ismétléses permutaciok szama, vagyis
12! o 12-11-10-...-2-1

41.2!.20. 2] 4-3-2:1-2:2-2
Ha a feladatbeli laké héarom szelvénnyel jatszik, akkor a feladata nem més, mint a fenti

szamu — jeloljiik ezt N-nel — lehetdségbdl kivalasztani harom kiillonb6z6t a sorrendre valo

tekintet nélkiil. Igy az ismétlés nélkiili kombinaciorol tanultak szerint a lehetéségek szama:
(N) _ N(N-1)(N-2)
3) = 6 :

163. (1 4+ 1)!19%-t a binomialis tétellel kiszamitva

101 101 101
101 _
2ot (N + (1) o+ ().

Az () = (") Osszefiiggésbel
101 101 101
2101 — 2. :
(o) (7)+(%))
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Innen ((181) + (1?1) + ...+ (15%1)) = 2100 joy a feladatbeli kifejezés pontos értéke 100.

Masodik megoldéas. A feladatbeli, zarojelben allo Gsszeg egy 101 elemd halmaz Gsszes,
legfoljebb 50 elemtd részhalmazat szamlalja meg, az elemszam szerint vizsgalva, majd
Osszeadva az eseteket. A legfoljebb 50 elemii részhalmazok parba allithatok a legalabb
51 elemtekkel: minden részhalmaz parja legyen a komplementere. Ezért a legfoljebb 50,
illetve a legaldbb 51 elemt részhalmazok szama azonos. Egy 101 elemid halmaz Gsszes
részhalmazainak szama 2'°', hiszen egy részhalmaz kivalasztasakor egymas utan mind a
101 elemrsl kétféle dontés hozhatd: eleme lesz a részhalmaznak vagy sem. A fentiekbdl

(181) + (1(1)1) +... 4+ (15001) = # = 2100 ioy a feladatbeli kifejezés pontos értéke 100.

164. Az els6nek valasztott szam a 100 eset koziil 20-ban oszthato 6ttel, ekkor a méasodik-
ként valasztott szamnak is ilyennek kell lennie, ez tehat 19 féle lehet. Mind a 20 kezdéshez
19 kiilénbo6z6 folytatas tartozik és minden part kétszer valasztottunk ki, tehét % ilyen
szampar lesz. Ha az els6 szam nem oszthato ottel, akkor 20 esetben lesz a maradéka 1, 2,
3, illetve 4. Ezekhez rendre 4, 3, 2, illetve 1 maradékot ad6 szamot kell valasztani méasodik-
nak. Ez mind a négy esetben 20 féle lehet, és ilyenkor is minden part kétszer valasztottunk
ki, tehat a négy esetben egyiitt 4'2% ilyen szampér lesz. Mivel a két eset koziil (az elsének
valasztott szam oszhato, illetve nem oszthatd 6ttel) pontosan az egyik fordul el és a két

esethez nem tartozik kozos szadmpar, a kérdéses kivalasztasok szama @ + % = 990.

Megjegyzés. Logikusnak tiinik az a gondolat, hogy az 6sszes parok 6tode lesz ilyen, hiszen
szaz oszthato 6ttel. Mivel az Gsszes parok szama w = 99-50, ebbdl a megoldas azonnal
kovetkezne. Barmilyen logikus is azonban a gondolat (s6t, persze igaz is), érvelni mellette
nem magatol értet6dd, hiszen példaul ha nem ketts, hanem 6tven szamot adnank Gssze,
akkor nem lenne igaz, mivel az Osszes szamdotvenesek szama ((15000)) nem is oszthato ottel.
(Ezt sem nehéz latni, de ha nincs kedviink végiggondolni, akkor szaz és 6tven helyett

nézziik meg tizre és otre: (1,0) = w'%ﬂ, ami nyilvan nem oszthato ottel.)

)
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4. Zarthelyi dolgozatok, 2012. &sz

4.1. 1. zh., 2012. oktéber 18.

1. Hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a P(1;3;4) és a Q(3;6;10)

L x
pontokon és parhuzamos az

z
=y+4= 3 egyenletrendszeri egyenessel.

2. Nevezziink egy R®-beli vektort Fibonacci tipustnak, ha a harmadiktél kezdve mindegyik
koordinataja az elstte allo két koordinata osszege. Igy példaul a (3;—1;2;1;3) vektor
Fibonacci tipust. Igaz-e, hogy a Fibonacci tipust vektorok alteret alkotnak R®-ben?

3. Legyen B = {by,by,...,b,} é¢s C ={c;,¢Co,...,C,} két bazis a (tetszbleges) V vektortér-
ben. Bizonyitsuk be, hogy minden b; € B esetén taldlhato olyan ¢; € C, hogy B\{b; }U{c;}
és C'\ {c;} U{b;} egyarant bazisok V-ben.

4. Dontstik el, hogy a p és ¢ valés paraméterek milyen értékeire van megoldasa az alabbi
egyenletrendszernek! Ha van megoldés, adjuk is meg az Osszeset.

T + 3w + dx3 + 214 — 425 =3
21’1+11£L‘2+12:C473I5 =11

41 + 929 + 2603 — 224 +p-x5 =9
3x1 4+ 13x0 + T3+ 112y +q - 25 = 13

5. Szamitsuk ki az alabbi determinans értékét a determindns definicidja szerint. (A meg-
oldasban tehat ne hasznaljunk semmilyen, a determinansra vonatkoz6 tételt vagy azonos-
sagot, pusztan a definiciora alapozva hatarozzuk meg az értékét.)

0 0 3 0 8

2 1 0 0 0
0 0 0 V5 0
2 0 0 0 4
0o 2 3 0 0

6. Dontstik el, hogy az alabbi allitasok koziil melyik /melyek igaz(ak) tetszéleges A négyze-
tes matrixra. (E-vel jeldltiik az egységmatrixot, A* pedig azt a k tényezds szorzatot jeloli,
amelynek minden tagja A.)
a) Ha van olyan k > 1 egész szam, amelyre A* = E, akkor det A = 1 vagy det A = —1.
b) Ha det A = 1 vagy det A = —1, akkor van olyan k > 1 egész szam, amelyre A* = E.
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4.2. 2. zh., 2012. november 22.

1. Dontsiik el, hogy igazak-e az alabbi allitdsok minden olyan nxn-es A matrixra, amelynek
van inverze.

a) Ha A els6 oszlopanak minden eleme azonos, akkor A~!-ben az els6t kivéve minden
sorban az elemek Gsszege 0.

b) Ha A-ban az elsét kivéve minden sorban az elemek dsszege 0, akkor A~1 els6 oszlo-
panak minden eleme azonos.

2. Megvalaszthato-e a p paraméter értéke tgy, hogy az alabbi méatrix rangja 3 legyen? Ha
igen, hogyan?

3 8 6 9 4 11
0o 5 7 2 1 10
60 0 0 p p p
0o 0 0 0 0 p

3. Az A : R? — R3 linedris leképezés az (1;2) vektorhoz a (0;3; —3) vektort, a (2;1)-hez
a (3;3;0)-t rendeli. Igaz-e az (1;2;3) € Im A allitas?

4. Legyen A : R?* — R3 az a linedris transzformacio, amely egy tetszdleges (x;y;2) € R?
vektorhoz az (x + y; x + z; 2 + 2y + 2z) vektort rendeli.

a) Igaz-e, hogy az (1;2;5) vektor sajatvektora A-nak?

b) Van-e A-nak pozitiv sajatértéke?
(A feladat megoldasahoz nem sziikséges megmutatni azt, hogy A valoban linearis transz-
formacio.)

5. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenleteknek az 6sszes olyan komplex megolda-
sat, amelynek a valds része és a képzetes része is pozitiv.
a) (7T—1i)-z=19+ 33 b) V2 - 2% = —100000 — 100000i

6. Hanyféleképp lehet elhelyezni a sakktablan 3 vilagos és 4 sotét gyalogot?

(A sakktabla 8 x 8-as. Egy mezdre természetesen nem lehet egynél tébb babut tenni; ettsl
eltekintve a babuk elhelyezésénél a sakk szabalyaira nem kell tekintettel lenni. Két esetet
akkor tekintiink kiilonbozének, ha vagy van olyan mez6, amin az egyik esetben nem &ll
babu, a masikban igen, vagy van olyan mez§, amin nem azonos szinti babuk allnak a két
esetben. A végeredmény szamszerid értékét megadni nem kell; azonban a megoldéasbol ki
kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a
négy alapmiiveletet ismeri!)
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4.3. 1. p6tzh., 2012. december 3.

1. Egy sikra esnek-e a térben az A(1;5;3), B(7;11;—5), C(10;14;—9) és D(12;6;—15)
pontok?

2. Az R°-beli W altér alljon azokbdl a vektorokbol, amelyekben a harmadiktél kezdve
mindegyik koordinata az el6tte 4ll6 két koordinata atlaga. Igy példaul a (—2;10;4;7;5;5,5)
vektor W-beli. Hatarozzuk meg dim W értekét. (A feladat megoldasahoz nem sziikséges
megindokolni, hogy W valoban altér.)

3. A p valés paraméter minden értékére dontsiik el, hogy igaz-e az e € (a, b, ¢, d) allitas az

2 4 10 —4 0
a = 3 7&2 4 , C= 9 ad: 0 és €= -2
-1 0 1 p p+4

4. Hatérozzuk meg az alabbi determinans értékeét.

2 4 2 8
5 10 9 15
4 8 7 10
3 7 6 5

5. Az n X n-es A matrix els§ oszlopanak minden eleme 1. A matrix minden, nem az elsé
sorban és nem az els§ oszlopban 4llo eleme a téle balra és a felette talalhatd két elem
osszege. (Képletben: a; ; = a;,—1; + a; ;-1 minden 2 < 4,5 < n esetén.) Mutassuk meg,
hogy det A = 1.

6. A 100 x 100-as A matrix bal fels6 sarkaban 4116 50 x 50-es részméatrixdnak minden eleme
6, a jobb fels6 sarokban all6 50 x 50-es részmatrix minden eleme —4, a bal als6 sarokban
allo 50 x 50-es részmétrix minden eleme 9, végiil a jobb alsé sarokban &all6 50 x 50-es
részmétrix minden eleme —6. Hatarozzuk meg az A2°'2 métrixot (vagyis annak a 2012
tagi szorzatnak az eredményét, amelynek minden tagja A).
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4.4. 2. p6tzh., 2012. december 3.

1. Dontsiik el, hogy létezik-e inverze az alabbi A méatrixnak; ha igen, akkor szamitsuk ki
A inverzét.

1 -3 7
A= -1 3 —6
2 —5 12

2. Nevezziik egy szamsorozatot félig szamtaninak, ha barmely elemérsl a kévetkezére at-
lépve a novekmény csak két kiilonbozs értéket vehet fel. (Igy példaul a 3, 7, 11, 12, 16, 17,
18 sorozat félig szamtani.) Az A matrixra teljesiil, hogy az elsé harom sora félig szamtani
sorozatot alkot (vagyis a sor elemein balrol jobbra végighaladva félig szamtani soroza-
tot kapunk), az Osszes tObbi sora pedig szamtani sorozatot alkot. Mutassuk meg, hogy
r(A) <9 (ahol r-rel a rangot jeloltiik).

3. Nevezziink egy R"-beli oszlopvektort konstansnak, ha minden eleme azonos. Legyen
A R™ — R™ linearis transzformacio és legyen B, illetve C' két bazis R"-ben. Tegyiik fel,
hogy by +by+...+0b, és ¢, + ¢y + ...+ ¢, egyarant konstans vektorok és az [A] ; matrix
minden oszlopa is konstans vektor. Mutassuk meg, hogy ekkor az [A], méatrix minden
oszlopa is konstans vektor.

4. Hatarozzuk meg az alabbi matrix minden sajatértékét és a legnagyobb sajatértékhez
adjunk meg egy sajatvektort.
2 1
(3 4)

5. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenleteknek az 6sszes olyan komplex megoldé-

sat, amelynek a valos része pozitiv!
22 — 214

a) ———— =3—di b) 2* 4+ 125i = 0

6. Egy kisvaros 20 f6s 6nkorményzati képviselGtestiilete harom kiilonbozé feladatra valaszt
egy-egy bizottsagot (legyenek ezek A, B és C). Mindharom bizottsag 4 {8s és barmely
képvisels tobb bizottsagban is lehet tag, de azt nem szeretnék, ha két bizottsdgnak teljesen
azonos volna a tagsaga. Tovabbi cél, hogy a polgarmester (aki egyike a 20 képviselének)
pontosan egy bizottsdgban legyen tag a harom kozil (de az mindegy, hogy melyikben).
Hanyféleképpen valaszthatjik meg a harom bizottsagot?

(A végeredmeény szamszerd értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell de-
riiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszdmolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy
alapmiiveletet ismeri.)
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5. Zarthelyi javitékulcsok, 2012. 6sz
Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért
az tmutato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak {6bb gondolatait és
az ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok tel-
jes értékd megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré
megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az ttmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a
kapcsolodo gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épése-
ként szerepel a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek
puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként va-
lamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak meérlegelése, hogy az
utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben
vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Gtletért, részmegoldéasért, amelybdl a dolgozatban leirt
gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az
atmutatoban szerepls részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatéban
leirttol eltérs jo megoldéas természetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat
pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

5.1. 1. zh., pontozasi ttmutatd, 2012. oktéber 18.

1. Hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a P(1;3;4) és a Q(3;6;10)

x z
pontokon és parhuzamos az =y+4= 3 egyenletrendszert egyenessel.

3

Xk % ok %
Jelolje a megadott egyenest e, a keresett sikot S, annak egy normalvektorat pedig n.

e iranyvektora v(3;1;5). (1 pont)
Mivel S parhuzamos e-vel, ezért n meréleges v-re. (1 pont)
n ugyancsak merdleges a ]@ vektorra (hiszen ez a két pont a sikban fekszik). (1 pont)
PQ =q—p=(2;3;6) (ahol p és ¢ a két pontba mutaté helyvektorokat jelélik). (1 pont)
A fentiek miatt a ]@ x v vektorialis szorzat jo valasztas n-re. ( )
Ezt a tanult képlettel meghatérozva:

it J k

2 pont

]@xy: 2 3 6 =(3-5—-6-1)i—(2-5—6-3)j+(2-1-3-3)k = (9;8; —7).(2 pont)
3 1 5

A kapott normalvektor és P (vagy Q) segitségével a sik egyenlete mar a tanult képlettel

felirhato6: 9z 4 8y — 7z = 5. (2 pont)

Megjegyezziik, hogy a normalvektor meghatarozasidhoz nem sziikséges a vektorialis szorzat
fogalma: valamivel t6bb szamolassal a v -n = 0, PQ - n = 0 Osszefliggéseket felhasznalva
is megkaphato egy alkalmas n normaéalvektor.

2. Nevezziink egy R%-beli vektort Fibonacci tipusiinak, ha a harmadiktol kezdve mindegyik
koordinataja az elstte allo két koordinata Osszege. Igy példaul a (3;—1;2;1;3) vektor
Fibonacci tipust. Igaz-e, hogy a Fibonacci tipust vektorok alteret alkotnak R®-ben?
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* ok ok ok 3k

Legyen a Fibonacci tipust, R?-beli vektorok halmaza F és legyen v = (21, o, 73, T4, T5)"
és w = (y1,y2,Y3,Ya,ys5)" két F-beli elem és A € R tetszéleges skalar.

El6szor megmutatjuk, hogy v + w szintén F-beli. Ugyanis v + w harmadik eleme z3 + y3,
ahol x3 = x1 + 22 és y3 = y1 + y2 (mert v és w F-beliek). igy v + w harmadik eleme
(1 +y1) + (22 + y2), vagyis valoban v + w elsd két elemének Gsszege. Teljesen hasonloan
lathato be, hogy v + w negyedik és 6t6dik eleme is a f6lotte allo kettd Osszegével egyenls.
(4 pont)

Most megmutatjuk, hogy A - v is F-beli. Ugyanis A - v harmadik eleme
A-xs = Mzp + x2) = Axp + Aze, vagyis a A - v harmadik eleme az els§ ketts
Osszegével egyenls. Ugyanigy indokolhato, hogy A - v negyedik és 6t6dik eleme is a folotte
allo kettd Osszege. (4 pont)
A fentiekbd] kovetkezik, hogy F olyan nemiires részhalmaza R®-nek, amely zart az ssze-
adasra és a skalarral szorzasra, igy a tanult tétel értelmében altér. (F valoban nemiires,
hiszen példaul benne van a nullvektor vagy a feladatban megadott konkrét vektor.)(2 pont)

3. Legyen B = {by,by,...,b,} és C = {c;,¢Co,...,c,} két bazis a (tetszbleges) V vektortér-
ben. Bizonyitsuk be, hogy minden b; € B esetén talalhato olyan ¢; € C, hogy B\{b,; }U{c;}
és C'\ {c;} U{b;} egyarant bazisok V-ben.

* ok ok ok 3k

A feladat allitasat az egyszertiség kedvéért b,-re mutatjuk meg (hiszen B elemeinek
szdmozasa tetsz6leges). Legyen W = (by,bs,...,b,). Ekkor C-ben van W-hez nem
tartozo elem, kiilonben W-ben C n elemt linearisan fiiggetlen rendszert, B \ {b;} pedig
(n — 1) elemi generatorrendszert alkotna szemben a tanult tétel allitasaval. Legyen tehat
C\W ={¢;,¢9,...,¢,} (C elemeinek szamozésa szintén tetszdleges). (1 pont)
Mivel C bazis, ezért (a tanultak miatt) b, pontosan egyféleképp allithato elg C' elemeibdl
linearis kombinacioval: b; = vyi¢c; + y2cs + - - - + YnCp- (1 pont)
Allitjuk, hogy a 71, 72, . . . , & egyiitthatok kozott van nemnulla. Ellenkezd esetben ugyanis
by = Vky1C, 1 + - - + g, adédna, amibél ¢, ¢, ..., ¢, € W miatt b; € W is kovetkezne
ellentmondasban a B linearis fliggetlenségével. (2 pont)
Legyen tehat v; # 0, 1 < j < k tetsz6leges. Allitjuk, hogy ¢; megfelel a feladat allitasanak.
El6szér megmutatjuk, hogy B\ {b;} U {c;} bazis V-ben. ¢; ¢ W-bél az ,jonnan érkezs
vektor” el6adason tanult lemmaja miatt adodik, hogy B\ {b;} U {c;} linearisan fiiggetlen
rendszer. (1 pont)
Ha B\ {b;} U {c;} nem volna generitorrendszer, akkor létezne egy, az elemeibdl linedris
kombinacioval ki nem fejezheté w vektor. Ekkor azonban, ismét csak az ,Gjonnan
érkez vektor” lemmaja miatt B\ {b;} U {¢;,w} is linearisan fiiggetlen volna, ami
ellentmond annak, hogy V-ben van n elemti generatorrendszer (barmelyik bazis). Igy
tehat B\ {b; } U {c;} valoban bézis. (2 pont)
Most megmutatjuk, hogy C \ {c;} U {b;} is béazis V-ben. b; biztosan nem fejezhets
ki O\ {c;} elemeibdl linedris kombinacioval, mert a b, egyetlen, C elemeibsl valo
kifejezésében a ¢; egytitthatoja (nevezetesen ;) nem nulla. (2 pont)
Ha C'\ {¢;} U{b; } nem volna generatorrendszer, akkor — a fentiekkel analég médon — hoz-
zavehetd volna egy tovabbi vektor a linearis fiiggetlenség megtartasaval, ellentmondasban
azzal, hogy V-ben van n elemii generatorrendszer. Igy tehat C'\ {e;} U{by} is bazis, az
allitast belattuk. (1 pont)
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4. Dontsiik el, hogy a p és ¢ valos paraméterek milyen értékeire van megoldasa az alabbi
egyenletrendszernek! Ha van megoldéas, adjuk is meg az Gsszeset.

T, + 3xo + Srs + x4 — 4a5 =3
2$1+11$2+12$4—3$5 =11

41 + 99 + 2603 — 224 +p-x5 =9
3x1 4+ 13x0 + T3+ 1lzs +q - 25 = 13

* % % k%

A Gauss-eliminaciot alkalmazva a kovetkezdket kapjuk:
1 3 5 1 —4 3

2 11 0 12 -3 | 11
A9 2% -2 p| 9
3 13 7 11 g |13
13 5 1 4] 3
0 5 —10 10 505 |
0 -3 6 -6 p+r16 | —3
0 4 -8 8 qg+12 | 4
1 3 5 1 4| 3
0 1 -2 2 1|1
~l o 0o 0 0 p+19]o0 (2 pont)
0 0 0 0 g+8 |0

Ha p = —19 és ¢ = —8, akkor az utolsé két sor csupa 0, igy ezek elhagyhatok. Ekkor a
Gauss-eliminacio folytatasaval az alabbi redukalt 1épes6s alakot kapjuk (egyetlen tovabbi,
vezéregyes f016tti elem , kinullazasaval”):

1 0 11 -5 =7 0

0 1 -2 2 1]1 (1 pont)
Ekkor tehat végtelen sok megoldéas van: z3 = o € R, 24 = f € R, x5 = v € R szabad
paraméterek, 1 = 7y + 55 — 1la, 29 =1 — v — 25 + 2. (2 pont)

Ha p # —19 vagy q # —8 (vagy mindkettd), akkor az eliminaciot folytatva az alabbi alakot
kapjuk. Valoban, ha példaul p # —19, akkor a harmadik sor (p + 19)-cel osztésa, majd
a negyedik sorbol a harmadik (¢ + 8)-szorosanak a kivonésa és a kapott csupa nulla sor
elhagyéasa utan jutunk az alabbi alakhoz (és analog a helyzet a ¢ # —8 esetben is).
1 3 5 1 —4 3
0 1 -2 2 1

1 (2 pont)
0 0 0 0 1 0

Innen a vezéregyesek folotti nemnulla elemek (3 darab)  kinullazasaval” kapjuk a re-
dukalt lépcsds alakot:

1 0 11 -5 010
o 1 =2 2 0|1 (1 pont)
0 0 0 0 1 0

Ekkor is végtelen sok megoldas van: z3 = a« € R, 4 = € R, 1 = 56 — lla, 29 =

14+ 2a—28, x5 = 0. (2 pont)
Ha valaki szamolési hibat vét, de egyébként a megoldas elvileg jo, az szamolasi hibanként
1 pont levonast jelentsen. Ha a szdmolasi hiba kovetkeztében a megoldas kénnyebbé valik,
akkor sajnos csak a fenti gondolatmenetnek lényegében megfeleltethets részekért adhato
pont. Ha egy megoldo (akar helyes) szamolasokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez,
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behelyettesit, stb.), de ezek a szamitasok nem célratoréek, nem mutatjak egy helyes meg-
oldas iranyat, azért csak nagyon kevés pont (maximum 2-3) adhato az elvégzett munka
hasznossagatol fliggGen.

5. Szamitsuk ki az alabbi determinans értékét a determindns definicidja szerint. (A meg-
oldasban tehat ne hasznaljunk semmilyen, a determinansra vonatkoz6 tételt vagy azonos-
sagot, pusztan a definiciora alapozva hatarozzuk meg az értékét.)

o 0 3 o0 8
0
VB
0
0

O N O N
N OO
w o o O
O = O O

* ok ok ok ok

A definicioban 0Osszeadandoként szerepld szorzatok koziil csak azokat kell figyelembe
venni, amelyek nem tartalmaznak 0 tényez6t, mert a tobbi szorzat a determinans értékét
nem befolyasolja. (1 pont)
Egy ilyen szorzatban tehat a harmadik sorbol csak a /5 valaszthato. (1 pont)
Az els6 sorbol 3 vagy 8 valaszthato. Az elébbi esetben az 6t6dik sorbol mér csak a 2-est
valaszthatjuk (mert a harmadik oszlopbol mar vettiink elemet), emiatt a masodik sorbol
csak 2-est, igy a negyedikbdl csak a 4-est valaszthatjuk. Hasonléan, ha az els§ sorbdl a
8-ast vessziik, akkor a negyedikbdl mar csak a 2-est, a masodikbol az 1-est és az 6t6dikbsl
a 3-ast valaszthatjuk. (2 pont)
Igy Osszesen csak két nemnulla szorzat keletkezik: 3-2-v/5-4-2és 8-1-4/5-2-3.(1 pont)
A determinans értékének kiszamitasidhoz mar csak az ehhez a két szorzathoz tartozo
elgjelet kell meghatarozni. Az els6 szorzathoz tartozo permutéacio 3,1,4,5,2 (mert az elsg
sorbol a harmadik elemet vettiik ki, a masodikbol az els6t, stb). Ennek a permutacionak
az inverzidészama 4 (az inverzidban allo elemparok (3,1), (3,2), (4,2) és (5,2)). Mivel az
inverzioszam péros, a szorzat elGjele +. (2 pont)
Hasonl6an, a méasodik szorzathoz tartoz6 permutacio 5,2,4,1,3, ennek az inverzi6szama
7, az elGjel —. (1 pont)
Amint lathato, a két nemnulla szorzat abszoltt értékben egyenls (mindketts 48 - v/5), de
az elGjeliik ellentétes, igy a determinans értéke 0. (2 pont)

6. Dontstik el, hogy az alabbi allitasok koziil melyik /melyek igaz(ak) tetszéleges A négyze-
tes matrixra! (E-vel jeloltiik az egységmatrixot, A¥ pedig azt a k tényezds szorzatot jeldli,
amelynek minden tagja A.)
a) Ha van olyan k > 1 egész szam, amelyre A¥ = E, akkor det A = 1 vagy det A = —1.
b) Ha det A = 1 vagy det A = —1, akkor van olyan k > 1 egész szam, amelyre A* = E.

* ok ok ok 3k

a) Az allitas igaz. Ugyanis A*¥ = E miatt det(A*) = 1 adodik (mert det B = 1).

(1 pont)

A determinansok szorzastételébol kévetkezik, hogy det(AF) = (det A)¥. (2 pont)

Igy (det A)* =1, amibsl det A = 41 valdban igaz. (2 pont)
b) Az allitas hamis; ennek igazolasara mutatunk egy ellenpéldat.

Legyen példaul A = ( 065 (2) ) (2 pont)
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Ekkor det A =0,5-2—-0-0=1, (1 pont)
0, 5" 0
0 2k
k > 1 egészre, vagyis A* = F semmilyen k-ra nem teljesiil. (2 pont)

de a matrixszorzéas definiciojabol azonnal adodik, hogy AF = ( minden
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5.2. 2. zh., pontozasi titmutatd, 2012. november 22.

1. Dontsiik el, hogy igazak-e az alabbi allitdsok minden olyan nxn-es A matrixra, amelynek
van inverze.

a) Ha A els6 oszlopanak minden eleme azonos, akkor A~!-ben az els6t kivéve minden
sorban az elemek Gsszege 0.

b) Ha A-ban az elsét kivéve minden sorban az elemek dsszege 0, akkor A~1 els6 oszlo-
panak minden eleme azonos.

* % % k%

a) Legyen A els§ oszlopanak minden eleme « és jeldlje az A~! matrix i-edik sordnak
és j-edik oszlopanak keresztez6désében 4allo elemet ¢; ;. Ekkor a # 0, kiilonben det A = 0
volna és igy A-nak nem volna inverze. (1 pont)
Mivel A=!' - A = E ¢és az E els§ oszlopanak minden eleme a legfelsét kivéve 0, ezért a
matrixszorzas definicidja szerint ¢; 1 -a+cjo-a+ ...+ ¢ pn- oo = 0igaz minden 2 <i <n

esetén. (2 pont)
Ebbél a-val val osztas utan éppen azt kapjuk, hogy A~1l-nek az i-edik sordban (i > 2
esetén) az elemek Osszege 0. Vagyis az allitas igaz. (1 pont)

b) Jelslje most z az A~ els6 oszlopat. Ekkor A- A~ = F miatt A -z az egységmatrix
els6 oszlopaval egyenls — jelolje ezt e, . (1 pont)

Jeldlje az A els6 soraban allo elemek Osszegét 5. Ekkor 5 # 0, kiilonben az A minden
soraban az elemek Osszege 0 volna, mas szoval A oszlopainak az Osszege 0 volna, vagyis
A oszlopai linearisan dsszefiiggdk volnanak. Igy (a tanultak miatt) det A = 0 volna és igy
A-nak nem volna inverze. (1 pont)
Legyen y az az oszlopvektor, amelynek minden eleme % Ekkor az A -y oszlopvektor i-
edik eleme (a méatrixszorzas definicidja szerint) az A matrix i-edik soraban allo elemek
Osszegének %—szorosa. Vagyis A-y =e,. (2 pont)
Ezek szerint az A - x = e, linearis egyenletrendszernek megoldasa x = y és z = z is.
Mivel azonban det A # 0, ezért (a tanultak szerint) az A -z = e, linearis egyenletrendszer
megoldésa egyértelmd, vagyis z = y. Igy z minden eleme azonos (épp %), ez az allitas is
igaz. (2 pont)

2. Megvélaszthato-e a p paraméter értéke ugy, hogy az alabbi matrix rangja 3 legyen? Ha
igen, hogyan?

3 8 6 9 4 1

0 5 7 2 1 10

6 0 0 p p p

0O 0 0 0 0 p
* * X * %

Elsszor tegytik fel, hogy p # 0. Ekkor a harmadik és negyedik sort p-vel, az elsg sort 3-
mal, a mésodikat 5-tel osztva lépcsds alakt matrixot kapunk, amelyben 4 vezéregyes van.
(2 pont)

Igy ilyenkor a métrix rangja 4 (mert a Gauss-eliminéciot a redukalt 1épcsés alakig folytatva
a vezéregyesek szama mar nem valtozna meg). (2 pont)
Tegyiik most fel, hogy p = 0. Ekkor a harmadik és negyedik sor csupa 0, elhagyasuk a
rangot nem valtoztatja. (2 pont)
A maradék (és igy az eredeti) matrix rangja 2, mert az els§ sort ismét 3-mal, a masodikat
5-tel osztva két vezéregyessel biro lépesss alakot kapunk (és ez a redukalt lépesss alakban
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is igy maradna). (2 pont)
Kovetkezésképp a matrix rangja p semmilyen értékére sem lesz 3. (2 pont)

3. Az A: R? — R? linedris leképezés az (1;2) vektorhoz a (0;3; —3) vektort, a (2;1)-hez
a (3;3;0)-t rendeli. Igaz-e az (1;2;3) € Im A allitas?

ok ok ok %
Annak megéllapitdsahoz, hogy A mit rendel egy tetszéleges (x,y) € R? vektorhoz, felirjuk

(x,y)-t (1;2) és (2; 1) linearis kombinaciojaként. Az (x,y) = a-(1;2)+ - (2; 1) egyenletbol

x = a+ 208 és y=2a+ f adodik, amibgl (révid szamolas utan) o = 23’% és B = %T_y

jon ki. (2 pont)
Ebbdl, felhasznalva a linearis leképezés definicidjat:
A(w,y)) = A (23“’3_ Z1;2) + 2”63_ Y (2 1)) _
oL A2) + Y A(@ ) =
= 2y3—m -(0;3;—3) + Y, (3;3;0) = 2z —y;z + y; ¢ — 2y). (3 pont)

Igy (1;2;3) € Im A akkor igaz, ha van olyan (x,y) € R?, amelyre (22 —y; 2 +y; o — 2y) =

(1;2;3). (1 pont)
Azonban 2z —y = 1 és © +y = 2 felhasznalasaval z = 1 és y = 1 adodik, de ezekre
x — 2y = 3 nem teljesiil. Igy az allitas hamis. (4 pont)

Megjegyezziik, hogy a feladat megoldasdhoz nincs feltétlen sziikség A altalanos ,képleté-
nek” felirasara. Lehet gy is érvelni, hogy mivel (1;2) és (2;1) bazist alkotnak a sikban,
ezért minden v sikvektor felirhat6o v = - (1;2) + 5 - (2;1) alakban. Ebbdl (hasonloan a
fentiekhez) A(v) = - A((1;2)) + 8- A((2;1)) adodik. Vagyis Im.A = ((0;3; —3), (3; 3;0)),

igy a feladat csak annak eldontése, hogy (1;2;3) ebben a generalt altérben van-e.

4. Legyen A : R?* — R3 az a linedris transzformacio, amely egy tetszdleges (x;y;2) € R?
vektorhoz az (z + y; « + z; 2 + 2y + 2z) vektort rendeli.
a) Igaz-e, hogy az (1;2;5) vektor sajatvektora A-nak?
b) Van-e A-nak pozitiv sajatértéke?
(A feladat megoldasahoz nem sziikséges megmutatni azt, hogy A valoban linearis transz-
formacio.)
X ok ok k%

a) A feladatbeli képletbl A((1;2;5)) = (3;6;15) adodik. Vagyis A((1;2;5)) = 3 -
(1;2;5). (2 pont)

Ez definici6 szerint épp azt jelenti, hogy (1;2;5) sajatvektora A-nak. (3 pont)

b) A fentiekbdl az is kideriil, hogy A = 3 sajatértéke A-nak: valoban, van olyan v # 0
vektor, amelyre A(v) = 3 - v (nevezetesen v = (1;2;5)). (4 pont)
Igy A-nak van pozitiv sajatértéke. (1 pont)

Megjegyezziik, hogy tovabbi (és a feladat megoldasanak szempontjabol sziikségtelen) mun-
kaval megkereshets A Osszes sajatértéke (példaul ugy, hogy A egy tetszdleges bazisban
felirt matrixanak sajatértékeit keressiik meg). Ebbgl kideriil, hogy A-nak a 3-on kiviil 1
és —1 is sajatértéke.

5. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenleteknek az 6sszes olyan komplex megoldé-
sat, amelynek a valos része és a képzetes része is pozitiv.

a) (7—1)-z =19+ 33 b) V2 - 2% = —100000 — 100000
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19 + 33¢

a) (7 —i)-vel osztva: z = ;= (1 pont)
—1
(19 + 33i)(7 + 1)
Y Gl Ui/ . 1 pont
(7—i)(T+1) (1 pont)
1 2501
= w = 2+ 5i. A kapott megoldasnak pedig a valds és képzetes része (2 és 5) is
pozitiv. (2 pont)
b) —100000 — 1000007 = 10°(—1 — i) = 10° - v/2 - (cos 225° 4 i sin 225°). (1 pont)
Ebbél 25 = 107 (cos 225° + i sin 225°). (1 pont)
z tehat /107 (cos 225° + i sin 225°) valamelyik értéke lehet csak. (1 pont)
Alkalmazva a tanult képletet: z = 10 (cos (45° 4+ k - 72°) + isin (45° + k - 72°)) valamely
0 < k < 4 értékre. (1 pont)
Ha a valos rész és a képzetes rész pozitiv, akkor a szég 0° és 90° k6zott van. Ez csak a
k = 0 esetben, a 45°-ra teljesiil. (1 pont)
Igy az egyetlen megoldas: z = 10 (cos 45° + isin 45°) = 5v/2 + 51/2i. (1 pont)

6. Hanyféleképp lehet elhelyezni a sakktablan 3 vilagos és 4 s6tét gyalogot?

(A sakktabla 8 x 8-as. Egy mezdre természetesen nem lehet egynél tébb babut tenni; ettdl
eltekintve a babuk elhelyezésénél a sakk szabalyaira nem kell tekintettel lenni. Két esetet
akkor tekintiink kiilonbozének, ha vagy van olyan mezd, amin az egyik esetben nem &ll
babu, a masikban igen, vagy van olyan mez§, amin nem azonos szinti babuk allnak a két
esetben. A végeredmény szamszeri értékét megadni nem kell; azonban a megoldésbol ki
kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szdmoldgéppel, ami csak a
négy alapmiiveletet ismeri!)

* % x k%

Elgszor vélasszuk ki a 64 mez6 koziil azt a harmat, ahova vilagos gyalogok keriilnek. A

lehetGségek szama (az ismétlés nélkiili kombinacional tanultak szerint) (634) = %.

Most a maradék 61 mez6 koziil kell kivalasztani azt a 4-et, ahova sotét gyalogok keriilnek.

61
A lehet@ségek szama itt ( 4) = (2 pont)
61-60-59-58
— - 2
1-2-3-4 (2 pont)

64

Mivel az elszor mondott (3) lehetdség mindegyike (641) féleképp folytathaté a ma-

4 1
sodiknak mondott valasztassal, ezért az Osszes lehetdségek szama <6 > . <6 > =

3 4
64 -63-62-61-60-59-58 3
1-2.3.1-2-3.4 (3 pont)
Megjegyezziik, hogy ha a megoldés soran elGszor a s6tét, utana a viladgos gyalogok helyét
valasztjuk meg, akkor az eredményt (644) . (630) alakban kapjuk meg (azonos gondolatmenet-
tel); ez azonban szamértékét tekintve azonos a fentivel. Egy harmadik megoldési lehet&ség
volna, ha elGsz0r azt a 7 mez6t valasztjuk ki, ahova gyalogok keriilnek, majd a valasztott
7 mez6 koziil (példaul) azt a 3-at, ahova a vilagosak. Ekkor (674) . (g) alakban jon ki ismét
csak ugyanaz az eredmény.
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5.3. 1. p6tzh., pontozasi ttmutatd, 2012. december 3.
1. Egy sikra esnek-e a térben az A(1;5;3), B(7;11;—5), C(10;14;—9) és D(12;6;—15)
pontok?

% %k % k%

AB = OB — OA = (7:11;-5) — (1 5; 3)

(6;6; —8) (ahol O az origot jeldli) és hasonloan

AC = (10; 14; -9) — (135;3) = (9;9; —12). (2 pout)
/@ és AC parhuzamosak (hiszen A = %E), vagyis A, B és C egy egyenesre esnek.
(4 pont)

Ebbdl kovetkezik, hogy tetszSlegesen valasztott D pont esetén (igy a feladatban meg-
adottra is) A, B, C' és D egy sikra esnek. (4 pont)

Masodik megoldés.
Felirjuk az A, B és D pontok altal meghatarozott sik egyenletét. Ennek normaéalvektora

lesz minden, az AB és AD vektorokra egyarant meréleges vektor. (1 pont)
J6 normalvektor lesz tehat példaul a AB x E vektorialis szorzat. (1 pont)
AB=0B - 0A = (7:11; =5) — (1;5;3) = (6;6; —8) (ahol O az origot jeldli) és hasonloan
AD = (12;6; —15) — (1;5;3) = (11;1; —18). (2 pont)
AB x AD-t a tanult képlettel meghatarozva:

(A k

6 6 —8 | =(6-(—18)—1-(=8))i— (6-(—18) —11-(—8))j+

11 18 -

+(6-1—6-11)k = (—100;20; —60). Ehelyett hasznalhatjuk normalvektornak a (—20)-
adrészét, az n = (5; —1; 3) vektort. (2 pont)
A kapott normélvektor és (példaul) A segitségével az ABD sik egyenlete mar a tanult
képlettel felirhato: 5z —y + 3z = 9. (2 pont)
Ebbe a C' pont koordinatait helyettesitve az egyenlet teljesiil, igy C rajta van ezen a sikon,
vagyis a négy pont egy sikra esik. (2 pont)

2. Az R5-beli W altér alljon azokbodl a vektorokbol, amelyekben a harmadiktol kezdve
mindegyik koordinata az elstte 4ll6 két koordinata atlaga. Igy példaul a (—2;10;4;7;5; 5, 5)
vektor W-beli. Hatérozzuk meg dim W értékét. (A feladat megoldasahoz nem sziikséges
megindokolni, hogy W valéban altér.)

Xk k% ok K
Legyen w € W egy tetsz6leges elem, amelynek a felso két eleme « és 3. Ekkor W defini-
ciojabol w felirhato: w = (a, S, %oz + 26, I %5, sa+ 55) (1 pont)

Ebb6lw — - (1,0,2. 1. 37 + 5.(0. 1,13 3 -
w=a-(1 24287)1’ B aig)é (2 pont)
5 ’8) ( » 3 4’8)

Ezért az u = (1,0, % i ésav= vektorok generatorrendszert alkotnak
W-ben. (3 pont)
u és v lineédrisan fliggetlenek is, mert nem t6bbszordsei egyméasnak. (2 pont)
Igy a fenti két vektort bazist alkot TW-ben, (1 pont)
amibgl dim W = 2. (1 pont)

Megjegyezziik, hogy a feladat megoldésahoz val6jaban nincs sziikség a fenti szamolasokra.
Ha u jelli a W (egyetlen) (1,0,...)T kezdett, v pedig a (0,1,...)T kezdet( elemét, akkor
w = au + Pu egyrészt W-beli elem (mert W altér), masrészt az elsé két eleme «, illetve
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B; igy w azonos W (egyetlen) (c, 3,...)T kezdetti elemével. Mar ez is mutatja, hogy u és
v generatorrendszert alkot.

3. A p valés paraméter minden értékére dontsiik el, hogy igaz-e az ¢ € (a, b, ¢, d) allitas az

2 4 10 —4 0
a= 3 , b= 4 |, c= 9 , d= 0 és e= -2
-1 0 1 p p+4

A generalt altér definicioja szerint azt kell eldonteni, hogy léteznek-e olyan «, 8,7, € R

skalarok, amelyekre aa + b + e + 0d = e teljesiil. (1 pont)
Behelyettesitve a, b, ¢, d és e konkrét értékét, a 2a+45+10y—46 =0, 3a+48+9y = -2,
—a+v+p-d=p+4 linearis egyenletrendszerre jutunk. (1 pont)
Erre a Gauss-eliminaciot alkalmazva:
2 4 10 —4 0 1 2 5 -2 0
34 9 0 -2 ~ 0 -2 -6 6 -2 ~
-1 0 1 plp+4 0 2 6 p—2|p+4
1 2 5 -2 0
0 1 3 -3 1 (2 pont)
0 0 0 p+4|p+2
Ha p + 4 = 0, akkor tilos sor keletkezik, igy az egyenletrendszernek nincs megoldésa.
(2 pont)

Ha viszont p+4 # 0, akkor az utolso sor (p+4)-gyel osztasa utan kapjuk a lépcsds alakot.
Ebben az esetben tehat az egyenletrendszernek lesz megoldéasa, mert a redukalt 1épcsss

alakig hatralévs 1épések soran ,tilos sor” mar nem keletkezhet. (3 pont)
gy az e € {(a,b,c,d) allitas pontosan akkor igaz, ha p # —4. (1 pont)
4. Hatarozzuk meg az alabbi determinans értékeét.

2 4 2 8

b) 10 9 15

4 8 7 10

3 7 6 5

* ok ok ok 3k

A determinans értékét a tanult modon, Gauss-eliminacioval hatarozzuk meg:

2 4 2 8 1 2 1 4 1 2 1 4
510 9 15| _, |0 0 4 =5 10 1 3 —7/|_
4 8 7 10 0 0 3 -6 00 3 —6
3 7 6 5 01 3 -7 0 0 4 -5
1 2 1 4
0 1 3 -7
61 0 g | o |=-6-3=-18
00 0 3

Minden, a megoldas menetét érdemben nem befolyasold szamolasi hiba 1 pont levonast
jelent. A determinansra vonatkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hidnyabol
fakado elvi hibak viszont darabonként 5 pont levonast jelentenek. Ilyen elvi hiba példaul,
ha a megold6 egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok cseréje utan nem, vagy hibasan
koveti a determinans értékének megvaltozasat.
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5. Az n X n-es A matrix els¢ oszlopanak minden eleme 1. A méatrix minden, nem az elsd
sorban és nem az els6 oszlopban all6 eleme a téle balra és a felette taldlhatd két elem
osszege. (Keépletben: a; ; = a;—1,; + a;,;—1 minden 2 < 4,j < n esetén.) Mutassuk meg,
hogy det A = 1.

* ok ok x k

Alulrol folfelé haladva az A minden sorabdl (az elsét kivéve) vonjuk ki a folotte allot; a
kapott matrix legyen A’. A tanultak szerint det A’ = det A. (1 pont)
A’ els6 oszlopaban a legfelss 1-est6l eltekintve minden elem 0. Igy példaul a kifejtési
tételbdl kovetkezik, hogy det A’ megegyezik det B-vel, ahol B az A’ els6 soranak és els6
oszlopanak elhagyasaval kapott (n — 1) x (n — 1)-es matrix. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy B-re is fennéllnak a feladatban A-r6l mondott feltételek. Ebbsl
mar a matrix sorainak és oszlopainak szamara vonatkozo teljes indukcioval kovetkezni
fog a feladat allitasa: valoban, egyrészt n = 1 esetén nyilvan igaz az allitas, masrészt
det B = det A miatt — ha B-re valoban teljesiilnek a feltételek és igy alkalmazhato réa az
indukcios feltevés — det A = 1 is kdvetkezik. (3 pont)
A maésodik oszlopaban az elemek foliilrdl lefelé haladva egyesével novekednek — ez kévetke-
zik az a; 2 = aj—12 + a;1 és az a; 1 = 1 feltételekbdl. Igy az A'-t elsallito lépések valoban
csupa l-est hoznak létre A’ masodik oszlopaban és igy B els6 oszlopaban is. (2 pont)
Vélasszunk most ki A-bol 5 elemet, amelyek a kovetkezoképpen helyezkednek el egymas-
q
hoz képest: p oz . Ekkor a feladat feltételébdsl z = p + q és x = y + z kdvetkezik.
y
Ezeket egymasbol kivonva:  — z = (y —p) + (2 — ¢). Ez az egyenlet pedig valoban mutatja,
hogy B-re is fennall a feladatbeli masodik feltétel, mert az A’ matrixban z helyén x — z,
y helyén y — p és z helyén z — ¢ &ll. (3 pont)

6. A 100 x 100-as A matrix bal fels§ sarkaban allo 50 x 50-es részmatrixdnak minden eleme
6, a jobb fels6 sarokban all6 50 x 50-es részmatrix minden eleme —4, a bal als6 sarokban
alloé 50 x 50-es részmétrix minden eleme 9, végiil a jobb alsé sarokban &all6 50 x 50-es
részmétrix minden eleme —6. Hatarozzuk meg az A2°'? métrixot (vagyis annak a 2012
tagi szorzatnak az eredményét, amelynek minden tagja A).

* ok ok ok ok

A matrixszorzas definicidja szerint az A% matrix bal fels§ sarkaban allo 50 x 50-es rész-
métrixdnak minden eleme 50 - (6 - 6 + (—4) - 9) = 0. (3 pont)
Hasonléan, az A? jobb felss, bal alsé, illetve jobb alsé sarkaban allé 50 x 50-es részmétri-
xénak minden eleme is 50 - (6 - (—4) + (—4) - (—6)) =0, 50 - (96 + (—6) - 9) = 0, illetve
50 (9 (—4) + (—6) - (—6)) = 0. (2 pont)
Igy tehat A% = 0, ahol 0 a 100 x 100-as nullmatrixot jeldli (amelynek minden eleme 0).
(1 pont)

Mivel a 0-val végzett szorzas mindig a 0-t adja eredményiil, A2012 = 0 is igaz lesz.(4 pont)
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5.4. 2. p6tzh., pontozasi ttmutatd, 2012. december 3.

1. Dontsiik el, hogy létezik-e inverze az alabbi A méatrixnak; ha igen, akkor szamitsuk ki
A inverzét.

1 =3 7
A= -1 3 -6
2 =5 12

* % % ok %

A~ l-et a tanult modon, Gauss-eliminacioval szamolva:

1 -3 711 0 O 1 -3 7 1 0 O
-1 3 —=6/0 1 0 ~ 0 0 1 1 1 0 ~
2 -5 12|10 0 1 0 1 -2 -2 0 1
1 -3 7 1 0 O
0 1 -2]-2 0 1 ~
0 0 1 1 1 0
1 -3 0|-6 -7 0 1 0 0|-6 -1 3
~ 0 1 0 0 2 1 ~ 0 1 0 0 2 1 (8 pont)
0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0
Igy A=! a fenti, a vonaltol jobbra es6 matrix. (2 pont)

Minden, a megoldas menetét érdemben nem befolyasolo szamolasi hiba 1 pont levonast
jelent. Ha valaki csak annyit allapit meg, hogy det A = —1 # 0, ezért az inverz létezik, de
nem szdmolja ki, az 3 pontot ér. (Nem jar pontlevonas azért, ha valaki a fenti szamolas
utan nem tér ki arra, hogy az inverz miért létezik — hiszen ez a modszer helyes miikodésébsl
implicite kovetkezik.) Ha latszik, hogy a megoldo a modszert elvileg ismeri, de nem tudja
kivitelezni, az legfoljebb 2 pontot érhet.

2. Nevezziik egy szamsorozatot félig szamtaninak, ha barmely elemérsl a kovetkezére at-
lépve a novekmény csak két kiilonbozs értéket vehet fel. (Igy példaul a 3, 7, 11, 12, 16, 17,
18 sorozat félig szamtani.) Az A matrixra teljesiil, hogy az els6 harom sora félig szamtani
sorozatot alkot (vagyis a sor elemein balrol jobbra végighaladva félig szamtani soroza-
tot kapunk), az Osszes tobbi sora pedig szamtani sorozatot alkot. Mutassuk meg, hogy
r(A) <9 (ahol r-rel a rangot jeloltiik).

* ok ok ok 3k

Jobbrol balra haladva minden oszlopbdl (kivéve az elsét) vonjuk ki a t6le balra allot. A
kapott matrixot jelolje B. A tanultak szerint r(B) = r(A). (2 pont)
Mivel a negyediktsl kezdve A minden sora szdmtani sorozatot alkot, ezért B-ben ezek a
sorok a masodiktol kezdve csupa azonos elemet tartalmaznak (a megfelels szamtani soro-
zat differenciajat). (1 pont)
Hasonlban, B els6 harom sora olyan, hogy az els6 elemtdl eltekintve csak két kiillonb6z6
érték fordul el benne: a megfelels félig szamtani sorozat kétféle novekmeénye. (2 pont)
A fentiekbdl kovetkezik, hogy B oszlopai az elsét leszamitva csak 8 kiilonb6z6 oszlopvektor
koziil keriilhetnek ki: az els6 harom elem megvélasztasara mindig két-két lehetéség van, a
negyediktdl kezdve pedig mar csak egy. (3 pont)
Igy B-nek 6sszesen 9 kiilonbozé fajta oszlopa lehet. Ebbél pedig, felhasznalva példaul az
oszloprang definicojat, kovetkezik, hogy r(B) < 9: valoban, B-bdl 9-nél tobb oszlopot va-
lasztva lesz koztiik két azonos, igy a valasztott oszlopok nem lesznek linearisan fiiggetlenek.
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Igy tehat r(A) < 9 is igaz. (2 pont)
Megjegyezziik, hogy a feladat allitdsanal valojaban tobb is igaz: r(A) < 5 is teljesiil a
feladat feltételeinek megfelels A matrixra. Ez kovetkezik abbol, hogy a megoldasban irt
B matrixbol az els6 oszlopat elhagyva olyan B’ matrixot kapunk, amelynek a negyedik-
t6l kezdve minden sora csupa azonos elembdl all. Mivel barmely két ilyen sor koziil az
egyik a masiknak skalarszorosa, ezért (a sorrang definicioja miatt) r(B’) < 4 kivetkezik.
Visszavéve B els6 oszlopat kapjuk, hogy r(B) = r(A) < 5.

3. Nevezziink egy R™-beli oszlopvektort konstansnak, ha minden eleme azonos. Legyen
A R™ — R™ linearis transzformacio és legyen B, illetve C' két bazis R™-ben. Tegyiik fel,
hogy b; +by+...+0b, és¢c; + ¢+ ...+, egyarant konstans vektorok és az [A] ; matrix
minden oszlopa is konstans vektor. Mutassuk meg, hogy ekkor az [A]. métrix minden
oszlopa is konstans vektor.

* ok ok ok ok

Alljon a C a ¢y, ¢y, ... , ¢, vektorokbol és legyen ezek koziil egy tetszlegesen valasztott c;.
Az [A] definicioja szerint azt kell megmutatnunk, hogy [A(c;)] (vagyis a ¢; képének C'
szerinti koordinatavektora) konstans vektor. (1 pont)
A tanult tétel szerint [A(c;)| 5 = [Al s - [¢i] 5- (1 pont)

Mivel [A]; minden oszlopa konstans, ezért [A] ; minden sora azonos, igy (a matrixszorzas
definicioja miatt) [A] 5 - [¢;] 5 is konstans vektor lesz; legyen ennek minden eleme v.(2 pont)
A fentiekbdl tehat A(c;) = v (by +by+...+b,), ahol by, b, ..., b, a B vektorai.(1 pont)
Mivel by +by + ...+, és ¢y +¢cy+ ...+ ¢, egyarant konstans vektorok, ezért létezik egy
olyan A szam, hogy by +by+...+b, =A-(¢; + e+ ... +¢,)s (2 pont)
hiszen ¢; + ¢, + ... + ¢, nem lehet a nullvektor (mert C' vektorai linearisan fiiggetlenek).
(1 pont)

Ezt a fentibe helyettesitve: A(¢;)) =~v-A-(¢; + ¢+ ...+ ¢,)- (1 pont)
Ez pedig épp azt jelenti, hogy [A(c;)], minden eleme + - A, amivel az allitast belat-
tuk. (1 pont)

4. Hatarozzuk meg az alabbi méatrix minden sajatértékét és a legnagyobb sajatértékhez
adjunk meg egy sajatvektort.
2 1
(5 4)

A tanult tétel szerint A akkor és csak akkor sajatértéke a matrixnak, ha 2 g A 4 i A=
0, (1 pont)
azaz ha (2—-A)(4—A)—1-3=0. (2 pont)

A kapott A% — 6\ + 5 = 0 masodfoku egyenletet megoldva: a sajatértékek A = 1 és A\ = 5.
(1 pont)

Egy v = ( ay: ) vektor definicio szerint akkor lesz a A = 5 sajatértékhez tartozo sajatvek-

tor, ha A-v =5 v és v #0 (ahol A a feladatbeli matrixot jeloli). (2 pont)
A matrixszorzas definicidja szerint ez a 2x + y = bz, 3z + 4y = 5y egyenletrendszerre
vezet. (2 pont)

Mindkét egyenletbdl y = 3z adodik, vagyis sajatvektor lesz minden olyan, a nullvektortol
kiilonb6z6 vektor, ami ennek a feltételnek megfelel. Igy példaul 5-héz tartozo sajatvektor

ay:(})’). (2 pont)
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5. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenleteknek az 6sszes olyan komplex megolda-
sat, amelynek a valos része pozitiv.
22 — 214

a) ——— =3 —4i b) 2% +125i =0
z
X ok & ok ok
) 22 — 21
Atrend == = 1 t
a) Atrendezve: z FYT (1 pont)
(22 — 210)(3 + 4i)
= = 1 t
(3 — 4i)(3 + 4) (1 pont)
150 + 257
= % = 6+ 4. A kapott megoldasnak pedig a valos része (6) pozitiv. (2 pont)
b) Atrendezve: 23 = —1254, igy 2z a /—125i valamelyik értéke lehet csak. (1 pont)
—125¢ = 125 - (cos 270° + i sin 270°). (1 pont)
Alkalmazva a tanult képletet: z = 5 (cos (90° + k - 120°) 4 isin (90° + k - 120°)) valamely
0 < k < 2 értékre. (2 pont)
Ha a valds rész pozitiv, akkor a szog vagy 0° és 90° kozott, vagy 270° és 360° kozott van.
Ez csak a k = 2 esetben, a 330°-ra teljestil. (1 pont)
Igy az egyetlen megoldas: z = 5 (cos 330° + i sin 330°) 5—‘2/3 - 34 (1 pont)

6. Egy kisvaros 20 f6s 6nkorméanyzati képviselGtestiilete harom kiilénbozé feladatra valaszt
egy-egy bizottsagot (legyenek ezek A, B és C). Mindharom bizottsdg 4 f6s és barmely
képvisels tobb bizottsagban is lehet tag, de azt nem szeretnék, ha két bizottsagnak teljesen
azonos volna a tagsaga. Tovabbi cél, hogy a polgarmester (aki egyike a 20 képviselnek)
pontosan egy bizottsagban legyen tag a harom kozil (de az mindegy, hogy melyikben).
Hanyféleképpen valaszthatjak meg a harom bizottsagot?

* ok ok ok 3k

El6szor eldontjiik, hogy a polgarmester melyik bizottsdgban lesz tag; erre nyilvan 3
lehet@ség van. (1 pont)
Abba a bizottsdgba, amelyikbe keriilt, a polgarmester mellé a maradék 19 képviseld koziil

19
3-at kell valasztani. Erre a lehetdségek szama nyilvan ( 5 ) = (1 pont)
19-18-17
=133 (1 pont)

Most kivalasztjuk A, B és C koziil (példaul) az els6 olyannak a tagsagat, amely még nem
dslt el. Mivel a polgarmestertdl kiilonbozs 19 képviselbdl kell 4-et valasztanunk (mert a

19
polgarmester mar tobb bizottsagban nem lehet tag), a lehetéségek szama ( 4 > =(2 pont)

_19-18-17-16

T 5.3.4 (1 pont)

Végiil kivilasztjuk a harmadik bizottsag tagsagat is. Itt is a polgarmestertsl kiilonbozd
19 képvisels kozil valasztunk 4-et, de a lehetségek szama most 1-gyel kevesebb, mint az
el6bb, mert pontosan ugyanazt a négy képvisel6t mar nem valaszthatjuk. Vagyis a lehets-

19
ségek szama most 1) 1. (2 pont)

Mivel az el6szér mondott 3 lehet&ség mindegyike (139)—féleképp folytathatoé a méasodik va-
lasztassal; majd az igy kapott 3 - ('7) lehetéség mindegyike (')-féleképp folytathato a
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harmadik vélasztassal; majd az igy kapott 3 - (139) . (149) lehet6ség mindegyike ((149) — 1)—
féleképp folytathato az utolsd valasztassal, az Gsszes lehetGségek szama:

5 19 19 19 ) s 19-18-17 19-18-17-16 19~18-17~16_1
3 4 4 o 1-2-3 1-2-3-4 1-2-3-4 '

(2 pont)
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