Bevezetés a Szamitdselméletbe I1.
. Zarthelyi 2004 mércius 25.

. Létezik-e olyan lépéssorozat a huszarral a 8 x 8-as sakktablan, melynek soran az
Osszes lehetséges 1épést pontosan egyszer megtessziik, de csakis az egyik iranyban?
(Vagyis, ha X és Y két olyan mez8, hogy a huszér 1éphet egyikr6l a mésikra [ilyen
pl. a sakktabla szokasos jeloléseivel Al és B3|, akkor a kivant lépéssorozatban az
X =Y ésY — X Iépések koziil az egyiknek el6 kell fordulnia, de mindketto nem
szerepelhet.)

. Egy tinnepi vacsordra 49 vendéget hivtak. Minden vendég legaldbb 24 mésik vendéget
ismer. Mindannyian ismerik tovdbba a hazigazdat. (Az ismeretségeket kolcsonosnek
tételezziik fel.) Bizonyitsuk be, hogy az 50 ember (tehét a hazigazda és 49 vendége)
letiltethet6 egy 50 személyes kerek asztal koré ugy, hogy mindenki ismerje a két
mellette ul6t.

. Kirandulasra késziilédve n résztvevonek n csomagot kell egymas kozott szétosztania
ugy, hogy mindegyikiik egy-egy csomagot hozzon a maga hétizsdkjaban. Minden
csomagra igaz, hogy egy kivételével az Osszes hatizsdkba belerakhaté. Azt is tudjuk,
hogy mind az n hatizsakhoz van olyan csomag, ami abban elfér. Mindezek alapjan
bizonyitsuk be, hogy a kivant elosztas lehetséges, vagyis az n csomag elhelyezheto
az n hatizsakban tugy, hogy mindegyikbe egy keriiljon.

. Egy 100 csticsu F' paros graf minden pontjanak fokszama 20. Allapitsuk meg az
éleket lefogé minimadlis ponthalmaz méretét, azaz a 7(G) értéket!

. A G graf csucsai legyenek az uq,us, ..., U3, V1, V2, . .., Us0s pontok. G feszitett
részgrafja az u; pontokon egy 2003, a v; pontokon pedig egy 2004 hosszisagu kor.
Ezen kivil u; és v; 0ssze van kotve egymadssal minden lehetséges i, j értékpér esetén.
Mennyi a G graf kromatikus szama?

. Jelolje Dy azt a 18 éll grafot, amit ugy kaphatunk egy 9 hosszisagu korbdl, hogy a
koérben masodszomszédos pontokat is 6sszekotjiik. Allapitsuk meg, hogy Dy perfekt
graf-e!

. Egy 49 csicsu grafnak 1030 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor a kromatikus szama
legalabb 8, és hogy 8 lehet is.

. Allapitsuk meg a feladat elvégzéséhez sziikséges id6 hosszat és hatarozzuk meg a
kritikus utakat az aldbbi PERT diagramon!




Bevezetés a Szamitdselméletbe I1.
2. Zarthelyi
2004. aprilis 29.

1. Adjuk meg a maximélis folyam értékét S-bél T-be az x > 0 valés paraméter
fliggvényében az alabbi halézatban.

[\]

. Egy hal6zatban minden kapacitasérték 18, 21, vagy 30. Bizonyitsuk be, hogy megad-
haté olyan maximaélis értékii folyam az adott halézatban, ami minden egyes élen
harommal oszthato egész értéket vesz fel.

3. Bizonyitsuk be, hogy a
2In+4
14n+ 3

tort semmilyen nemnegativ egész n-re sem egyszeriisitheto.

4. Mennyi az 1993199 szam 2004-gyel val6 osztéaskor keletkezé maradéka?

5. Oldjuk meg az alabbi kongruenciat!

170z =78 (mod 2006)

D

. Melyik az a legkisebb pozitiv egész n szam, amire az S, szimmetrikus csoportnak
van Dy-gyel, vagyis a negyedfoku diédercsoporttal izomorf részcsoportja?

7. Legyen H és K egy GG csoport két véges részcsoportja, melyekre teljesiil, hogy
Inko(|H], |K) = 1,

vagyis H és K rendje relativ primek. Mutassuk meg, hogy ekkor H N K = {e}, ahol
e a (G csoport egységeleme.

oo

. Legyen G egy n-elemti csoport (n pozitiv egész szdm) és L ennek olyan részcsoportja,
melynek G-beli indexe . Bizonyitsuk be, hogy ekkor tetszbleges h € L elemre

fennéll, hogy h'® = e, ahol e a G csoport egységeleme.



Bevezetés a szamitdselméletbe I1.
1. Pétzarthelyi 2004. majus 3.

1. Milyen n pozitiv egész szamok esetén talalhaté Euler-kor az n csicsu teljes graf
élgrafjanak komplementerében?

2. Allapitsuk meg, hogy tartalmaz-e Hamilton-kort az abran lathaté graf!

3. Legyen G egy 8 csucsu 13 élet tartalmazo sikbarajzolhato graf. Bizonyitsuk be,
hogy GG kromatikus szdma nagyobb, mint 2.

4. Jelolje G azt a grafot, amit a Ky teljes gratbdél kapunk, ha elhagyunk beldle egy
teljes parositast. Hatdrozzuk meg a G graf kromatikus szamat!

5. Tiz csaldd minden egyes tagja felirt tiz-tiz konyveimet egy-egy papirlapra. Tudjuk,
hogy ha két ember ugyanabba a csaladba tartozik, akkor e tizes listaik diszjunktak.
Egy nagy konyvesbolt vezetéi szeretnék a boltot avval reklamozni, hogy a tiz csalad
minden tagjanak ajandékoznak egy olyan konyvet, ami az illetd listdjan szerepel.
A boltban az Gsszes felirt konyv megvan. A vezetOség azt is szeretné, ha egy-egy
konyvbol legfeljebb egyetlen kotetet adndnak oda ajandékul. Bizonyitsuk be, hogy
a leirt feltételek mellett ez megvaldsithatd, vagyis kaphat mindenki egy konyvet a
listajarol ugy, hogy semelyik konyvbol sem kapnak egynél tobben.

6. Egy 10 x 10-es tablazatbol valaki kivalasztott 30 mez6t gy, hogy minden sorban
és minden oszlopban pontosan harom kivalasztott mez6 szerepeljen. Szeretnénk
10 fehér, 10 fekete és 10 piros gombot elhelyezni a 30 kivélasztott mezon tgy, hogy
minden sorban és minden oszlopban pontosan egy fehér, egy fekete és egy piros gomb
legyen. Bizonyitsuk be, hogy ez a megadott feltételek mellett mindig lehetséges.

7. Egy 30 {6s tarsasagban barmely 4 ember kozott van 2, akik kezet fogtak egymassal.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor a tarsasag tagjai kozott legalabb 135 kézfogdas tortént.

8. Allapitsuk meg a feladat elvégzéséhez sziikséges id6 hosszat és hatarozzuk meg a
kritikus utakat az aldbbi PERT diagramon!
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Bevezetés a szamitdselméletbe I1.
2. Potzarthelyi 2004. méjus 10.

. Adjuk meg a maximaélis folyam értékét S-bol T-be a 9 < x < 10 feltételeknek eleget
tevé x paraméter fliggvényében az aldbbi hélézatban.

. Mennyi a K, ;, egyik szinosztdlyaban r, masikban s pontot tartalmazoé teljes péros
graf k(K s) csicsosszefliggbségi szamanak értéke?

. Egy n pozitiv egész szamrol tudjuk, hogy osztéinak szdma p, ahol p primszam.
Allapitsuk meg, hogy az ezen p osztébdl alkothatd, Osszesen (’2’ szampar koziil
hany lesz relativ prim.

. Oldjuk meg az aldbbi kongruenciat (vagyis éllapitsuk meg az azt kielégité x(-ek)
18-cal adott maradékat)!
400z =14 (mod 18)
. Adjuk meg a ¢(1000) és a ¢©(999) szamok legnagyobb kézos osztéjat!

. Allapitsuk meg, hogy tartalmaz-e az S5 szimmetrikus csoport a 7-elemii ciklikus
csoporttal izomorf részcsoportot.

. Legyen G egy n elemii csoport (n pozitiv egész), m pedig n-hez relativ prim pozitiv
egész szam. A G csoport valamely g elemérol azt tudjuk, hogy ¢g™ = e, ahol e a
G-beli egységelem. Bizonyitsuk be, hogy ekkor g = e.

. Mutassuk meg, hogy nemkommutativ csoport kommutativ részcsoportja nem feltétleniil
normalis részcsoport.



