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ELOSZO

A jegyzet a BME Villamosmérnoki és Informatikai Kar Informatikus szaka-
nak Valoészintségszamitas c. tantargydhoz készlilt segédanyag.

A jegyzet az elmélet szokasos felépitését kovetve négy fejezetre tagolodik,
a fejezetek szakaszokbol allnak. Az els fejezet tartalmazza a valoszintiségsza-
mitas axidmarendszerét, a valosziniiségi mérték legfontosabb tulajdonsigait
és kiszamitédsdnak klasszikus modszereit. A masodik fejezet a valdszintiségi
valtozokkal, a harmadik fejezet a valészintiségi vektorvaltozokkal foglakozik.
A negyedik fejezetben kapnak helyet a nagy szdmok toérvényei és a centralis
hatéreloszlas tételek. A fejezetek végén nagy szami kidolgozott feladat és
6nélléan megoldandé gyakorlat talalhaté. A jegyzet végén a felhasznalt
jelolések, szimbolumok osszefoglaldsa, targymutaté, ajanlott irodalmak je-
gyzéke és fiiggelékben a normalis eloszlas tablazata olvashaté még.

A Valoszintiségszamitas c. tantargy elSkésziti a 'Témegkiszolgalas infor-
matikai rendszerekben és az Informéacioelmélet c. tantargyakat, de olyan mas
targyak is épitenek ra, mint pl. a Matematikai statisztika, Sztochasztikus
folyamatok, Véletlen szamok generalasa és szimuldciok, Meghizhatosagelmé-
let, Operéaciokutatés, stb.

A valdszintiségszamitast axiomatikus felépitésben targyaljuk, eleve elfo-
gadott alapfogalmakbél és alaptételekbdl kiindulva jutunk el az egyszeriibb
tételeken és definicidkon keresztiil az Gsszetettebb allitdsokhoz és fogalmak-
hoz. A tételek nagy része bizonyitasokkal egyiitt szerepel, ami az elméleti
hattér jobb megértését szolgalja. Ugyanezt segitik a bemutatott példak és
kidolgozott feladatok, valamint a mellékelt dbrak is. Az osszetett, bonyolult
bizonyitésokat elsé olvasaskor mellézni lehet, a f6bb osszefiiggések anélkiil is
megérthetsk.

lztton mondok koszonetet Dr. Gyorfi Laszlo akadémikusnak a kézirat
gondos atnezéséért, a jegyzet szerkezeti felépitésével kapcesolatos tanacsaiért
és értékes szakmai megjegyzéseiért, kiegészitéseiért. Koszomom Pintér Marta
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doktorandusznak is, hogy koriiltekintGen elolvasta a kéziratot, és segitett a hi-
bak, pontatlansagok kikiiszobolésében. Koszonettel tartozom Gyéri Sandor
masodéves informatikus hallgatonak is, aki sokat dolgozott a széveg inter-
net halézatra tételével. Végezetiil koszondm Salfer Géabor tandrsegédnek a
BETEXszovegszerkesztével kapesolatos tandcsait, segitségét.
Budapest, 1998. szeptember 15.
Ketskeméty Laszlo



I. fejezet

A Kolmogorov-féle valoszintiségi
mezo

I.1. A valésziniiségszamitas alapfogalmai és axi-
6marendszere

Az alapfogalmak szemléletbdl eredd, magatol értet8dd fogalmakat jelentenek,
amelyeket egyszertibb fogalmak segitségével nem lehet definialni, hanem csu-
pan koriilirni lehet ket, illetsleg példakat lehet mutatni rajuk.

Hasonloan, az axiomdk bizonyitas nélkiil elfogadott allitasok, amelyek
annyira nyilvanvaléak, hogy csupan a szemléletbdl vezetjiik le Sket.

I.1.1. Alapfogalom: Véleilen kisérlelen (K) olyan folyamatot, jelensé-
get értiink, amelynek kimenetele elgre bizonyosan megnem mondhato, csupan
az, hogy elvileg milyen kisérletkimenetelek lehetnek. A véletlen kisérletet
akarhanyszor meg lehet figyvelni, vagy végre lehet hajtani azonos feltételek
mellett.

I.1.1. Példa:

a.) Egy szabalyos jatékkockaval dobunk. Nem tudjuk elére megmondani az
eredményt, de azt allithatjuk, hogy az 1,2,3,4,5,6 érték koziil valamelyiket
kapjuk.

h.) Egy teljes, jol megkevert csomag magyarkartyabol véletlenszertien kiha-
zunk 10 lapot. A véletlentdl fiigg, hogy melyik lesz az a 10 lap, de azt
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tudjuk, hogy a 32 lap Osszes ismétlés nélkiili kombinacioja koziil lehet
csak valamelyik.

c.) Egy telefonkésziiléket figyelve mérjiik a két hivas kozott eltelt idgt. A
lehetséges kimenetelek a [0, 00) intervallum pontjai.

1.1.2. Alapfogalom: A & véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi
eseménynek nevezziik. A véletlen kisérlet végrehajtdsa soran az elemi es-
emények halmazabo6l mindig csak egy fog realizalodni. Az elemi események
jelolésére az w, esetleg w; szimbolumokat fogjuk hasznélni.

1.1.1. Definicié: A R véletlen kisérlettel kapcsolatos dsszes elemi ese-
mény halmazat eseménytérnek nevezziik és Q-val jeloljik.

1.1.2. Példa:

a.) A kockadobds kisérletével kapesolatos elemi események az 1,2,3,4,5,6
értékek, Q = {1,2,3,4,5,6}.

b.) A kartyahuizés kisérlethez tartozé elemi események a 32-es csomag Osszes
10 lapos részhalmazai, a lapok sorrendjét nem figyelembevéve, 2 = {w : w
a 32 kartyacsomag egy 10 elemszamt kombinéaci6ja}.

c.) A telefonhivésok kozotti idStartamra vonatkozé kisérlethez tartozéd elemi
események az ) = [0, oc) intervallum pontjai.

1.1.2. Definicié: Az elemi események halmazait, az () eseménytér rész-
halmazait eseményeknek nevezziik, és a latin abe betiivel jeloljiik: A, B, C, .. ..

Megjeqyzés:

a.) Az események definidlasdt gyakran logikai allitdsok megfogalmazasaval
tessziik. Ilyenkor az eseménynek megfelels halmaz azokbol az elemi es-
eményekbdl 4ll, amelyek realizalédasa esetén a logikai allitas értéke igaz.

b.) Az egyetlen elemi eseménybél all6 eseményeket az egyszertiség kedvéért
a tovabbiakban szintén elemi eseményeknek fogjuk nevezni, holott ma-
tematikailag az elem és az elembdl 4ll6 egyelemt halmaz fogalma nem
ugyanaz! A legaldbb kételemt eseményeket dsszelell eseménynek is ne-
vezzlik.
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I.1.3. Definicié: Az A esemény bekdvetkezik, ha a kisérlet végrehajtasa
utéan olyan elemi esemény realizalodott, ami az A eleme.

I.1.3. Példa: a.) A kockadobas kisérletével kapcsolatos esemény a {2,4,6}
elemi esemény-halmaz, melyet a ,parosat dobunk” logikai allitassal is defini-
alhatunk.

h.) Ak
lapok kozott” allitashoz tartozo kartya-kombinaciok halmaza, amelyhez az
Q-at alkoto (332) db. elemi eseményhdl (?’82) — (288) tartozik.

c.) A telefonhivasok kozotti id6tartamra vonatkozé kisérlethez tartozo
esemény pl. az 0t percen beliil fog cséngeni”, ami éppen a [0,5) intervallum
pontjait definidlja.

rahtizas kisérlethez tartozo esemény pl. a. ,van asz a kihazott

1.1.4. Definicié: Az A esemény maga uldn vonja a B eseményt, ha az
A esemény részhalmaza a B eseménynek. Jelolés: A C B.

Megjegyzés: A R véletlen kisérlet w elemi eseményeit jellemzi az, hogy
nincs olyan B # () esemény, amely w-t maga utédn vonna.

I.1.4. Példa: a.) Kockadobasnal a ,hatost dobunk” esemény maga utan
vonja a ,parosat dobunk” eseményt.

b.) Kartyahtzasnal a ,mind a négy aszt kihaztuk” esemény maga utan
vonja a wvan piros szind lap a kihtzottak kozott” eseményt.

c.) Telefonhivasnal az .6t percen beliil csorogni fog” maga utan vonja a
Lbiz percen beliil csérogni fog” eseményt, hiszen [0,5) C [0, 10).

I.1.5. Definicié: Az A és B események ekvivalensek, ha A C Bés BC A
teljesiil egyszerre. Ekvivalens események kézott nem tesziink kiilonbséget.
Jelolés: A= B.

I.1.6. Definici6: Lehetetien eseménynek nevezziik azt a (-vel jeldlt ese-
ményt, amely a & barmely végrehajtasa sordn soha nem fog bekévetkezni,
azaz () az iires halmaz. () megfelel a konstans hamis allitasnak, olyan esemény,
ami elvileg soha nem kévetkezhet be.

1.1.7. Definicié: Bizlos eseménynek nevezziik azt az eseményt, amelyik
a R barmely végrehajtasa soran mindig bekovetkezik. 1z az esemény nem
mas, mint az ) eseménytér. 2 megfelel a kontans igaz allitasnak.
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1.1.5. Példa:

a.) A kockadobasnal a ,,10-nél kisebb értéket dobunk” esemény az Q-val, a
ynegativ értéket dobunk” esemény pedig (-vel ekvivalens.

b.) Kartyahuzasnal ,yvan a lapok kozott hetestdl kiilonbozs” Q-val, mig a
yminden lap értéke legalabb tiz” (-vel ekvivalens.

c.) Telefonhivasnal ,valamikor csérogni fog” Q-val, ,soha nem fog csérogni”
pedig (-vel ekvivalens.

1.1.8. Definicié: Egy A esemény ellenlell eseménye az az A -val jeldlt
esemény, ami pontosan akkor kovetkezik be, amikor A nem kovetkezik be. A
az A-nak az Q-ra vonatkoztatott komplementer halmaza, azaz A = Q '\ A,

1.1.9. Definicié: Az A és B események osszegén azt az A+ B-vel jelolt
eseményt értjiik, amely pontosan akkor kovetkezik be, ha A és B koziil lega-
labb az egyik bekovetkezik. (A + B az A és B eseményck uniéja).

1.1.10. Definicié: Az A és B események szorzatén azt az AB vagy A-B-
vel jelolt eseményt értjiik, amely pontosan akkor kovetkezik be, amikor A is
és B is egyidejtileg bekovetkezik. (AB az A és B események metszete).

1.1.11. Definicié: Az A és B események kiilonbségén azt az A\ B -
vel jelolt eseményt értjiik, ami pontosan akkor kovetkezik be, amikor A
beksvetkezik, de B nem. ( A\ B = A - B).

1.1.1. Tétel: Tetsusleges A, B és C eseményekre igazak az aldbbiak:
a) A+ B=B+ A,

b)) (A+B)+C=A+(B+C),

c.) A+ A=A,

d.) AB = BA,

e.) (AB)C = A(BC),

f.) AA=A,

g.) A(B+C)=(AB)+ (AC),

h) A+ (BC)=(A+B)(A+C),

i) A=A,
A+ B=A.

k) A - B=A+

|

B'ﬁ
H'ﬁ
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1) A-A=0,
m.) A+A=0,
n.) AQ=A,
0) A+Q =0,
p.) A0 =10,
1‘.) A+0=A.

Bizonyitds: Mivel az események kozotti miiveletek a halmazok kézotti
unié és metszet illetve a komplementer segitségével voltak értelmezve, és ott
igazak a Boole algebra 6sszefiiggései, itt is érvényesek lesznek. W

1.1.12. Definicié: Az A és B események eqymdst kizdrdak, ha AB = (),
azaz szorzatuk a lehetetlen esemény. Egymast kizaré események egyidejtileg
nem kévetkezhetnek be.

I.1.13. Definicié: Az Ay, As,.... A,,... események (nem feltétleniil vé-
ges elemszami) rendszereteljes eseményrendszert alkot, ha i, 7 -re A;- A; =0

(paronként egymast kizarjak) és Y A; = Q teljesiil.
vi
Megjegyzés:

a.) A R véletlen kisérlet egy végrehajtasa soran a teljes eseményrendszer
eseményei koziil csak egyikiik fog biztosan bekoévetkezni.

b.) Az A és A kételemii teljes eseményrendszer.

I.1.6. Példa: A francia kirtyabol val6 hazasnal az A; = kért hiizok”, A,
—,karot hizok”, Az —, pikket hizok™ és Ay —,treffet huzok” események teljes
eseményrendszert alkotnak.

I.1.1. Axiomak: A £ véletlen kisérlettel kapcsolatos Gsszes események
< rendszere (az 4.n. eseményalgebra) o-algebra, azaz kielégiti az alabbi
tulajdonsagokat:

1°Qes3

2°Ha AeJ= AeQis.

3” Ha /11, 1'12, - ,/17“ L ES > Z JL‘ € Jis.

<

Megjeqyzés:
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I nem feltétleniil esik egybe Q &sszes részhalmazainak 2 halmazrendsz-
erével. Stben csak a kisérlettel kapcsolatba hozhaté a.n. megfigyelhetd
események vannak. Nem zarjuk ki, hogy lehetnek {}-nak olyan A részhal-
mazai, amelyeket nem tudunk megfigyelni, azaz lehet olyan kimenetel,
ami végén nem tudjuk megmondani, hogy A bekovetkezett-e vagy sem.
Az axiomékkal éppen az ilyen A eseményeket akarjuk kizérni a tovabbi
vizsgalatainkbol.

Az axiéomak nyilvanvalo tulajdonsédgokat fogalmaznak meg. Az 1° pont-
ban azt koveteljiikk meg, hogy a biztos esemény megfigyelhets legyen. A
2°-ben azt allitjuk, hogy ha az A eseményt meg tudjuk figyelni, akkor
az ellentettjét is meg tudjuk. A 3°-ban pedig az az allitds, hogy ha es-
eményeknek egy rendszerét egyenként meg tudjuk figyelni, akkor azt az
eseményt is meg fogjuk tudni figyelni, amely akkor kovetkezik be, ha a
felsorolt események koziil legalabb egy bekovetkezik.

I.1.2. Tétel: Az axiémakbol levezethetsk 3-nek tovabbi tulajdonsagai

0 € G, azaz a lehetetlen esemény is megfigyelhetd.
Ha A,B€ 3= A+ B € S is, azaz a 3° axiéma véges sok esetre is igaz.

Ha A,B € S = AB € S is, azaz megfigyelhets események szorzata is
megfigyelhetd.

o

Ha Aj, Ag, ... AL, .. € S = HAi € < is igaz, azaz megfigyelhets
Vi
események egyiitthekovetkezése is megfigyelhetd.

Ha A,Be 3= A\ BeSé B\ AEeS, azaz megfigyelhets események
kiiléonbségei is megfigyelhetsek.

Bizonyitds:
Az 1° és 2° axiomakbol trivialisan kovetkezik.

Az Ay = A Ay = B As = Ay = -+ = ) valasztédssal, a 3° axioméabol
kovetkezik.
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c.) Ha A, B € 3, akkor 2° miatt A, B € S is igaz, de akkor b.) miatt A4+ B
€ S is fennall, de 0jra a 2° axioméara hivatkozva ekkor A+ B=A-B € g
is fennall. Az utols6 1épésben a I.1.1 tétel j.) ési.) allitasait hasznaltuk
fel.

&

Az el6z6hoz hasonléan, a 2° és 3° axiomakbol valamint a De Morgan
azonossagokbol kovetkezik.

e.) 2° miatt A, B € S is igaz, igy c.) miatt (A\ B=)A-B € I és
(B\A=)B-AcSJisigaz. A

I.1.2. Axiémak: Adott egy P : § — [0, 1] halmazfiiggvény, melyet va-
[6szinidségnek neveziink. A P fliggvény kielégiti az alabbi tulajdonsdgokat:

1°P(Q) =1

2° Ha Ay, Ay, ..., A,, ... € S paronként egymast kizarjak, azaz Vi #£ j-re
A; - A; =0, akkor P(3 A) = ST P(A).

vi vi

Megjeqyzés:

a.) A 2° axiémaban megfogalmazott tulajdonsigot a valésziniiség o-additi-
vildsi tulajdonsaganak nevezziik.

b.) A megfigyelhets események valészintségeit kiszamithatonak tételezziik
fel. A P(A) érték az A esemény bekévetkezésének mértéke, esélye. A P
halmazfiiggvény rendelkezik azokkal a tulajdonsagokkal, amikkel minden
mas mérték is rendelkezik (pl. hosszteriilet, térfogat,témeg sth.) A 2°
axioma azt allitja, hogy egymast kizaré események Osszegének valoszi-
niisége az események valoszintiségeinek Gsszege, mint ahogy pl. egymast
at nem fedd részekbdl allo sikidom teriilete egyenls a részek teriileteinek
Osszegével. Az 1° axidoma azt posztuldlja, hogy legyen a biztos esemény
valoszintisége 1, és ehhez képest jellemezziik a tobbi esemény bekovetke-
zésének esélyét. A fizikai mennyiségekhes mérémiszerek szerkessthetdk,
hogy az adott test egy fizikai jellemzGjének elméleti értékét nagy pon-
tossaggal megbecsiilhessiik. Tlyen miszer a hosszmérésre a méterrad,
tomegre a karosmérleg. Ugyantgy, mint méas mértéknél, a valoszinit-
ség esetén is szerkessthetd mérémiszer, amivel az elméleti valoszintiség
szamértéke jol becsiilhet lesz. Fz a ,mérémiiszer” a késgbb értelmezendd
relativ gyakorisag lesz. (Lasd az 1.3. szakaszt !)
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1.1.14. Definici6é: Az (2,3, P) harmast a & véletlen kisérlethez tartozo
Kolmogorouv-féle valdsziniségi mezének nevezziik.

1.1.3. Tétel: A valészintség axiomarendszeréhdl levezethetSek a valo-
szintség alabbi tulajdonsagai:

C.) Ha A41,A27...7
akkor Y P(A;))
Vi

4 . € & események teljes eseményrendszert alkotnak,

d.) Ha A C B, akkor P(A) < P(B),

e.) P(A\B) = P(B) = P(AB).

Bizonyitds:

N

a) AA=0, A+A =Qes1°,2° miatt 1| = P(Q) = P(A+A) = P(A)+P(A).

b.) Q = () miatt az el6z6 allitasbol trivilis.
c.) Mivel E A; = Q és az Ay, Ag, ..., AL, ... események egymast paronként
kizarj rll( az axiomakbol mar kovetkezik az allitas.

d) B=A+A - Bé A (A-B)=0,igy P(B) =P(A) + P(A- B). Mivel
P(A . B) >0, mar kévetkezik az allitas.

e) B=A-B+A-Bés (A-B)-(A-B)=0miatt P(B) = P(A-B)+P(A-B).
Mivel B\ A= B - A igy az allitas mar kovetkezik. W

1.1.4. Tétel: (Poincare-tétel)

Ha Ay, A;, ..., A, € S tetsz6legesek, akkor P( Z A;) = > (—1)"*1S7, ahol
=1
Sp= Z P( 4]1 ) 4]2 e A 1)

i
1<51 <j << <n
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Bizonyitds: n-re vonatkozo teljes indukcioval:
n = 2 esethen:
fll -+ 142 = A41 -+ (AQ - AAI) és A41 (42 1) = @ miatt 1.1.3 tétel e. ) allitasat
felhasznédlva: P(A;+A43) = P(A)+P(A2-A)) = P(A,)+P(Ay)—P(A;-A).
Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n > 2 esetben.

n + l-re az allitas bizonyitéasa:
n+1

Z l - Z 1 + 2 1n+17 1gv
P(z A) = P(E A) 4 P(Apr) = P(Ars - 3 4) =
7P E 4)+P( H+1) (Z 4 'LI-H)

=1
Az mduLClos fcltcvcs fclhasznalasa\ ral:

(Z Ai) = EP( D= D PAA)+ X P(AAA) —+ -+

i< 1<J<l
+(=1)"P(A1 Ay - A)+P(Ag) ZP (A A1)+ Y P(AAA L) —
1<
o (—1)"P(A Ay AALL)

ahonnan a tagok felcserélésével az allitast kapjuk. W
I.1.5. Tétel: (Boole-cgyenlstienség)

Legyen (2, 3, P) Kolmogorov-féle valészintségi mezs. Akkor minden
Aq, Agy . AL € Sesetén

b) P (H4> > 1= P(4).

i=1 i=1
Bizonyitds:
n n—1
a) 3 A= A+ (A \ A+ (As\ (A A9) 4+ (4,\ T 4).
i=1 i=1

Kz egy diszjunkt felbontés, és
AN A C A= P (A A) <P (Ay),
443 \ (fll -+ 142) C 443 =P (A'} \ (fll -+ 142)) < P (\flg) B
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4,1\:'2:4 C A, ;sP(A \]z] 4)<P(An).

A valoszintiség o—additivitdsa miatt:

P (Z A; ) (;11) +P (112 \ £ 1) +P (‘13 \ (/11 + 112)) +

+...+p<‘4n\:§141> < P(4).

=1

b.) A De Morgan azonossagbdl:

n o o— n

ﬂE/Az: HI: HAQ.

= i=1 =
gy az a.) éllitas eredményét is felhasznélva:

P (1;[1 A”) = P@: 1-P (; Ai) > —ép (4). w

1.1.6. Tétel: (A valdszinidség folytonossdgi tulajdonsdga)

a.) Ha Ay, Ay, ..., A,,.... olyan események, hogy
o0
A CAC-CAC---CY A= lim A,
S N—300

akkor P(> A;) = lim P(A,).
=1

Ti—r 00
b.) Ha Ay, Ag,..., A,,. ... olyan esemenyel\ hogy
A) O A DA, DD /
M242 2422 [Tk
alkkor P(li[1 A) = 1}51010 P(A,).

Megjegyzés: A tétel elnevezése azért jogos, mert folytonos fiiggvényeknél

fennall a f( lim «,) = lim f(z,) tulajdonsag.
n—00 n—00

Bizonyitds:
a.) Legyen Ag=0¢s C;= A\ Ay (i=1,2,...).

Ekkor C; - C; =0, ha 1 # j, mert, ~

4\4,1 4\4] 1) = A A A AL =0, had # 5.
Tovabba Z A= Z C;.

i=1 i=1
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P(i‘%) (Z(?,>:§P( )711H1ZP(/,),

= =1 n—00 i 7|

= lim S (P(A) —P(A_y)) = lim (P(4,) = P(4g)) = lim P (A,).

n—oo [y

b.) Legyen B; = A;, akkor By C B, C---C B, C---C > B
=1
Mivel Z B; = EL ezért > B; = HA” tehat alkalmazva az a.)
i=1 i=1 i= i
eredményét
P(Y, A1) = fim P(B) = lim (1 = P(4)) =1 = lim P(4.)
P(HAQ»): 1 — EB = lim P(4,). ®

I.2. Példak valdsziniiségi mezikre

1.2.1. Példa: A klasszikus valdszintiségi mez6, a diszkrét egyenletes elos-
2lds
Ekkor az eseménytér véges elemszami elemi esemény halmaza:
Q= {wi,wy,...,w,}, az I eseményalgebra Q) Gsszes részhalmazainak rend-
szere, és mindegyik elemi esemény bekovetkezésének egyforma a valdszint-
sége: P({w1}) =P({wa}) = -+ = P({w,}). Mivel az Gsszes elemi események

rendszere teljes eseményrendszert alkot, ezért 1 = P(Q2) = P(> {wi}) =
i=1

n-PH{wn}) = p=PHw}) = l Vi -re.
Igy, ha A tetszéleges esemény, akkor P(A) = 3 P({w}) = L 31
wEA wEA

“7‘4 ahol k4 az A esemény szamossaga. Vagyis az események valoszintisége
ilyenkor gy szamithato, hogy az esemény bekévetkezése szempontjabol ked-
vez$ elemi események szamat osztjuk a kisérlettel kapcsolatos Osszes elemi

események szdmaval.
Klasszikus valoszintiségi mezgvel modellezhets a kockadobés, a pénzfel-
dobas, a rulettezés, a kartyahuzas, a lottohuzas, a tototippelés sth.

1.2.2. Példa: Geomelriai valdszintdségi mezé
Alkosson a R véletlen kisérlet elemi eseményeinek halmaza egy véges mértéki
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geometriai alakzatot. llyenkor az eseményrendszer a geometriai alakzat mér-
hetd részhalmazait jelenti, és az A esemény valoszintségét a P(A) = %?T))
moédon szamitjuk, ahol p a geometriai tér mértékét jeloli. Ha pl. € inter-
vallum, akkor hosszmérték, ha sikidom, akkor teriiletmérték, ha test, akkor
térfogatmérték sth.

Példaul, ha = és y két véletleniil valasztott 0 és 1 kozé es6 szam, akkor
mennyi annak a valésziniisége, hogy x +y < 1 és zy < 0,16 lesz?

2 most az egységnégyzet lesz, az kérdéses esemény pedig az aldbbi abran
besatirozott teriiletnek felel meg:

0z 0z 1

08
A besatirozott teriilet nagysaga: [ U"% dz + 0,2 = 0,42.

0,2

I.3. Kisérletsorozat, az események relativ gya-
korisaga

1.3.1. Definicié: ‘Tekintsiink egy & véletlen kisérletet, és jelolje K, azt
a kisérletet, amely a & n-szeres azonos koriilmények kozotti ismételt végre-
hajtasabol all. K,-t egy n-szereskisérlelsorozainak nevezziik.

1.3.1. Példa: Amikor tizszer dobunk egy szabalyos jatékkockaval, a koc-
kadobashoz tartozo tizszeres kisérletsorozatrol van sz6. A lottohuzésok soro-
zata tobb mint harminc éven &t tart6 kisérletsorozatként is felfoghato, igy az
n kisérletszamra igaz az n > 1500. Ultizasnal minden jaték el6tt az osztasnal
végrehajtjuk az 1.1.1/b.) példaban emlitett & kisérletet, azaz itt is kisérlet-
sorozatrol van sz6.

1.3.2. Definicié: Ha egy n-szeres kisérletsorozathan az A esemény ka
-szor kovetkezett be, akkor ks az A esemény gyakorisiga, r,(A) = ;”T—”‘ pedig
a relaliv gyakorisdga.
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Megjegyzés: Nyilvanvalo, hogy mind a gyakorisag, mind a relativ gyako-
risag konkrét értéke fiigg a véletlentsl. A relativ gyakorisag rendelkezik az
alabbi tulajdonsédgokkal:

I.3.1. Tétel: Egy adott n-szeres kisérletsorozatnal
a.) S —[0,1],

by r. () =1,
o o
c.) Ha Ay, As,. .., Ay, ... egymést kizar6 események, akkor 7, (3 A;) = > r(A))-
i=1 i=1
Megjeqyzés: Az el6z6 tétel azt allitja, hogy a relativ gyakorisig ren-
delkezik a valésziniiség tulajdonsagaival. Késébb latni fogjuk azt is, hogy
n novekedtével r,(A) — P(A) is fennall. (Nagy szamok Bernoulli-féle tér-
vénye). Ezt a torvényszertséget el8szor tapasztalati dton fedezték fel a
XVII. szazadban, mikor megfigyelték, hogy a relativ gyakorisag egyre kisebb
mértékben ingadozik egy 0 és 1 kozé es szam koriil. A klasszikus matema-
tikusok éppen ez alapjan definidltdk az események elméleti valoszinidségét:
az az érték, amely koriil a relativ gyakorisag ingadozik. A relativ gyakorisdg
tehat alkalmas a valosziniiség — mint fizikai mennyiség — mérésére.
Kolmogorov az axiémaiban a relativ gyakorisag a.)-c.) tulajdonsagait
orokitette at a valoszintiségre, minthogy a hataratmenet ezeket a tulajdon-
sagokat megtartja.

I[.4. A feltételes valoszintliség és az események
fiiggetlensége

A R véletlen kisérlet elemi eseményei szamunkra véletlenszeriien kovetkeznek
be, mégpedig azért, mert a végeredményt befolydsolé koriilmények bonyolult
komplexuméat nem ismerjiik pontosan. Viszont ismerjiik az egyes események,
elemiesemények bekovetkezési esélyeit  a valoszindséget , vagy legalabbis
tetsz6leges pontossdggal mérhetjik ket. Ha viszont az A esemény beko-
vetkezési koriilményeirsl tovabbi informaciokat szerziink be, vagy bizonyos
pontosito feltételezéssel éliink, megvaltozhat az A bekovetkezési esélye, nGhet
is, de csokkenhet is. Pl. a kockadobas kisérletnél, a 6-os dobas esemény valo-
szintisége 0, ha tudjuk, hogy a dobott érték paratlan szam, és %, ha tudjuk,
hogy a dobott érték paros volt.
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Hogyan valtozik (véaltozma) az A esemény valoszintisége, ha az A-val
egyidejiileg megfigyelhetd B esemény bekovetkezését ismerjiik (ismernénk)?
Tegyiik fel, hogy a K kisérlettel végrehajtottunk egy n hossztsagi kisérlet-
sorozatot. Az A eseményt k, -szor, a B eseményt kg -szer, az AB eseményt
pedig kap -szer figyeltiik meg. Ekkor a B esemény bekévetkezéséhez képest
az A esemény bekovetkezésének relativ gyakorisiga nyilvan r,(A|B) = %;"
melyet az A eseménynek a B eseményre vonatkoztatott relativ gyakorisdgéa-
nak neveziink. Fz az arany az A bekévetkezési esélyeit pontosabban tiikrozi,
ha a B bekévetkezésérdl biztos tudomasunk van, mint az r,(A) = L7S

A feltételes relativ gyakorisdg tulajdonsagai nyilvan:

n '

a.) 0<r,(A|B) <1,

b.) r.(B|B) =1,
c.) Ha Ay, Ay, o0 Ay, oL € S egymast kizéro események, akkor

r(Z AlB) = fz‘lm(Ai IB).

kap . )
Azr,(A|B) = kkA—)f =2 = '”(—A;l atfras utan, ha n — oo, kapjuk, hogy

kB ra(
B

ro(A|B) — P;(‘,f)’.

1.4.1. Definicié: Legyenck A, B € ¥ olyan események, hogy A tetszo-
leges és P(B) > 0. Akkor az A eseménynek a B-re vonatkoztatott feltételes

valdszintdségén a P(A|B) = PFSEQBB)) szamot értjiik.

1.4.1. Tétel: Tekintsiik az (2,3, P) Kolmogorov-féle valésziniiségi me-
z6t. B € 3, P(B) > 0 rogzitett.

Ekkor a Pp(A) = P(A|B) feltételes valoszintségre teljesiilnek az alabbi
tulajdonsagok:

a.) 0<Pp(A)<1 (VAeQ),

b) Ps(B) =1, Ps(0) =0,

) VAL Agy i A €3 A Aj=0 (i£]) =
Pu(> A)) :EJ:PB(AQ-).

i=1

Bizonyilds:
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a.) Mivel AB C B, ezért P(AB) < P(B), tehat kovetkezik az allitas.

b.) B-B = B miatt P5(B) = (7) =16s B-0 =0, tehat Pp(0) = % =0.
c.) Mivel az Ay, Ag, ..., Ay, ... eseményrendszer egymast kizaro események-
bél all, ezért Ay - B, Ay - B, o A By is egymast kizaro esmnen\/ekbol

allo rendszer, igy a valoszintség o-additivitasi tulajdonsagabol: P(Z(A B)) =

=1
> P(A;B). Mindkét oldalt osztva P(B)-vel mar adodik az allitas. B
=1

Megjegyzés:

a.) Az el6z6 tétel azt allitja, hogy ha B-t rogzitjik, és S ={C;C = A- B, A € 3},
akkor a (B, 3, Pp) kielégiti a Kolmogorov valészintiségi mezd axiémait.

o
—

Vannak A, B események, amelyekre P(A|B) = P(A) teljesiil, azaz A va-
l6szintisége nem valtozik meg, ha a 13 esemény bekovetkezését ismerjiik;
az A valosziniisége fliggetlen a 13 bekovetkezésétsl.

[.4.2. Definicié: Legyenek A, B € J teszdleges események. Az A és B
események fiiggetlenek, ha P(AB) = P(A)P(B) fennall.

Megjegyzés:

&
~—

Haaz A, B € S események fiiggetlenek és P(A)P(B) > 0, akkor P(A|B) =
P(A) és P(B|A) = P(B) is fennall, vagyis az egyik esemény bekovetke-
zésének ismerete, nem befolyasolja a masik esemény valoszintségét.

-
—

Nem szabad Osszekeverni az egymast kizard események és a fliggetlen es-
,azaz AB = (), akkor

az egyik bekovetkezése igencsak meghatarozza a masik bekovetkezését:

emények fogalmait! Ha két esemény egymast kizar]

ha pl. A bekovetkezik, akkor B biztosan nem kévetkezik be. Fiigget-
len események esetén, ha az egyik esemény bekovetkezését ismerjiik, nem
valtozik meg a masik bekovetkezési valosziniisége.

c.) Az események fliggetlenségének a fogalma kiilonbozik a fizikai értelemben
vett fliggetlenség fogalmatol is. A fizikai fiiggetlenség azt jelenti, hogy
az okozat nem kovetkezménye az oknak, tehat itt a ﬁlgge,lenseg nem
szimmetrikus.
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1.4.2. Tétel: Ha az A, B € J események fliggetlenek, akkor
a.) Aés B,
b.) Aés B,
c.) Aés B
is fiiggetlenek.
Bizonyitds:
a.) P(AB)+ P(AB) =P(A) = P(AB)=P(A)—

P
P(4) = P(A)P(B) =P(A)(1 —=P(B)) = P(A)P(B)
= A, B fiiggetlenek.

(AB) =

v

P(AB) + P(AB)=P(B) = P(AB)=P(B) - P(AB) =
P(B) - P(A)P(B) =P(B)(1 - P(A)) = P(B)P(4)
= B, A fiiggetlenck.

c.) P(A l?)—I—P (AB)=P(B) = P(AB)=P(B)-P(AB)=
P(B) - P(A)P(B)=P(B)(1 — P(A)) = P(B)P(A)
= B, —1 fugﬂetlenek ]

1.4.3. Tétel: Az () és Q események minden A € T eseménytél fiiggetle-
nek.

Bizonyitds: P(0A) = P(0) =0 = 0P(A) = P(0)P(A) = 0 és A fiiggetle-
nek. P(24) =P(A) =1 -P(A) = P(Q)P(A) = Q és A fiiggetlenck.

1.4.3. Definicié: Az Ay, A, ..., 2 A, € & események pdronként figgetle-
nek, ha P(A; - A;) = P(A;) - P(A;) (V i # 7).

1.4.4. Definicié: Az A1, Ay, ..., A, € T események teljesen figgetlenek,
haVke{23,...,n}ésV1<i <iy < <i<n indexkombinaciora
P(A, A, - A =P(A)P(A,) - P(A,).

1.4.4. Tétel: Ha az A1, Ay, ..., A, € S események teljesen fiiggetlenek,

akkor paronként is fliggetlenek. Forditva 4ltaliban nem igaz.
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Bizonyilds:
Az 1.4.4 definicioban, amikor k& = 2, éppen az 1.4.3 definiciot kapjuk.
A megforditasra ellenpélda:
£ : Dobjunk egy szabélyos kockaval egymas utan kétszer.
A: Jelsbre paratlant dobunk™ B:  mésodikra péaratlant dobunk”;
C': ,a két dobott szam Gsszege pératlan”.
P(A) =P(B) =P(C) =1 | P(AB) =P(AC) =P(BC) =1 = A B,C
paronként fiiggetlenek.
De! P(ABC) = 0 # P(A)P(B)P(C) = 1, azaz teljesen nem fiiggetlenek
A,Bés C. 1

[.4.5. Tétel: Ha az Ay, Ay, ..., A, € F események teljesen fiiggetlenck,
akkor koziiliitk barmelyiket az ellentett eseményére felcserélve, tijra teljesen
fliggetlen rendszert kapunk.

Bizonyitds: ~
Cseréljiik fel pl. Aj-et Aj-gyel. Ekkor a teljesen fiiggetlenség feltételrendsze-
rében csak azokat az Osszefliggéseket kell ellenérizni, amelyekben A; szere-

pelt. Legyen egy ilyen pl. P(A; - A, -+ Ay,), ahol 1 <4y < -+ < g < .
Kihasznalva, hogy az eredeti rendszer teljesen fliggetlen volt:
P(A1 A, -+ A ) =P(A)P(A,) - P(A;,) =P(A) - P(A,A;, -+ Ay,
azaz /A fliggetlen a A;, Ay, -+ -+ A;, szorzateseménytdl, igy a 1.4.2 tctd miatt
Ay is az. De ekkor

P(A Ao Ay) =P(A)-P(Ay A, - Ay) = P(A)P(A,) - - P(A,),
azaz tel] esul Ay -re is a teljesen ﬁlgge lenseghw suiikséges felbomlas. W

1.4.6. Tétel: (Szorzdsi ezab(ilz/)
L(‘ﬂy enek az Ay, Ay, ..., A, € S tetszéleges események gy, hogy

H A;) > 0. Ekkor
n—1
HA" z) ( n—1
=1

i=1
e(I1) -
i=1
o) ey P
HAZ») = = L P (A,l_l HA,») = <—;

i]x) (Az A1) P (Ay).

P (11”

i=1

Bizonyitds:
P (H .4,) =1
i=1



24 I. FEJEZET A KOLMOGOROV-FELE VALOSZINUSEGI MEZO

P(A4,A,)
P(Ay)

Léathato, hogy Osszeszorzas és egyszertsités utan az allitast kapjuk. B

P (A,

441) =

1.4.7. Tétel: (A teljes valdszindség tétele)
Alkosson Ay, Ag, ..., Ay, ... € S teljes eseményrendszert, vagyis

Ai- Ay =0, (i#£7j)eés i A; = Q. Tegyiik fel tovabba, hogy P(A;) > 0
=1

minden i-re. Ekkor tetszéleges B € S eseményre P(B) = Z P(B|A)P(A;) .

Bizonyﬁa’c
Mlvelz A;=Qé B=B-Q=8- 24 72(4/3)
valamint (4 B)-(A;B) =10, a leovmuseg o- ald:h 1v1las1 tulajdonsagabol
kovetkezik, hogy P(B) = Z A;B) = Z P(A;B) = Z P(B|A)P(A;). &
i=1 i=1 i=1
1.4.8. Tétel: (Bayes tétele)
Alkosson Ay, Ag, ..., A, ... € I teljes esményrendszert, vagyis
Ai-A;j =0, (i#£7])eés f: A; = Q. Tegyiik fel tovabba, hogy P(A4;) > 0

=1
minden i-re. Ekkor tetszéleges B € § eseményre, ahol P(B) > 0,
P(A |B) = FEILIPH)

L, PP,

Bizonyilds:

A feltételes valosziniség definiciojabol: P(A; |B) = PF(,‘EE;
lyébe P(B|A;) P(A;) -t irva, a nevez6 helyébe pedig a teljes valészintség

tételébdl kapott formulat helyettesitve azonnal adodik az &llitas. W

). A szamlalé he-

I.5. Kidolgozott feladatok és gyakorlatok

1.5.1. Feladat: A probagyartas soran két szempontbol vizsgaljak a kész-
termékeket. Az A esemény azt jelenti, hogy egy véletlenszertien kivalasztott
mintadarab anyaghibas, a B3 pedig az az esemény, hogy a kivalasztott gyart-
many mérethibas. Tudjuk, hogy P(A) = 0,15, P(B) = 0,3 és P(AB) = 0,08.

Mennyi annak a valészintisége, hogy valamelyik termék hibatlan?
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MegolddsP (AB) = 1—P (A+ B)=1-P(A)—P(B)+P(AB) = 0,63

1.5.2. Feladat: Mennyi P (A | 3) ha P(A) = 0,6,P(B)=0,5és P(A+
B)=0,8?

Megoldds:P (A | B) = Ff( )) = POl = PUEEE — 0,6,
I.5.3. Feladat: Egy fekete és fehér golyokat tartalmazé urnabél kihu-

zunk n db golyot. A;jelentse azt az eseményt, hogy az i-ediknek kihtzott

goly6 fehér. (1 < ¢ < n ). Fejezziik ki az A; események segitségével az alabbi

eseményeket:

A Mindegyik golyé fehér”,

B Legaldbb egy golyé fehér”,

C' : ,Pontosan egy goly6 fehér”,

D : Mindegyik golyé ugyanolyan szind”.

Megoldds:
11 - /11 12 m
= ’11 + 12 + Ay,
C= Z A 1T Ay,

=1
D= H A + H A;.
i=1 =1
I.5.4. Feladat: Blzonwtsa be hogy tetszoleges A, B eseményekre
(P(AB)* + (P (AB))* + (P ( AB))? > 0,25!
Megoldds: P (AB)+P (AB)
p

iB))*
tP(iB)+P<1B> 1. Legyen P (AB) =
AB)

z+025,P(AB) =y +0.25P(AB) = 240,25, P (AB) = v +0,25. Mivel
l+1+ tv=0= (z+ )Z)Z+(J+023) +(z+]25)2+( 4+ 0,25) =
a? 4yt 4 2t 40?4 TR 40 95 > 0,25

1.5.5. Feladat: Ketten sakkoznak. Az A esemény akkor kovetkezik be,
ha a vilagossal jatszo nyer, a B esemény akkor, ha a sotéttel jatsz6 masik,
reminél pedig a C esemény kovetkezik be. Fogalmazzuk meg szavakban, mit
jelentenek az alabbi események:

a. AB+ AB,
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b. AB,
o ALC?

Megoldds: a. és b. a C eseményt jelenti, c. B azaz nem a sotéttel jatszo
jatékos nyer.

1.5.6. Feladat: Egy céltébla tiz koncentrikus kérbdl 4l1, és a sugarakra
fennall az Ry < Ry < --- < Ryp relacio. Ay azt az eseményt jelenti, hogy egy
16vés az Iy sugari korbe esik. Fogalmazzuk meg szavakban, mit jelentenek
az alabbi események: B = A;+ A3+ Ag, C = A3 AsAgAs, D = (A1 + As) Ag!

Megoldis: B = Ag, C = Ay, 1D = As.

1.5.7. Feladat: Tegyiik fel, hogy A, B % valészintségii események. Mu-
tassuk meg, hogy ekkor P (AB) =P (A-B)!

_ Megoldds:
A B=AFTB=P(A+B)=P(A)+P(B)—P(AB)=1—-P (AB)
P(A+B)=1-P(A+B)=1-P(AB) = allitas.

1.5.8. Feladat: Bizonyitsa be, hogy P (AB + AB) = P (A) + P (B) —
2P (AB)!

Megoldis: P (A B4+ A B)
P(B)—-P(AB).

P(AB) + P (AB) = P(A) — P(AB) +

1.5.9. Feladat: Ha az A és B események koztil az egyik feltétlentil beko-
vetkezik, P(A | B) = 2 P(B | A) = 1, mennyi a P(A) és P(B) valoszinii-
ség?

Megoldds: P(A+ B) =1,P(AB) = 2P(B) = % (4), 1gV

=P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB) =P(A)+0,5P(A)—iP(A) = gP(A),
azaz P(A) =S ¢s P(B) = 2.

7

1.5.10. Feladat: Leg}en P(A)=2P(A|B)=3P(B|A) =} Hata
rozza meg a P(A+ B) és P(A | B Valoszmusegel\et'

Megoldds: P(AB) = P(A)P(B|A) = 2/9,P(B) = P(AB)/P(A|B) =
1/3, igy P(A+ B) = 2/3+1/3-2/9=7/9. P(A|B)=P(AB)/P(B3) =

(1=P(A+B)) /(1 =P(B)) = 4.
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I.5.11. Feladat: (De Méré lovay feladuvinya)
Melyik eseménynek nagyobb a valoszintsége: hogy ,egy kockaval négyszer
dobva legaldbb egyszer hatost dobunk” (A), vagy annak, hogy ,két kockdval
huszonnégyszer dobva legaldbb egyszer két hatosunk lesz” (B)?

Megoldds: Keét kiilonboz6 valoszindségi mezérdl van sz6. Az els6ben
egy szabalyos kockéval négyszer dobunk. Az Osszes elemi események szdma
n =61,

A vizsgalt A esemény ellentettje az az esemény, hogy ,egyszer sem dobunk

»

hatost”. Tlyen eset dsszesen 5% lehet, vagyis az ellentett esemény valoszin-

sége: P (A) = (2)". Igy az A esemény valésziniisége: 1 — (%)4 ~ 0,5177472.
A masodik vizsgalt esemény egy egészen mas kisérlethez és eseménytérhez
tartozik. Most a véletlen kisérlet az, hogy két szabélyos kockaval dobunk 24-
szer. Az Gsszes elemi esemény most sokkal tobb: 367!, A maésodik esemény
ellentettje most az, hogy .a dobassorozatban egyszer sem dobunk duplan
hatost”. Ennek a valoszintisége (%)24 A masodik esemény valoszintsége igy
P(B)=1- (%)24 ~ 0,4914049. .. Lathato, hogy az A esemény valoszintisége
a nagyobb.

Megjegyzés: A feladatot De Méré lovag adta fel Blaise Pascal francia
matematikusnak, aki ezen feladat kapcsan elkezdett vizsgalodésai nyoman
jutott el a valoszintségszamitas elsé komoly eredményeihez. A feladatban
egyébként elsg pillantésra az ttnik fel, hogy mindkét esemény esetében a
dobésok szamanak és a lehetséges kimenetelek szamanak ardnya azonos: A-
nal 4: 6, a B-nél 24 : 36.

1.5.12. Feladat: Egy urndbél, ahol fehér és fekete golyok vannak, vélet-
lenszerden kivesziink visszatevéssel két golyot. Bizonyitsuk be, hogy annak a
valoszintisége, hogy a golyok ugyanolyan szintek, nem lehet kisebb mint 0,5.

Megoldds: Legyen a fehér golyok szama n, a feketéké m (n,m > 1). Ekkor
a véletlen kisérlet elemi eseményeinek szama (n +m)?, a kedvezs eseteké
pedig n? +m?. A keresett valészintiség: p = (’t:_*:); Mivel (n —m)* > 0 =
2n? 4 2m* > n? + 2nm + m* = p > 0.5.

1.5.13. Feladat: (Pslya-féle urnamodell)
ligy urna r darab fekete és s darab fehér golyot tartalmaz. Véletlenszerten
kihtzunk egy golyot. A kihazott golyot és még plusz ¢ darab ugyanolyan
szint golyot visszatesziink az urnaba. Mennyi a valoszintsége annak, hogy
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az n-edik hazés utan a-szor huztuk ki a fekete, és b-szer a fehér golyot?

(a+b=mn).

Megoldds: Pl. annak az eseménynek a valoszintsége, hogy az elsé a

huzéskor mindig fekete és az utolsé b huza<1\0r pedl,[g C<upa fehér golyot fo-
unk htizni: r(r+c)(r+2¢)(r43c)---(r+(a—1)c)s(s+c)(s+2¢ b—
g [r+s)(r+s+c)(r+s+2f‘)(r+s+3c) (r+s+(r 1)c)

De minden més olyan hizassorozatnak, ahol a-szor huztuk ki a fekete, és

b-szer a fehér golyot is ugyanekkora a valoszintisége. A kiilonbozé kimenet elek

szama (:)7 igy a keresett valoszintdség:
()!(7+c)(7+2n)(¥+3c) (r+(a—1)c)s(s+c)(s+2¢)--(s+(b—1)c)
a (r+s)(r+s+c)(r+s+2¢ (r+s‘+ic)---(r+s+[n—l)c]

1.5.14. Feladat: Ha egy szabédlyos pénzérmét n-szer feldobunk, mennyi
a valoszintisége, hogy k-val tobbszor fogunk fejet kapni, mint frast?
(0 <k <n).

Megoldds: Ha a fejdobasok szamat f, az frasokét i jeloli, fenn kell allnia,
hogy [+ =mnés [—i = k. Innen kévetkezik, hogy 2f = n+k és2i =n—k,
vagyis n és k paritasanak meg kell egyeznie. Annak valoszintsége, hogy egy
n hossztisagi dobassorozatban éppen [ fejet dobunk (7;) (%)n = (@) (%)n
Ugyanis, minden n hossziisdgi sorozat egyforman (%)n valésziniiségt, és ezek
kozott (”,) olyan kiilonh6z6 dobéssorozat lehet. ahol a fejek szdma éppen f

(kedvezé esetek).

1.5.15. Feladat: Egy minden oldaldn befestett fakockat a lapokkal par-
huzamos sikokban 1000 azonos méret( kis kockara firészelnek szét. A kapott
kis kockakbol véletlenszerden kivélasztunk egyet. Mennyi a valoszintisége,
hogy a kockanak éppen k oldala festett? (0 < k < 3).

Megoldds: Osszes eset n = 1000. Kedvezd esetek k = 0-nal 8% (a belsé 8 x
8 x 8 kisnégyzetben 16v6 mindegyik részkocka j6), & = 1-nél 6-64 (mindegyik
lapon a bels§ 8 x 8-as négyzethez tartozéan), k = 2-nél 12 - 8 (minden élen
van 8 ilyen kocka) és végiil k = 3-nal 8 (a csticsok nél lehet ilyen eset).

1.5.16. Feladat: Egy kalapban az angol ABC 26 betiije van. Visszal-
evéssel 11-szer hizva, a kihtazott betiiket sorban egy papirra felirva, mennyi
a valoszintisége, hogy a kapott sz0bol legleljebb két bettit felcserélve éppen a

STATISZTIKA sz6 jon ki?
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Megoldds: Az 6sszes eset n = 26 kedvez§ esetek szama k = 1 + (l,,l) -

(3) = 3(3) = 50 (az azonos betiik egymas kozti cseréit le kell vonni).

1.5.17. Feladat: Egy szabalyos érmével n-szer dobva, mennyi a val6szi-
nisége, hogy a fejdobasok szama paratlan lesz?

Megoldds: A valészintség éppen 0,5. Ugyanis, ha tekintiink egy olyan
sorozatot, amelyben a fejek szdma paratlan, akkor ha az els§ dobést kicse-
rélnénk az ellenkez8jére, olyan sorozatot kapunk, melyben a fejek szama mar
paros lesz. Azaz a paros és a paratlan fejdobasos sorozatok kozott kolesondsen
egy-egyértelm leképezés hozhaté létre, vagyis mindegyikiik ugyanolyan va-
l6szind.

1.5.18. Feladat: Kgy szabalyos érmével n-szer dobva, mennyi a valoszi-
niisége, hogy

a. elGszor az n-edikre jon fej?
b. ugyanannyi fejet dobunk, mint irast?
c. pontosan két fejet dobunk?

d. legalabb két fejet dobunk?

Megoldds:  a: (%

()G 1=(G)" —n ()"

1.5.19. Feladat: Kgy kalapban harom cédula van, amelyekre az 1,2,3

)71, b: 0, ha n paratlan és (Z) (%)n, ha n péaros, c:
T2

szamjegyek vannak felirva. Véletlenszeriien egyesével kihtzzuk a cédulakat.
Mennyi a valészintisége annak, hogy a huzaskor lesz olyan cédula, amelyikre
éppen az a szam van felirva, ahdnyadikként kihuztuk azt?

Megoldds: Az bsszes eset n = 3! = 6. Ezek kozott a nem kedvezs eset
csak ketts van: 2,3,1 és 3,1,2. A keresett valoszintség: 2/3.

1.5.20. Feladat: Feldobunk hérom szabélyos pénzérmét. Mennyi a va-
loszintsége az A, B, C eseményeknek, ahol A: |legaldbb két érmével fejet
dobunk”, B: pontosan két érmével fejet dobunk”, C: legleljebb két érmével
fejet dobunk™?
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Megoldds:
P(A) = P(,vagy ketté, vagy harom fejet dobunk”) = ((3) + (3)) (%)3 =0,5,
P(B) = (3) (15)3 =2 P(C) = P(,nem harom fejet dobunk”) =
1 — P(,harom fejet dobunk”) =1 — (%); = %.

1.5.21. Feladat: A 90/5 lottohazas elétt mennyi a valészintsége, hogy
k=1,2,3,4,5 talalatunk lesz?

Megoldds: Az sszes lehetsége lottohtuzasok szama n = (?50) = 43949268,
a kedvezd esetek szama
k =1 talalatnal: (i) (845),
= 2ncl (3)(),
k = 3-nal (5> (825),

3
b= nel ()(9),

és végiil k = h-nél (;) (805) =1

1.5.22. Feladat: Egy urnaban fehér és fekete golyok vannak, melyeket
egymés utan visszatevés nélkiil kihtizunk. Az A vagy a B eseménynek nagyobb-e
a valészintsége, ahol A: ,az elss goly6 fehér”, és B: jaz utolsé golyo fehér™?

Megoldds: Ha N a goly6k szama, ebbsl K a fehéreké, akkor
P(A) = I\(N—l}if;\/—Z)ml _ % ¢és P(B) = (N-D(N-2)-L.K _ K

A v, azaz a két
esemény ugyanolyan valdszindségt.

1.5.23. Feladat: Ha n egyforma ladaba elhelyeziink n egyforma golyot
agy, hogy barmely ladaba ugyanolyan valoszintiséggel tessziik barmelyik go-
lyot, mennyi a valoszintsége annak, hogy mindegyik ladaban lesz goly6?

Megoldds: Osszes eset n™, a kedvez esetek szama pedig: nl.

1.5.24. Feladat: Egy csomag 52 lapos francia kartyabol 13 lapot tala-
lomra visszatevés nélkiil kihtizunk. Mennyi a valdszintsége annak, hogy

a. a treff kirdly a kihizott lapok kozott lesz?
b. pontosan két treff lesz a leosztott lapok kozt?
c. a treff kiraly és a treff 4sz a kihtizott lapok kézt van?

d. van treff a leosztott lapok kozott?
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(i)

LB
b: G

@ ¢ @di-

Megoldds: a: (2)

1.5.25. Feladat: legalabb hany szabalyos pénzdarabot kell feldobni ah-
hoz, hogy 90%-nal nagyobb legyen a valészintisége annak, hogy van kdzottiik
P

fej?

Megoldds: P (,nem dobunk fejet”) =1 — 217 >0,9=n2>4.

I.5.26. Feladat: Egy szérakozott polgar elfelejtette bankkartydjanak sze-
mélyiazonosité (PIN) kodjat, csak abban biztos, hogy a négy szdmjegy kozott
volt pontosan két harmas, és az elsd jegy biztosan nem a nulla volt. Ha tiz
maéasodpercenként beiit egy lehetséges variaciot, akkor mennyi az esélye an-
nak, hogy egy 6ran beliil eltaldlja a helyes azonosité szdmot?

Megoldds: Az osszes lehetséges variaciok szama: 3-8:943-9? = 439. Ennek
betitéschez sziikséges idg: 4590 mésodperc. Egy 6raban 3600 masodperc van,
igy a valoszindség: p = % ~0,71.

[.5.27. Feladat: Egy érmét n-szer feldobunk, a fej” valészintsége p.
Jeloljiik p,-nel annak valoszintiségét, hogy az n dobas sordn paros szamu
fejet dobtunk. Mennyi p,?

Megoldds:
Pn = (l 7])) Prn-1 +P(l - pn—l) s Po :21
Po= P (1 =2p) +p=paa (1 =2p)" +p(1=2p) +p=

n=1

— e (=) (=) = L+ (1= 2p)").

i=0
Ha az érme szabélyos, p, = 0,5.

1.5.28. Feladat: Ha az egységnégyzetben véletlenszertien kivalasztunk
egy P(z,y) pontot, akkor mennyi a valoszintisége, hogy az a téglalap, melynek
az origd és P az ellentétes csiicsai olyan lesz, hogy a keriilete kisebb 2-nél, a
teriilete pedig ugyanakkor kisebb lesz 0,16-nal?

Megoldds: ) most az egységnégyzet lesz, az kérdéses esemény pedig az
abran besatirozott teriiletnek felel meg:
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nz 0z 1

08
A besatirozott teriilet nagysaga: [ Ulj dx 4+ 0,2 = 0,42.
0,2

1.5.29. Feladat: (A Buffon-td probléma, 1777.)
Egy szobaban egymastol d tavolsaghan parhuzamosan padlorések futnak.
Leejtve egy s < d hosszisagi tit, mekkora a valoszintsége, hogy a td éppen
egy padlorést fog metszeni?

Megoldds: A ti helyzetét egyértelmien a felez6pontjanak a fels padlorés-
t6l vett y tavolsagaval és a padlorések iranyaval bezart aszogével jellemezziik.
Azokkal a koriilményekkel, hogy melyik két rés altal meghatarozott savba
esik a kozéppont, és hogy a parhuzamosokra meréleges faltél milyen messze
van a kozéppont nem foglalkozunk, mert a ,td metszi a padlorést” esemény
bekovetkezésére ezek nincsenek hatéssal.

¥

b
>

/

4 >
Nyilvan 0 <y < d és 0 < a < 7. A td leejtése utan y és a egyértelmden
meghatarozhato, vagyis a véletlen kisérlet elemi eseményei azon (y, o) pont-
parok, melyek elemei a [0,d] és [0, 7] intervallumok dltal meghatarozott tég-
lalapnak. (Kz a téglalap az Q eseménytér). Metszés egyszerre csak egy
padlorésnél kovetkezhet be, mert s < d. A metszés csak akkor kovetkezhet
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be, ha 0 <y < Zsina, vagy ha (d —y) < Zsina teljesiil. A feltételeknek
megflelels (y, &) pontparok tartomanyat az alabbi abran besatiroztuk:

vt d- §sinot
]
5 -
—sin O
2
- >
o
A sotétitett teriilet nagységa T = 2 [£sinada = s[—cosa]y = 25 a
0

téglalap teriilete pedig drr.

fgy a keresett valoszintiség: P (,a t metszi a padlorést”) = 2

dr*

Megjegyzés: Mivel a valoszintiség kapcsolatos m-vel, lehetéség van sta-
tisztikus eszkozokkel a m becslésére. Ha nagyon sokszor végrehajtjuk a vé-
letlen kisérletet, és szamoljuk a metszések bekovetkezését, azaz a vizsgalt
esemény gyakorisagat, akkor ezt a kisérletek szamaval elosztva (relativ gyako-
riség) a fenti valészintiséget j6l lehet kozeliteni. Ebbél 7-t kifejezve kapjuk a
kozelitést. 1885-ben Stephan Smith angol matematikus 3200-szer végrehajtva
a kisérletet, m-re 3,1553 -t kapott.

I.5.30. Feladat: Vilasszunk ki egy pontot véletlenszeriden az egységné-
gyzethen, melynek koordinatait jeldlje (a,b). Tekintve a p(x) = az?—2br+1
polinomot, mekkora a valészintisége annak, hogy a p(x) = 0 egyenletnek van
valos gyoke?

Megoldds: gy polinomnak akkor van valos gyoke, ha a diszkriminansa
pozitiv, azaz D = 46 — 4a > 0. Innen kdvetkezik, hogy a véletlenszerii-
en kivalasztott pont koordinatai kozott fenn kell allnia a b? > a relacionak.
Ennek megfelel tartomanyt az egységnégyzethen besotétitettiik:
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as

A besotétitett tartomany teriilete megegyezik a keresett valészintiséggel,
mivel az egységnégyzet teriilete 1.

1
Igy P (van valés gyok™) = [a2da = L.
0

1.5.81. Feladat: Valasszunk ki egy pontot véletlenszertien az egységné-
gyzetben, melynek koordinatait jeldlje (a, b). Mekkora a valészintisége annak,
hogy a pont kdzelebb van a négyzet egy oldalahoz, mint egy atlojahoz?

Megoldds: Fgymast metsz6 egyenesektd] egyenls tavolsagra fekvs pontok
mértani helye az egyenesek szogének felezs egyenese. Az oldalegyenesek és
az atlo egyeneseinek szogfelezsi az oldalegyenesekkel 22,5%-0s szoget zarnak
be. A vizsgélt esemény pontjai ezért az oldalak és a szogfelezsk altal hatarolt
tartomanyba esnek:

m

Az dbran jeldlt magassagvonal m = L 1g22.5°. A besotétitett teriilet most
is a keresett valoszintiséggel egyesik meg:

P (.2 pont kézelebh van az oldalhoz”) =" = 4’“,7'1 =1g22,5° =2 —1.

1.5.32. Feladat: Az egységintervallumban véletlenszerten kijelolve két
pontot, mekkora a valoszinisége, hogy a keletkezs harom szakaszbol harom-
sz0g szerkeszthetS?
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Megoldds: Jeloljiik a két pontnak a 0-tol vett tavolsagait rendre x-el és
y-nal. Az (z,y) par ilyenkor egy pontot hatiroz meg az egységnégyzetben,
ami tehat most is a véletlen kisérlethez tartozo () eseménytér. A haromszog
szerkesztéséhez a keletkezs hdrom szakasz a, b, ¢ hosszainak ki kell elégitenie
egyidejtileg az a +b < ¢, a + ¢ < b és b+ ¢ < a egyenlStlenségeket. Az
2 < y esetben a hérom szakasz az a = 2,b =y —x ésc=1—y. Igya
haromszog szerkeszthetsége az alabbi egyenlétlenségek egyidejii fennallasat
koveteli meg x, y-t6l:

et (y—2)>1-y=y>05
r+(l—y)>y—z<—y<zx+4+0)5,
(y—a)+(l—y)>a<=2<0)5.

Az y < x esetben a fenti egyenl6tlenségeknek a o > 0,5, ©—0,5 < yésy <
0.5 rendszer fog megfelelni. A két kritériumrendszerhez tartozo tartomanyt
besotétitettiik az egységnégyzetben:

-

Tgy a keresett valészintiség 0,25 lesz.

1.5.33. Feladat: Egy szobaban egymastol d tavolsaghan parhuzamosan
padlorések futnak. Leejtve egy s < d atmérgji pénzdarabot, mennyi a va-
loszintsége, hogy a pénz éppen egy padlodeszka belsejébe esik, azaz nem
metszi a padlorést?
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F3
L d

=

Megoldds: A pénz kézéppontjanak s/2-nél nagyobb tavolsagra kell lennie
mindkét padloréstsl, igy a valoszintiség p =1 — s/d.

1.5.34. Feladat: Egy d = 10 cm oldalhosszisagi négyzetracsos padlé-
zatra leejtiink egy s = 3 em atmérdjii pénzdarabot.

a. Mennyi a valoszintisége, hogy a pénz teljes terjedelmével egy négyzet belse-
jébe fog esni?

b. Mennyi a valészintsége, hogy hisszor végrehajtva a kisérletet, az esemény
éppen otszor kovetkezik be?

Megoldds: a. Ahhoz, hogy a pénzdarab benne legyen a négyzetben,

a pénz kozéppontjanak a bels§ 7 cm oldalhosszusagi négyzetbe kell esnie,
igy a valoszintiség p = 0,49. b. Az el6z8 p valoszintiséggel: (250)])5 (1—p)"

képlettel szamolhatjuk ki.

1.5.35. Feladat: Egy d = 10 cm oldalhossztisdagt négyzetracsos padlo-
zalra leejtiink egy s = 3 cm hosszt tit. Mennyi a valoszintisége, hogy a ti
teljes egészében egy négyzet belsejébe keriil?

- - PRI I _s2 A P
Megoldds: A keresett valoszintség p =1 — 4552: . Ha A azt az eseményt

jelenti, hogy a tii a vizszintes oldalt metszi, B pedig azt, hogy a tii fiiggtleges
oldalt keresztez, akkor meghatérozandé a P(A + B) valészintiség. Poincare
tételébsl: P(A + B) = P(A) + P(B) — P(AB). A Buffon-td problémanal
lattuk, hogy P(A) = P(B) = 2¢ Az AB szorzatesemény valosziniisége

2sino £|cosaf

P(AB) = f [ [ dedyda = j;ﬂ. A képletben z és y a t1i kézép-
0 0 0

pontjanak koordinat

1, v pedig a t egyenesének a vizszintessel bezart szoge.
A P(AB) valészintiség a két oldalt egyszerre metsz6 tifelhelyezkedésekhes
tartozo (x,y,«) pontok alkotta térrész térfogatanak és a d x d x m hasab
térfogatanak aranya.
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1.5.36. Feladat: Kgy a = 1, b = 2 oldalhosszusagn téglalapon kivalasz-
tunk egy pontot. Mennyi a valoszintisége, hogy a pont kozelebh van egy
csticshoz, mint a kozépponthoz?

Megoldds: Két pont kézott egyenld tavolsdgra 16v pontok mértani helye
a pontokat Osszekots szakasz felezd merdlegese. Igy a keresett eseménynek
it

megfeleld tartomanyt az alabbi dbran hesotétitéssel szemléltethetjiik:

A kozépsé (fehér) alakzat két szimmetrikus trapézbol all. Mivel a trapé-
7ok kozépvonalai az atlok meghatarozta haromszog kozépvonalaval egyeznek
meg, a hosszuk 1. A trapéz magassag 0,5. Igy a fehér alakzat teriilete éppen
1 lesz. Ezért a besotétitett alakzat teriilete is 1, igy a keresett valoszintiség
0,5.

1.5.37. Feladat: Ketten megbeszélik, hogy 10 és 11 ora kozott egy meg-
hatarozott helyen taldlkoznak. Megéllapodas szerint, aki korabban érkezik
20 percet var a masikra, és csak azutdn tavozik. Mennyi a talalkozés valo-
szintisége, ha mindketten véletlenszeriien érkeznek?

Megoldds: Jelolje @ az egyik, y a masik ember véletlen megérkezésének
idejét. Az (x,y) par egy véletlen pontot hataroz meg az egységnégyzetben.
A talalkozashoz fenn kell dllnia a |2 —y| < % relacionak, melyet kielégits
pontok besotétitve lathatok az aldbbi abran:

&

[

*

Az abrarol kozvetlentil leolvashato, hogy a keresett valoszintiség: 1 — % =

ot
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1.5.38. Feladat: Fgy egységnyi hossziisagi szakaszon taldlomra valasz-
tunk két pontot. Mennyi a valoszintisége annak, hogy ezek kozelebh vannak
egymashoz, mint barmelyik végponthoz?

Megoldds: A vizsgalt eseményhez tartozo pontok (x,y) koordinataira
fennall @ < y esetben, hogy y — a2 <1 —y ésy—a <. (Az y < x esetben
ezek a kritériumok # —y < 1 — 2 és v —y < y lennének.) Az egységnégyzeten

bejeldlve a relacioknak eleget tevd pontok alkotta tartoményt:

4 05 /

7

Ezek alapjan a keresett valoszintség: %

1.5.39. Feladat: Egy otemeletes hazban az emeletek kozott 6 m tavol-
sag van, a foldszint és az elsé emelet k6zott 8 m. Ha a liftajté 2 m, mennyi a
valoszintisége annak, hogy a lift megakadasakor az ajtot teljes egészében fal
takarja?

Megoldds: A lift teljesen a fal mogotti takarasban van a foldszinten 4
m-en keresztiil, az 1.,2.,3. ¢és 4. emeleten 2-2 m-en at. A lift osszitja
8+4-6+2=34m. ]g_y a keresett valoszintség: p = %

1.5.40. Feladat: Az ABCD egységnégyzeten véletlenszerten kivalasztva
egy pontot, mennyi a valoszintsége, hogy a pont kozelebb lesz a négyzet
kozéppontjahoz, mint az AB oldalhoz?

Megoldds: Egy ponttdl és egy egyenestsl azonos tavolsaghan fekv pontok
mértani helye a sikban a parabola. Igy a négyzet pontjai kouiil azok leszmek
a kozépponthoz kozelebb, mint az alapon fekvé A B oldalhoz, amelyek felette
vannak azon parabola vonalanak, melynek a kozéppont a fokusza, és az AB
vonala a direktrisze. Ha AB az 2 tengelyre esik, és az A pont éppen az
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origd, akkor a parabola egyenlete: y = (z — 075)2 + 0,25. A keresett teriilet:
1

l—f((;z:—(),:’i) +0,25) de =2
0

~

I.5.41. Feladat: Egy egységnyi hosszii szakaszt eltoriink, majd a hossz-
abbik részt 4jbél eltorjitk. Mennyi a valészintisége, hogy a keletkezd harom
szakaszbol lehet haromszoget szerkeszteni?

Megoldds: Jelolje az elsé torés utan keletkezett hosszabbik szakasz hosszat
2 (0,5 <a<1). A masodik torésnél est az x hosszisagi szakaszt torjiik
ketté: zy és (1 — y) 2 hosszt szakaszok keletkeznek, ahol 0 <y < 1. A hdrom
szakaszhossz most @ = 2y, b= (1 — y) 2 és 1 — . Haromszog akkor szerkesz-
thet, hazy+ (1 —y)z > 1—= ¢> r>05zy+l—-z>(1—ylz <= 1-—
1 <y,(l—ylz+l—z>ay = - > y Miutan az elss feltétel trividlisan

teljeml a szerkeszthetség feltetele 1 — 5 Sy< v € ( 1) €(0,1).
A feltételeknek megfelels tartomany SOtF‘tltPtt az a]abbl &bran:
¥
1
0S5

05 1%



40 I. FEJEZET A KOLMOGOROV-FELE VALOSZINUSEGI MEZO

2z 2z

1 1
A besatirozott teriilet nagységa: 1'= [ (1— -(1- L)) do = [ (1; — 'l) da =
05 0,5
In2 — % a biztos eseménynek megfelel§ téglalap teriilete: 0,5, igy a keresett
valészintiség: p = 2(In2 —0,5) =1In2.

1.5.42. Feladat: Szamoljuk ki annak feltételes valoszintségét, hogy két
kockaval dobva mindkét érték paros feltéve, hogy osszegiik legalabb tiz!

Megoldds: Legyen A: [Két szabalyos kockaval dobva mindkét érték paros
lesz” és B: ,A dobott értékek 6sszege nem kisebb mint 10”. P(B) = P(,Az
osszeg 10 vagy 11 vagy 127)— P(,,A dobasok eredménye (6,4),(4,6),(3,5)
vagy (5,6), (6,5) vagy (6,6)")= 1 P(A) = 333 = L. P(AB) = P(,A dobasok
eredménye (6,4), (4,6) vagy (6, ()) = 2 = L. A definiciét hasznalva P(/
B) = PP(Alf) = % Lathatjuk, hogy a feltételes valésziniiség most nagyobb,
mint a feltétel nélkiili.

1.5.43. Feladat: A 32 lapos magyar kartyabol harom lapot hiizunk egy-
mas utan visszatevés nélkill. Mennyi a valoszintisége annak, hogy az elsé
kihtzott lap hetes, a masodik kilences, a harmadik ismét hetes?

Megoldds: Legyenek A.l 1 LAz elsének hizott lap hetes”, 4(2) : LA ma-

sodiknak kihtzott lap 9-es”, 4(3) A harmadiknak hizott lap hetes”. A kere-

sett valdsziniiséget a a szorzasi sza‘baly b6l szamolhatjuk: P(A7“A§,’)A73)) =
P(AQ”) - P(AY| A )) : P(A(‘HS)\AQ)AS)Z ). Az egyes ten\ ezéket egyszerien
meghatarozhatjuk: P(A(l)) =Z=1%,P(4A 2)\ 1(1 )= 31 ,
P(;4(73)‘147 Ag )) =2 = T&,) a keresett v«l]m/musegD 1.4.1

1
30 31 10 610"

1.5.44. Feladat: Egy rekeszben 15 teniszlabda van, melyek koziil 9 még
hasznalatlan. Az els§ jatékhoz kivesziink taldlomra harom labdat, majd a
jaték utan visszarakjuk azokat a rekeszbe. (Nyilvan, ha volt kézottiik hasz-
nélatlan, az a jaték soran elveszti ezt a tulajdonsdgat.) A masodik jatékhoz
ismét taldlomra vesziink ki harom labdat. Mennyi a valészintisége annak,
hogy az utobb kivett labddk mind még hasznalatlanok lesznek?

Megoldis: Vezessiik be az alabbi eseményeket:
A; 77—\/ els6 jatékhoz éppen i db hasznalatlan labdat vettink ki”, i =
0,1,2,3.

B: L\ masodik jatszmahoz harom hasznalatlant vettiink ki”.
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Lathato, hogy az A; események teljes eseményrendszert alkotnak.
A B eseménynek az A; eseményekre vonatkozo feltételes valoszintiségei:

P(B|A)= ((7)) (1=0,1,2,3).

mig az A; események valosziniiségei:

P(A) = (?()—) (i=0,1,2,3).

A teljes valoszindség tételét alkalmazva:

P(B)= fjp(n AP (A) ~ 0,045,

1.5.45. Feladat: Hat doboz mindegyikében hat-hat darab golyé van,
melyek kézott rendre 1,2,3,4,5, 6 darab fehér szind talalhato (a tobbi fekete).
Egy dobozt véletlenszerden kivalasztunk, majd abbél visszatevéssel harom
golyot kihtzunk. Ha azt tapasztaljuk, hogy mindharom golyo fehér szint,

mennyi annak a valészintisége, hogy a csupa fehér golyot tartalmazo dobozt
valasztottuk ki?

Megoldds: Legyenek Ak a kovetkezd események: Azt a dobozt véilasz-
tottuk, amelyikben i db fehér golyo van”, @ = 1,2,3,4,5,6. Nyilvanvalo,
hogy ezek az események teljes eseményrendszert alkotnak, és mindegyikiik
bekdvetkezése egylorman § valészintiségii. Legyen tovabba B az az esemény,
hogy ,Visszatevéssel hiizva mindegyik golyo szine fehér”. P(BJA;) = (;—)3,
1=1.2,3,4,5,6. A Bayes-tételt alkalmazva:

P(Ag | B) = REUIPC) 216 g g9
;l P(B|A)P(4:)

I.5.46. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha P(A) > 0,8, P(b) > 0,8, akkor
P(AB) > 0.6!

Megoldds: 0,8+0,8—P(AB) <P(A+B)=P(A)+P(B)—P(AB)< 1 =.
P(AB) > 0,6
1.5.47. Feladat: Dohjunk két kockaval! Mondjunk olyan eseményeket

ezzel a kisérlettel kapcsolatban, amelyek fiiggetlenek, és olyanokat, amelyek
nem fiiggetlenek egymastol!

Megoldds: Pl.  A:

kockan harmast dobunk’

Az egyik kockan kettest dobunk” £: LA masik
; A
dobott értékek nem egyenléek™ Az A és B fiiggetlenek, C' és ) nem, hiszen

P(CD) =L £ P(C)P(D) = £

"+ ,Van hatos a két dobott érték kozott”, D:
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1.5.48. Feladat: Ha P(A|B) = 0,7, P(B|A) = 0.6, P(A | B) = 03,
akkor mennyi P(A)?

Megoldds: P(AB) = 0,7P(B) = 0.6P(A) = P(B) = 6/7TP(A). Masrészt,
P(A) =P(AB)+P(AB) = 0,6P(A)+0,3P(B) = 0,6P(4)+0,3—0,3P(B) =
24/70P(A) + 0,3, ahonnan P(A) = 21/46.

1.5.49. Feladat: Harom szabalyos kockaval dobunk. Mennyi a val6szi-
niisége annak, hogy van hatos értékiink, ha tudjuk, hogy mindegyik dobas
paros lett?

Megoldds: Ha B: Mindegyik dobéas paros”, A: . Van hatos dobas”.

P(B)=% =1 PAB)=P(B)-P(AB) = - L = 12 oy P(A|B) =
P(AB) _ 19
P(B) — 27"

1.5.50. Feladat: Egy urnaban b darab fekete és r darab fehér goly6 van.
véletlenszertien kihtiznak egy golyot. A kihtuzott golyot és még ugyanolyan
szintib6l ¢ darabot visszatesznek az urnaba. A kisérlet eredményét nem is-
merve, mésodszorra mi hizunk az urnabél. Feltéve, hogy a masodik hiizaskor
fekete goly6t huzunk, mennyi a valoszintisége annak, hogy az els hazéskor
is fekete volt az eredmény?

Megoldds: A : Az elsé htuzas fekete volt”, B: ,A masodik goly6 fekete”.

A Bayes tételt alkalmazxa. P(A\B) BM)PB @5(2\4)1’(4 ahol P(B|A) =
e PO BIA) = 51, P(A) = 5 6 P(A) = o Tey P(A|B) = 715

1.5.51. Feladat: Harom szabélyos kockédval dobunk. Mennyi a valoszi-
nisége annak, hogy a dobasok k6zott van hatos, ha mindegyik kockan kiilon-
boz6 érték van?

Megoldds: Ha B: ;Mindharom kockdn mas-mas eredmény van”, A: Az
egyik kockan hatos van”, akkor P(AB) = 234 = 18 P(B) = ¢34 = 2 gy
P(A|B)=0,5.

1.5.52. Feladat: Egyladdban 100 darab dobékocka van, melyek koziil 99
teljesen szabalyos, egy pedig hamis olyan értelemben, hogy vele mindig hatos
dobhato csak. Ha véletlenszertien kivesziink egy kockat a ladabol és azzal
tizszer dobva mindig hatost kapunk, mennyi a valoszintisége, hogy éppen a
hamis kockat vettiik ki elézsleg?
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Megoldds: Legyen A: JA hamis kockat valasztottuk ki”, B: [T'izszer dobva
mindig hatost kapunk”. A Bayes tételt alkalmazva:
_ P(B|A)P(4) 4) — A) —
P(A|B) = B{BTA)P(A)+P(BIP()” ahol P(A) = 0,01, P(A) = 0,99,
P(B|A) = 1,P(B|A) = 5. Behelyettesitve: P(A|B) & 0,99999983.

1.5.53. Feladat: Két biinozs, » és y, egymastol fiiggetleniil hazudnak,
illetve mondanak igazat 2/3 illetve 1/3 valésziniiséggel. Feltéve, hogy = azt
allitja, hogy ..y hazudik”, mennyi a valészintisége, hogy y igazat mond?

Megoldds: A: .,z azt allitja, hogy y hazudik”, B: .y igazat mond”.
P(A|B) = P(,z hazudik”) = 2/3,P(B) = 1/3,P(A|B) = P(,z igazat
mond”)= 1; P (F}) = % A Bayes-tételt alkalmazva:

P(B|A) - P(AIB)P(B) 1

P(A|B)D(B)+P(A|B)D(B) _ 2

1.5.54. Feladat: Két urna koziil az egyikben n fekete és m fehér, a
masikban N fekete és M fehér golyo van. Az elsébdl taldlomra atrakunk
egyet a masodikba, majd onnan taldlomra visszavesziink egyet. Megint az
elsébdl htizva, mennyi a valosziniisége a fehérnek?

Megoldds:
A; ¢ Az els6 urnabol fehéret rakunk a mésodikba, a mésodikbél fehéret
rakunk vissza”,
Ay ¢ LAz els6 urnabol fehéret rakunk a masodikba, a masodikbol feketét
rakunk vissza”,
As ¢ LAz els6 wrnabol feketét rakunk a méasodikba, a masodikbol fehéret
rakunk vissza”,
Ay ¢ LAz els6 urnabol feketét rakunk a masodikba, a masodikbol feketét
rakunk vissza”,
B: Harmadszorra az els§ arnabol fehéret huzunk”.
Ay, Ag, Az, Ay teljes eseményrendszer. A teljes valoszintiség tételébsl:

P(B) = éP(B\AZ)P(Az) =...

1.5.55. Feladat: Két jatékos felvaltva huz egy-egy golyot visszatevés
nélkiil egy urnabol, amiben egy fehér és harom fekete goly6 van. Az a jatékos
nyer, amelyik elGszor hiiz fehéret. Mennyi a valoszintisége, hogy az elsének
hazo jatékos fog nyerni?
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Megoldids: A: Az elsé huzas utan nyer a kezdd jatékos”, B: A har-
madik hiizas utan nyer a kezdé jatékos”, C': Nyer a kezdd jatékos”. Nyilvan:
P(C) = P(A)+P(B) = }+33- 4=k

1.5.56. Feladat: Egy kalapban tiz cédula van, melyekre a 0,1,2,3,4, 5,
6,7,8,9 szamjegyek vannak felirva. Visszatevéssel kivesziink két cédulat.
Jelolje Y a szamjegyek Osszegét, X pedig a szamjegyek szorzatat. Adjuk
meg a
P(Y =1 | X =0) valoszintségeket! (i =0,1,...,18).

Megoldds: P(X =0) = 1, P(Y =X =0) =0, hai > 9.

- \ P(,0-4t és i-t haztunk”4,i-t és 0-at haztunk™) 2 - ¢
PY ={X=0)= ( BX=0) =qi5hai=1,2,....9.

1.5.57. Feladat: Egy perzsa sah egyszer egy elitéltnek azt mondta, hogy
tetszés szerint elhelyezhet 50 fehér és 50 fekete golyot két egyforma vazaba.
Az egyikbSl majd a sah kihaz egy golyot, és ha az fehér, megkegyelmez.
Ha viszont a kihtizott golyo fekete, vagy kideriil, hogy nem mindegyik goly6
volt a vazakba berakva, esetleg a kivalasztott vazdban nem volt semmilyen
goly6, az itélet halal. Hogyan kell szétosztania az elitéltnek a golyokat, hogy
a megkegyelmezés valészintisége maximalis legyen?

Megoldds: Az optimalis stratégia az, ha az egyik vazaba egy fehér golyot
tesziink, a masikba az Osszes tobbit. Ikkor a teljes valosziniiség tételét al-
kalmazva: P(,A sah fehéret haz”) = %(l + %) =~ 0,747. Minden mas szé-
tosztasnal csokken ez a valoszintiség.

1.5.58. Feladat: A binaris szimmetrikus csatorna egy olyan binaris be-
meneti és binaris kimeneti csatorna, melynek minden bemenete p = 0,01
valészinidséggel az ellenkezdjére valt a kimenetkor (¢ = 1 —p). A 0 forrasbitet
000-val, az 1 forrésbitet 111-gyel kiildjiik 4t. A dekodolo tobbségi dontést
hoz. Ha a 0 és 1 forrasbitek el6fordulasanak egyarant 0.5 a valoszintsége,
akkor adja meg a dekodolds hibavalosziniségét!

Megoldds: P (1-est vesziink | 0-ast adnak) = 3p*q + p®,
P (0-ast vesziink | 1-est adnak) = 3p*q + p°.
P (Hibazunk) = 1 (3p®q + p* + 3p*q +p*) = 2,98 - 107"

1.5.1. Gyakorlat: Legyen A, 3 € &. Adja meg az Osszes olyan X € &
eseményt, melyre A- X = A - B teljesiil!
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1.5.2. Gyakorlat: Legyen A, B € &, Adja meg az A, B-t tartalmazo
legszitkebb a—algebrat!

1.5.3. Gyakorlat: Legyen Ay, Ay, ..., A, € 3. Bizonyfitsa be, hogy
P(Ai-Ay- - - A)>P(A)+P(Ay)+---+P(A,)—(n—1).

1.5.4. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy minden A, B € J esetén
[P(AB)—=P(AC)| < P(BAC), BAC=BC+CHB!

1.5.5. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy minden A, B € J esetén
<P(AB)-P(A)P(B) < i!

1
i

1.5.6. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy minden A, B € I esetén
P(AB)P (AB) <1l

1.5.7. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy minden A, B € I esetén
P(AAB)=P(A)+P(B)-2P(AB)

1.5.8. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy minden A, B,C € J esetén
P(AB)+P(AC)—-P(BC) <P(A)!

1.5.9. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy minden A, B,C € J esetén
P(A+B+C)-P(ABC)>P (B A C)

1.5.10. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy minden A, B, C € J esetén
P(AAB)<P(AAC)+P(BAC)

I.5.11. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogyha P (A)=10,9 és P (B) =0,8,
akkor P (AB) >0, 7!

1.5.12. Gyakorlat: A R kisérlet abban all, hogy véletlenszerten kiva-
lasztunk egy n elemii permutaciot. Jelentse A;; azt az eseményt, amikor a
kivalasztott permutécioban az i-edik elem a j-edik helyen all. Fejezze ki A,;-
k segitségével az alabbi eseményeket:

A: jaz elsé elem a masodiktol balra all”,
B: jaz els6 elem sorszama legfeljebb 5.

[.5.13. Gyakorlat: Legyen Ay, As,.... A, € S és A = Z A;. Allitsuk
i=1

elg A-t egymast kizaré események Osszegeként!
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1.5.14. Gyakorlat: Kgy egyetemi évfolyamon a lanyok koziil 60-nak a
haja barna, 40-nek a haja és a szeme is barna, 110 lanynak a haja és a szeme
koziil legalabb az egyik barna. Hany barnaszemt lany van az évfolyamon?

1.5.15. Gyakorlat: gy kivéautomata 20 Ft-os érmékkel mikodik. lgy
tetszdleges 20 Ft-os érmét 0.98 valoszintiséggel fogad el. Az antomata ki-
jelz6je mutatja, hogy még 4 adag kavé van benne. Négyen allnak az au-
tomata el6tt 1-1 20 Ft-os érmével a keziikben, amikor odaérkezem. Mekkora
a valoszintisége, hogy jut nekem a kavébol? Mekkora annak a valoszintisége,
hogy én iszom a 4 adag koziil az els6t?

1.5.16. Gyakorlat: Melyik lottoszam lesz a legnagyobb valoszintiséggel
a masodik legnagyobb kihazott szam?

1.5.17. Gyakorlat: Mennyi a valoszintisége annak, hogy a kovetkesd
heti lottoszamok legnagyobbika kisebb lesz, mint a rakovetkezd hét kihazott
szamainak legkisebbike?

1.5.18. Gyakorlat: Mennyi a valdszintisége annak, hogy a lotton a ki-
htizott 6t szam koziil nagysag szerint a kozépss 50-nél kisebb?

1.5.19. Gyakorlat: Egy sakktablan taldlomra elhelyezilink 8 bastyat. Meny-
nyi a valészintsége annak, hogy a bastyadk nem iitik egymaést?

1.5.20. Gyakorlat: Egy kalapban az angol ABC 26 betijje van. Vissza-
tevéssel 8-szor kihtizunk egy bettit és leirjuk azt. Mennyi a valdszintisége
annak, hogy legfeljebb két betiicsere utan a leirt sz6bdl megkapjuk a DEB-
RECEN sz6t?

1.5.21. Gyakorlat: Egyszerre n szabélyos dobokockéval dobunk. Meny-
nyi a valészintisége annak, hogy

a. az Osszes kockaval ugyanazt az értéket kapjuk?
b. legalabb egy hatost dobunk?
c. pontosan egy hatost dobunk?

1.5.22. Gyakorlat: Kgy urnaban « darab fehér és b darab fekete golyo
van. (a,b> 2). Visszatevés nélkiil kivesziink két goly6t az urnabol. Mennyi
a valoszintisége annak, hogy
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a. a két golyod azonos szint?
b. a két golyo kiilonb6z6 szint?

I.5.23. Gyakorlat: Harminc szamozott golyét rakunk szét nyole kiilon-
boz6 ladaba. Az elhelyezéskor barmelyik golyét ugyanakkora valészintiséggel
tehetiink barmelyik laddba. Keressitk meg annak az elhelyezésnek a valészi-
niiségét, amelynél harom lada ires, kett6ben hdrom golyé van, kettében hat
és egyben 12 db goly6 keriil!

1.5.24. Gyakorlat: Tekintsiik az sszes olyan n hossztsigt sorozatot,
amelyek a 0, 1,2 szamokbol allnak. Hatérozzuk meg annak a valoszintiségét,
hogy egy véletleniil valasztott ilyen sorozat:

a. O-val kezdédik;

b. pontosan m + 2 db 0-at tartalmaz, melyek koziil kett§ a sorozat végén
van;

c. pontosan m db 1-est tartalmaz;
d. pontosan mg db 0-at, my db l-est és my db 2-est tartalmaz.

1.5.25. Gyakorlat: Ketten pénzfeldobassal jatszanak. Andras nyer, ha
egy szabélyos érme dobasi sorozatdban harom fej hamarabb kévetkezik, mint
a fej-irés-fej sorozat. Viszont Béla a nyerd, ha mindez forditva torténik, azaz
a fej-iras-fej sorozat elébb jon, mint a fej-fej-fej. Egyenléek a jaték nyerési
esélyei? Milyen legyen a fej dobasanak p valdszintsége, hogy a jaték . fair”
legyen?

1.5.26. Gyakorlat: Legyen A az az esemény, hogy lottohuzasnal egyik
kihtizott szdm sem nagyobb mint 50, és B pedig az az esemény, hogy min-
degyik kihazott szam paros. Szamoljuk ki a P(A),P(B),P(AB),P(A+ B)

valoszintiségeket!

1.5.27. Gyakorlat: Mennyi a valészintisége annak, hogy a lottohazasnal
kihtizott legnagyobb és legkisebb szam kiilénbsége éppen k? (4 < k < 89).

1.5.28. Gyakorlat: gy tires téglalap alaka szobaban, melynek falai 10
és 5 méter hossztiak, leejtiink egy golyot. Mennyi a valoszintsége, hogy
a golyé egy olyan pontban fog megéllni, amely kozelebb van a szoba egy
sarkdhoz, mint a szoba kozéppontjahoz?
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1.5.29. Gyakorlat: Egy 10cm oldalhossziisdgn négyzetracsos halozatra
leejtiink egy 3cm atmérdjd koralaka pénzdarabot. Mennyi a valdszintisége,
hogy a pénzdarab lefedi egy négyzet csticsat?

1.5.30. Gyakorlat: Egy 20 cm oldalhosszisagi négyzetricsos padloza-
tra ledobunk egy 2 cm élhosszisagu jatékkockat. Mennyi a valdszintsége,
hogy a kocka teljes terjedelmével a padlézat egy négyzetében lesz?

1.5.31. Gyakorlat: Mennyia valoszintisége, hogy egy egységnyi szakaszt
véletlenszertien harom részre toriink, a keletkezd szakaszokbdl hegyesszogit
haromszog szerkeszthets?

1.5.32. Gyakorlat: Az ABC D négyzetben taldlomra valasztunk egy P
pontot. Mennyi a valoszinisége, hogy P kozelebb lesz az AB oldalhoz, mint
a négyzet kozéppontjahoz?

1.5.33. Gyakorlat: Kgy d szélességii lécekhol allo padlozatra ledobunk
egy s = 2d hosszusagn tiit. Mennyi a valoszintisége, hogy a tii két padlorést
fog egyszerre metszeni?

1.5.34. Gyakorlat: Az egységkor keriiletén véletlenszerten kivalasztunk
harom pontot: A, B és C-t. Mennyi a valoszintisége. hogy a BAC szog
nagyobb lesz 60°-nal?

1.5.85. Gyakorlat: Legyen P = (a.b) az egységnégyzet egy véletleniil
kivélasztott pontja és p(z) = %x:‘ —a*x +b egy harmadfoki polinom. Mennyi
a val6szintsége, hogy p(z)-nek pontosan egy, illetve pontosan hérom valés
gyoke van?

1.5.36. Gyakorlat: Talalomra kivélasztunk egy P pontot az egységkor
keriiletén, majd egy @) pontot a korlapon. Mennyi a valdszintisége, hogy a
QP szakasz hossza nagyobb mint 17

1.5.37. Gyakorlat: A (0,2) és (0,3) szakaszokon valasztunk taldlomra
egy-egy pontot, legyenek ezek = és y. Mennyi a valoszinisége, hogy az .y
és 1 hosszisagn szakaszokbol szerkeszthetd haromszog?

1.5.38. Gyakorlat: A [0, 1] intervallumon taldlomra kivéalasztunk két sza-
mot. Mennyi a valoszintisége, hogy az egyik szam t6bh, mint kétszerese less
a masiknak?
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1.5.39. Gyakorlat: Valasszunk ki egy Xés Y pontot az egységinterval-
lumban! Tekintsiik azt a téglalapot, melynek oldalhosszai Xés Y. Mennyi a
valosziniisége, hogy a keletkezd téglalap keriilete nagyobb, mint 2és teriilete
kisebb, mint 0,257

[.5.40. Gyakorlat: Vegyiink egy véletlen I = (a, b) pontot az egységné-
gyzetbsl. Mennyi annak a valdszinisége, hogy a p(z) = ax? — 2bx + 1 poli-
nomnak nincs valos gyoke?

I.5.41. Gyakorlat: Egy urndban b darab fekete és r darab fehér golyo
van. véletlenszeriien kihtznak egy goly6t. A kihdzott golyot és még ugyano-
lyan szintib6l ¢ darabot visszatesznek az urnaba. Ezt megteszik egymas utan
n-szer. lgazolja, hogy ezek utdn, a fekete golyé kihuzdsdnak valésziniisége

b 1
e

1.5.42. Gyakorlat: Magyar kartyaval huszonegyeziink. A kartya értékei:
als6=2, fels6=3, kiraly=4, hetes=T7, nyolcas=8, kilences=9, tizes=10, asz=11.
Mennyi a valészintisége, hogy 21-et hiizunk, ha a 19-et elértiik az 6t6dik hizas
utan?

1.5.43. Gyakorlat: kgy kalapban tiz cédula van, melyekre a 0,1,2,3, 4,
5,6,7.8,9 szamjegyek vannak felirva. Visszatevéssel kivesziink két cédulat.
Jelolje Y a szamjegyek Osszegét, X pedig a szamjegyek szorzatat. Adjuk meg
a

P(Y =i | X > 0) valosziniiségeket! (i =0,1,...,18).

I.5.44. Gyakorlat: Elgszor feldobunk egy szabalyos érmét. Ha fej, egy-
szer, ha irds kétszer dobunk egy szabélyos dobokockaval. Mennyi a valészi-
niisége, hogy lesz hatos?

1.5.45. Gyakorlat: Egy rekeszben 15 teniszlabda van, melyek koziil 9
még haszmélatlan. Harom jatékhos kivesziink talalomra harom labdat, majd
a jaték utan visszarakjuk azokat a rekeszbe. (Nyilvan, ha volt kozottiik
hasznalatlan, az a jaték soran elveszti ezt a tulajdonsdgat.) Mennyi a valo-
szintisége annak, hogy mindhérom kivételhez 1 1j és 2 haszndlt labda keriil
a keziinkbe?

1.5.46. Gyakorlat: gy szovegszerkeszt a karaktereket 7 bitbe kodolja,
és ezt egy paritasbittel egésziti ki tigy, hogy az l-esek szama paros legyen.
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Teszi et azért, hogy paratlan paritéssal észlelni tudja a hibazast. Tegyiik
fel, hogy nyolc bitet egy olyan csatornan kiildi at, amely egy bitet 0,1
valosziniiséggel ront el. Milyen valésziniiséggel kapunk a kimeneten tigy nyolc
bitet, hogy az hibas, de mégsem tudjuk azt észlelni?

1.5.47. Gyakorlat: A vizsgazok 75%-a A szakos, 15%-a B szakos és
10%-a C szakos. Annak az eseménynek a valészintisége, hogy egy hall-
gaté otost kap, az A szakosok esetében 0,4, a B szakosoknal 0,7 és a C
szakosoknal 0,6. Ha egy személyrsl tudjuk, hogy 6tosre vizsgazott, akkor
milyen valoszintiséggel lehet A, B illetve C' szakos?

1.5.48. Gyakorlat: Harom egyforma doboz koziil kettGben 2 piros, egy-
ben 1 piros és 1 fehér goly6 van. Véletlenszertien kivalasztunk egy dobozt,
és abbol egy golyot. Ha ez piros, mennyi a valészintisége, hogy a dobozban
maradé golyo szine fehér?

1.5.49. Gyakorlat: Egy szabalyos kockdval addig dobunk tjra és djra,
amig el6szor hatost nem kapunk. Mennyi a valészintisége, hogy ekozben
pontosan 1 egyest dobunk?

1.5.50. Gyakorlat: Egyetlen szelvénnyel lottézok. Szamaim kozott a
40-es a kozépsS. Az alabbi harom esemény esetleges bekovetkezése koziil
melyik noveli jobban az 6tos taldlatom feltételes valoszintiségét? A : . az elsé
kihtizott szam a 40-es”, B : kihtztéak a 40-es szamot”, C' : ja 40-es szam a
kihtizott szamok kozott a harmadik”.

1.5.51. Gyakorlat: Egy

nem kapunk. Mennyi a valoszintisége, hogy ezalatt nem dobunk hatost?

sabalyos dobokockaval addig dobunk, amig 6t6st

1.5.52. Gyakorlat: Harom szabalyos dobokockaval dobunk! A: az 6sz-
szeg 77, B: ,mindegyik paros”, (1 van kdzéttiik harmas”. Szdmolja ki a
P(A-(B+ ())és a P((A+ C)B) valoszintségeket!

1.5.53. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy a Boole egyenlgtlenség végtelen
sok esemény esetén is fennall.(A folytonossagi tételt hasznaljal)



I1. fejezet

A valbszintiségi valtozo

IT.1. A valdsziniiségi valtoz6 fogalma

A valos szamok részhalmazai koziil, csak azokkal fogunk a tovabbiakban
foglalkozni, amelyek intervallumok rendszeréhol egyesitéssel, metszéssel és
komplemens-képzéssel elgallithatok. Kzek az tn. Borel-mérhets halmazok,
melynek fogalmat a 11.1.2 definicioban adjuk meg. A gyakorlatban minden
Jepesz” halmaz, igy a nyilt, zart, félig nyilt, félig zart intervallumok, az
egyelemi halmazok, a félegyenesek és a nyilt és zart valés részhalmazok,
valamint az egész szamegyenes maga is Borel-mérhetSek. A kovetkezd tétel-
ben felhasznaljuk a o-algebra fogalmat, ami az & eseményalgebra axiémainél
mér szerepelt.

II.1.1. Tétel: Ha Ry, Ro, Rs, ... a V halmaz részhalmazainak o-algebrai,
akkor m R; szintén o-algebra.
i

Bizonyilds:

a.) Azért igaz, mert V mindegyik tényezé o-algebraban benne van, akkor a
kézds részben is benne kell, hogy legyen.

b.) Ha egy A C V részhalmaz benne van a metszetben, az csak ugy lehet,
ha mindegyik komponens g-algebraban is benne van. De mivel a kompo-
nensek o-algebrak, benniik a komplemens halmaz is benne van, de akkor
a metszetiikben is benne van a V\ A.

51
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c.) Ha részhalmazok egy rendszere benne van a metszetben, akkor minden
komponensbhen benne van, de akkor az egyesitésiik is benne van minden
komponensben, igy a metszetiikben is. W

I1.1.1. Definicié: Az A, B,C,... C V halmazrendszert tartalmazo dsz-
szes o-algebra metszetét — ami az el6z6 tétel szerint maga is o-algebra —
a halmazrendszer altal generalt o-algebranak nevezziik, és o(A, B.C .. .)-val
jeloljiik.

11.1.2. Definicié: A balrdl zart, jobbrdl nyilt valés intervallumok 4ltal
generalt o-algebrat, Borel-féle o-algebranak nevezziik, és B-vel jeloljiik:

B —c({[a,b),a,bER}).

I1.1.3. Definicié: Legyen (2, ¥, P) Kolmogorov-féle valgsziniiségi mezd.
Az X Q — R fiiggvényt valdszintdiségi vdltozénak nevezziik, ha minden
B € B esetén A = {w; X (w) € B} € 3, azaz a Borel-halmazok képe az X
leképezésnél megfigyelhets esemény lesz.

Megjegyzés: Mértékelméleti terminolégiaval, X mérhets fiiggvény. Lat-
hato, hogy az X val6szintiségi valtozé minden w elemi eseményhez egy valos
szamot rendel.

II.1.2. Tétel: Az {A; A= {w; X (w) € B}, B € B} eseményrendszer
o-algebra, melyet az X éltal generalt o-algebranak neveziink, és o(X)-el
jeloliink.

Bizonyitds:
1° {w; X (w) € R} = Q, mert R €B.
2° Ha A = {w; X (w) € B} € 0 (X), akkor A = {w; X (w) € R\ B} is, hiszen
R\B € B.

%"U{wX EB,’}{u}Xu U }GU(X ), hiszen OBE‘B |

i=1 =1

I1.1.1. Példa:

a.) Ha X az A € Q esemény indikator fiiggvénye, azaz

X(w)= { (l]’ |}1lj j ; 3 , akkor o(X) = {@ A, A,Q}.
b.) Ha X(w ¢, azaz a valészintségi valtozé konstansfiiggvény, akkor
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I1.2. Az eloszlasfiiggvény fogalma

I1.2.1. Definicié: Legyen (€2, 3. P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mexd,
X valosziniségi valtozo. Ekkor a Qx : B — [0, 1] halmazfiiggvény,
melynek definicioja Qx(B) = P({w; X(w) € B}) i P(X e B), (BB,

az X valésziniiségi valtozé eloszldsa.

II.2.1. Tétel: A Q)x halmazfiggvény tulajdonsagai:
a.) Qx(R)=

b.) Ha By, By, ..., By, ... diszjunkt Borel-halmazok, akkor QX(U B;) = Z Qx(B;:)

i=1

Megjegyzés: A Qx kielégiti a P valoszintiség axiomait.
Bizonyilds:

a) Qx(R) = P({u: X(w) €R}) = P(2) = |

b) Qx (,U B) =P (wx@eUn) =P (Slaxen) -

i=1 i=1
00

P{w; X (w) e B}) = 2@){ (B;).

My

i=1

Megjegyzés: Amikor egy K véletlen kisérlethez hozzarendeliink egy X va-
l6szintségi valtozot, akkor egyuttal egy leképezést hajtunk végre az absztrakt
(9,3,P) és az (R,B,Qx) Kolmogorov-féle valészintségi mezsk kozott. A
matematikailag nehezen kezelhets (€2, S, P) struktira helyett egy jobban ki-
dolgozott és kiismert (R, B, () x) struktirara tériink at, ahol az eseményeket
a Borel-halmazok segitségével fogjuk megfogalmazni, az események valészi-
niségeit pedig az eloszlassal kalkuldljuk a tovabbiakban. A valészintségi
véltozé tehat a véletlen kisérlet egy matematikai modellje.

A valészindségi valtozok definidldsa az esetek tobbségében természetes
moédon adodik. Gondoljunk csak példaul a kockadobas kisérletre, a rulett-
tarcsa megforgatésara, a Duna pillanatnyi vizmagassagara, vagy a legkoze-
lebb sziiletendd csecsemd testsilyara sth. Sokszor, bar az elemi események
nem szamok, de valoszintségi valtozoval egy-egy értelmi megfeleltetés 1étesi-
thets koztiik és a valos szamok egy részhalmaza kozott, és igy a valoszintiségi
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valtozo segitségével ugyanigy targyalhatod a jelenség. Pl. a kartyahtzasnal a
kartyakat sorszamozzuk, minden addigi esemény ekvivalens modon atfogal-
mazhaté.

Felhasznalhatok a valoszintiségi valtozok az eredeti kisérlet egyszeriisité-
sére is. PL. késsbb latni fogjuk. hogy egy n-szeres hossztisagt kisérletsorozat
helyett egyetlen valoszintségi valtozo megfigyelése is lehetséges.

11.2.2. Definicié: Az Fx(z) = Qx( (—oc, 2) ),z € R f