Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2013. december 11.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tatd minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az ttmutatonak nem célja a feladatok teljes értékd megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdsk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodéd gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak mérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdél a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa lenne kaphat6. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldés ter-
mészetesen maximélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Egy 100 csucsu G (egyszerti) graf szomszédossagi matrixa A.
a) Mutassuk meg, hogy ha A'! fgatlojaban az elemek Gsszege 0, akkor G péros graf.
b) Igaz-e, hogy ha G paros graf, akkor A fgatlojaban az elemek sszege 07

* ok ok ok Xk

a) Egy graf pontosan akkor péros, ha nincs benne paratlan kér. Ha G-ben lenne pératlan kor,
akkor ennek egy pontjat kivalasztva lenne onnan indulé 111 hosszu korséta: végigmegyilink a koron
(amelynek legfeljebb 99 éle lehet), majd a legutolséd élen oda-vissza lépegetiink még addig, amig 111
hosszi korsétat nem kapunk. (2 pont)
Igy felhasznalva, hogy az A™! méatrix féatlojanak i-edik eleme az i-edik csticsbol induld 111 hosszt
korsétak szama, ebbdl mar kovetkezne, hogy a f6atloban olyan nemnegativ szamok szerepelnek,
amelyek kozott pozitiv is van, vagyis nem lehetne 0 a f6atlobeli elemek 6sszege. Ebbdl kovetkezik,
hogy grafban valojaban nem lehet paratlan kor, és igy G paros. (3 pont)

b) Ha G péaros graf, akkor csucsai feloszthatok két halmazra, A-ra és B-re tgy, hogy A-beli cstucsok
csak B-beliekkel szomszédosak. Ekkor ha egy 111 hosszu (azaz 111 élbdl 4ll6) séta kezdSpontja A-beli,
akkor a 2. pont B-beli, a 3. ismét A-beli, és igy tovabb..., végiil az utolso, 111. él végpontja, vagyis a
112. pont ismét B-beli. Ez viszont azt jelenti, hogy ez nem lehet korséta, vagyis 111 hosszu korséta

egyaltalan nincs a grafban. (4 pont)
Igy ismét felhasznalva a sétdk szamarol szolo tételt azt kapjuk, hogy A f6atlojaban minden elem 0,
azaz az Osszegik is 0. Tehat b) igaz. (1 pont)

2. Egy oriési tabla csokit tgy daraboltunk fel, hogy minden egyes 1épésben valamelyik keziink tigyébe
es6 darabot 4, vagy 7 kisebb részre osztottuk. Kaphattunk-e ilyen médon végiil

a) 2013

b) 2014
darabot?



Ha egy darabot 4 részre toriink, akkor a darabok szama 3-mal né, ha pedig 7 részre, akkor 6-tal. Igy,
ha Osszességében x-szer tortiink 4 részre, y-szor 7 részre, akkor a darabok szdma 1+ 3z + 6y lesz, hiszen
kezdetben 1 volt. (3 pont)
Az a kérdés, hogy az 1+ 3z + 6y = 2013, illetve az 1+ 3z + 6y = 2014 egyenleteknek van-e nemnegativ
egész szamokbol 4llo megoldasa. Az els6bdl azt kapjuk, hogy 3z +6y = 2012, itt az egyenlet bal oldalan
allo kifejezés 3(x+2y) alakban is irhato, tehéat oszthato 3-mal, mig a jobb oldalon &ll6 2012 nem, tehat
nincs egész megoldas, vagyis a)-ra nemleges a valasz. (3 pont)
A maésodik egyenletbdl 3z + 6y = 2013 adodik, amelynek pl. x = 2013/3 = 671,y = 0 nemnegativ
egész megoldasa, tehat ha pl. 671-szer toriink 4 részre, akkor éppen 2014 darabunk lesz, azaz b)-re
igen a valasz. (4 pont)
(A méasodik egyenletnél, ha valaki csak annyit ir, hogy 3z + 6y = 2013-nak van egész megoldasa, mert
(3,6)|2013, az még kevés, hiszen nekiink most nemnegativ egész megoldas kell.)

3. Milyen maradékot adhat egy egész szam 93-mal osztva, ha a 75-szorése 51 maradékot ad 93-mal
osztva?

X ok k% %
A feladat megvalaszolasahoz el@szor megoldjuk a 75z = 51 (93) kongruenciat. (1 pont)
(Ezt sokféleképpen megtehetjiik, egy lehetséges megoldas:) Leosztunk 3-mal, és mivel (3,93) = 3,
ezért a modulust is osztanunk kell 3-mal: 25z = 17 (31). A kongruencia jobb oldalan 17 helyett
17 4+ 3 - 31 = 110-et is irhatunk, ahonnan 5-tel valo osztas utdn bz = 22 (31) kongruenciat kapjuk,
hiszen (5,31) = 1. Most 22 helyett 22 — 2 - 31 = —40-et irva, és ismét 5-tel osztva z = —8 = 23 (31)
kongruenciat kapjuk. (5 pont)
Ez pontosan azt jelenti, hogy valamely k egész szamra x = 31k + 23. A 31k + 23 szdm 93-as maradéka
pedig

e 23, ha k = 3l alaku, hiszen ekkor 31k + 23 = 93] + 23,
e 54, ha k = 3l + 1 alaku, hiszen ekkor 31k + 23 = 31(31 + 1) + 23 = 93] + 54,

e 85, ha k = 3l + 2 alaku, hiszen ekkor 31k + 23 = 31(31 + 2) + 23 = 93[ + 85.
Igy mod 93 a megoldasok: x = 23, 54,85 (93). Tehat a lehetséges maradékok: 23, 54, 85. (4 pont)

4. Mely pozitiv egész n szamokra teljesiil, hogy ¢(n?) = np(n)?
X ok kK %

I. megoldds. A tanult képlet alapjan o(n?) = n*> [[ = n®[] = n-n]] = np(n), hiszen itt a
pln? Pl Pl
produktumoknal p az n?, illetve n szamok (pozitiv) primosztéin fut végig, de n és n? primosztoi

ugyanazok. (8 pont)

Tehat minden pozitiv egész n-re teljesiil, hogy ¢(n?) = ne(n). (2 pont)

II. megoldds. Legyen az n szam primtényezés felbontésa n = pS'ps? ... por. Ekkor n? = p?® pa®* ... p2or.

(2 pont)

Igy a tanult Gsszefiiggés szerint

p(n?) = (P —pi™ )™ =P =T =
= it (pf — PP (p5% — P52 L (p — i) =
=pps? e (e =P8 -0t (e — ) = ne(n)

(6 pont)

Tehéat minden pozitiv egész n-re teljesiil, hogy ¢(n?) = ne(n). (2 pont)
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5. Mely n egész szamokra lesz n® — n + 3 primszam?

* ok ok ok Xk

A kis Fermat-tétel szerint n® = n (3), vagyis 3|n® — n, és igy 3|n® —n + 3. (3 pont)
Tehat n® — n + 3 egy 3-mal oszthaté primszam, igy vagy a 3, vagy a —3. (1 pont)
Ha n® — n + 3 = 3, akkor n® = n, amibsl n = —1,0, vagy 1. (2 pont)

Ha n3 —n+3 = —3, akkor n®> —n +6 = 0. Ennek a harmadfoki egyenletnek egyetlen egész megoldasa
van: n = —2. Ez leolvashato pl. az n®> —n +6 = (n + 2)((n — 1)? + 2) 4talakitasbol, de megkaphato
a racionalis gyokteszt segitségével is, ami itt most azt jelenti, hogy n® —n = —6 felirasbol lathato,
hogy nl|6, a 6 osztoit (—6,—3,—2,—1,1,2,3,6) behelyettesitve pedig kideriil, hogy egyediill n = —2
megoldés. Egy harmadik lehetséges indoklas: n® —n = (n—1)n(n+1) = —6 egyenletet kell megoldani,
vagyis —6-ot kell elGallitani 3 egymést kovets egész szam szorzataként. A 0 nem szerepelhet koztiik
(mert akkor 0 lenne a szorzat), tehat mindharomnak negativnak kell lennie (kiilonben pozitiv lenne
a szorzat), a (—3)(—2)(—1) szorzat éppen —6-ot ad (itt n = —2), viszont ha n értékét csokkentjik,
akkor a szorzat abszolut értéke mér 6-nal nagyobb lesz, igy nem kaphatunk tjabb megoldast. (3 pont)
Tehat n® — n + 3 pontosan akkor primszam, ha n = —2, —1,0, vagy 1. (1 pont)

6. Legyen H a 2 X 2-es invertalhato matrixok halmaza. A (szokdsos) méatrixszorzas segitségével egy *
és egy o kétvaltozos fliggvényt definidlunk H-n a kévetkezd modon:

AxB=A"1. B

AoB=B-A.

a) Igaz-e, hogy (H,*) csoport?
b) Igaz-e, hogy (H, o) csoport?
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a) I. megoldds Konnyen megmutathato, hogy * mivelet (de mivel a)-ra végiil nemleges lesz a vélasz,
erre nem jar részpontszam). Az asszociativitas ellendrzése:

(A*B)*C=(A"'BYxC=(A"'B ) 'C'=BAC™!

Ax(BxC)=Ax(B'CH=AYB'C)y'=4"'CB

(2 pont)
Ez a két kifejezés nem mindig egyenld, hiszen pl.: A = 2E,B = E,C = FE esetén, ahol E az
egységmétrix, az elsg valtozat 2E-t, a méasodik F/2-t ad eredménytil. (2 pont)
Tehat * nem asszociativ, igy (H,*) nem csoport. (1 pont)

II. megoldds. Ha lenne egységelem, mondjuk F, akkor A = A x F = A~'F~lnek teljesiilnie kellene

minden invertalhat6 2 x 2-es A matrixra, ebbsl F = A~2 (2 pont)
Tehat elég mutatni két olyan invertalhato 2 x 2-es matrixot, amelyek —2-edik hatvanya nem egyenlé.
Ilyen pl. £ és 2, el6bbinek a —2-edik hatvanya F, utébbinak pedig F /4. (2 pont)
Tehat nincs egységelem, igy (H, *) nem csoport. (1 pont)

(Ha valaki belatja azt is, hogy nem teljesiil az asszociativitas, és azt is, hogy nincs egységelem, akkor
is csak 5 pontot kaphat a)-ra.)

Megjegyzés. Inverzrél persze mér nincs is értelme beszélni, hiszen egységelem sincsen.

b) Elészor is, o miivelet, hiszen 2 X 2-es invertalhaté matrixok szorzata is az. (1 pont)
A o miivelet asszociativ, hiszen

(AoB)oC =(BA)oC=CBA=A0o(CB)=Ao(Bo().



(2 pont)
Van egységelem is: az E egységmatrixra teljesiil, hogy Ao F = Fo A = A. (1 pont)
Végiil, minden elemnek van inverze: A-nak az inverze ebben a csoportban éppen a hagyoményos inverze,
vagyis A™!, hiszen:
Ao A '=A"1A=F,

AloA=AA' = E.

(1 pont)
Tehat (H, o) csoport.



