Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2013. november 29.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tatd minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdsk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolédd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa lenne kaphat6. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldés ter-
mészetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatéra 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Tegyiik fel, hogy a 100 csticst G (egyszert) graf szomszédossagi matrixanak 2013-adik hatvanyanak
legalabb 9900 pozitiv eleme van.

a) Lehet-e G-nek izolalt cstucsa?

b) Lehet-e G 6sszefiiggs?
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A tanult tétel szerint a szomszédossagi matrix 2013-adik hatvanyaban az i-edik sor j-edik eleme egyenld

a G-ben i-bdl j-be vezets 2013 hosszu élsorozatok szamaval. (3 pont)
a) Igy, ha lenne G-nek izolalt cstcsa, akkor a szomszédossagi matrix dsszes hatvanyidban (specialisan
a 2013-adikban is) az 6 sordban és az 6 oszlopaban minden elemnek 0-nak kellene lennie. (2 pont)
Tehat lenne a matrixban legalabb 199 db 0, viszont a feltétel szerint 100% —9900 = 100 elem kivételével
mindegyik pozitiv, és igy G-nek nem lehet izolalt cstcsa. (2 pont)

b) Ha pl. a G = Kjgo grafbol indulunk ki, akkor barmely két (esetleg egyezs) csics kozott van 2013
hosszu élsorozat, igy a szomszédossagi matrix 100-adik hatvanyanak mind a 10000 eleme pozitiv lesz.
Tehat elképzelhetd, hogy G Osszefiiggs. (3 pont)
Megjegyzés. Nem nehéz azt sem belatni, hogy G biztosan Osszefiiggs, hiszen, ha szét lehetne osztani
a csucsait 2 részre ugy, hogy az egyikben k, a masikban 100 — k cstcs van, és a két rész kozott nem
fut él, akkor az egyik részbdl a mésikba semmilyen élsorozat nem vezetne, és igy legalabb 2k(n — k) >
2-99 > 100 db 0 szerepelne a szomszédossagi matrix 6sszes hatvanyaban.

2. Hany olyan szam van 1,2,...,1000 koézott, ami 8-cal osztva 7, 12-vel osztva pedig 11 maradékot
ad?
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I. megoldds. Az a szam pontosan akkor ad 8-cal osztva 7, 12-vel osztva 11 maradékot, ha az a+ 1 szam

oszthato 8-cal és 12-vel is. (4 pont)
Egy szam pontosan akkor oszthato 8-cal és 12-vel is, ha a legkisebb k6zos tobbszorosiikkel, azaz 24-gyel
is oszthato. (3 pont)

Tehat az a kérdés, hogy a 2,3,...,1001 szamok kozott hany 24-gyel oszthaté van, vagyis, hogy hany
olyan k egész szam van, amelyre 2 < 24k < 1001. Ez pontosan akkor teljesiil, ha a k egész szdmra



1 <k <41=11001/24|. Tehat 41 ilyen szam van. (3 pont)

II. megoldds. Az a egész szam pontosan akkor ad 8-cal osztva 7 maradékot, ha felirhaté a = 8b+ 7
alakban, ahol b egész szam. Ehhez hasonldéan, pontosan akkor ad 11 maradékot 12-vel osztva, ha

felirhato 12¢ + 11 alakban, ahol ¢ egész szam. (2 pont)
Tehéat 80+ 7 = 12¢ + 11 egyenletnek is teljesiilnie kell a b, ¢ egész szamokra. (1 pont)
Ezt az egyenletet modulo 12 nézve azt kapjuk, hogy 80 + 7 = 11 (12). (1 pont)
Mindkét oldalhoz 1-et adva a 8 + 8 = 0 (12) kongruenciat kapjuk, amit 8-cal leosztva
b+ 1 =0 (12/(12,8)), vagyis b = —1 (3) adodik. Ez azt jelenti, hogy valamely B egész szamra
b =3B — 1 teljestil, amibdl ¢ értékére ¢ = (8b — 4)/12 = 2B — 1 adodik. (4 pont)
Tehat a feltételek pontosan akkor teljesiilnek, ha a = 8b 4+ 7 = 12c + 11 = 24B — 1 valamely B egész
szamra. (1 pont)
Az 1 < a <1000 feltételbsl 1 < B < 41 adodik, tehat 41 ilyen szam van. (1 pont)

3. Milyen maradékot ad 38-cal osztva 383187
% k% %

Mivel (38, 383) = 1, ezért alkalmazhato az Euler-Fermat tétel a feladatban szerepls hatvanyra. (2 pont)
Ehhez el@szor szamoljuk ki ¢(38) értékét: ¢(38) = ¢(2-19) =(2—-1)(19 - 1) = 18. (2 pont)
Igy az Euler-Fermat tétel szerint

38318 = 1 (38),

(1 pont)

és ezt felhasznalva
383187 — 38315 18% — (38318)18"" = 118" = 1 (3)
adodik. (4 pont)
Tehét a 383'8™ szam 38-cal osztva 1 maradékot ad. (1 pont)
4. Hany olyan szam van 1-t6l 1000-ig, amelynek pontosan 14 pozitiv osztéja van?
X % x % %

Tegyiik fel, hogy d(n) = 14 és az n szam primtényezds felbontasa n = pJ*...p%. Ekkor
14 = (g +1)...(ap + 1), itt a 14-et 1-nél nagyobb pozitiv egész szamok szorzataként irtuk
fel. (2 pont)
Erre csak 2 lehetSség van: 14 (egy tényezss szorzat), illetve 2 - 7. (1 pont)
Az el6bbi esetben n = p'? alaku, ahol p primszam, viszont a legkisebb primszam 13-adik hatvanya is
nagyobb 1000-nél: 1000 < 2!3 < p'3, igy ebben az esetben nem kapunk megoldast. (2 pont)

Tehat csak a masik eset allhat fenn, és n = p®q alaki, ahol p és ¢ egyméstol kiilonbozs (pozitiv)
primszamok. Ha p > 3, akkor n = pS¢ > 3%.2 > 1000, azaz ekkor sem kapunk megoldast. Igy csak
p = 2 lehet, ekkor az n = 2°. ¢ = 64¢ < 1000 feltételbsl ¢ < 16-ot kapjuk, tehat ¢ olyan primszam
lehet, ami 2-nél nagyobb, de 16-nal kisebb, azaz q € {3,5,7,11, 13}. (4 pont)
Tehét 5 ilyen szam van. (Ezek a szamok: 26 -3, 20.5 26.7 26.11 26.13.) (1 pont)
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5. Igazoljuk, hogy barmely a, b egész szamra a oszthato 41-gyel.
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I. megoldds Azt kell belatnunk, hogy a'%0?° — a2°p1%° = ¢2°p?°(a® — v¥°) oszthato 41-gyel. Ha a vagy

b oszthato 41-gyel, akkor ez nyilvan teljesiil. (2 pont)
Ha sem a, sem b nem oszthato 41-gyel, akkor a kis Fermat-tétel szerint a*® =1 (41) és b*° =1 (41) is
teljestil. (3 pont)



Ezeket a kongruenciakat négyzetre emelve és egymasbol kivonva azt kapjuk, hogy a® —b* = 12 - 12 =
0 (41), tehat 41]a® — b*) és igy 41]a'®b* — 205! ekkor is teljesiil. (5 pont)
Megjegyzés. A kis Fermat-tétel masik alakjat hasznélva az esetszétvélasztas is elkeriilhets: a®' = a (41)
és b = b (41) sszefiiggéseket hasznélva:

a100b20 o a20b100 = (a41)2a18620 - a20(641)2b18 = a2a18b20 o a20b2618 = (120b20 o 0,20b20 =0 (41)

II. megoldds (csak kicsit masképpen). Azt kell igazolni, hogy a'%0?° = a?°p'% (41). Osszuk le mindkét
oldalt a*b?*-nal, ez ekvivalens atalakitas, ha (a?°b*°,41) = 1, azaz, ha sem a, sem b nem oszthato

41-gyel (hiszen a 41 primszam). A kapott kongruencia: a® = %0 (41). (3 pont)
Mivel (a,41) = (b,41) = 1, ezért az Euler-Fermat tétel szerint a® = §?° = 1 (41). Ezt a kongruenciét
négyzetre emelve éppen az igazolni kivant a® = 0®° (41) kongruenciat kapjuk. (5 pont)

Meg kell még vizsgalnunk azt az esetet, ha a vagy b oszthato 41-gyel, de ekkor a'®p? = ¢2p'% (41)
kongruencia mindkét oldala 0-val kongruens, igy ekkor is teljesiil. Ezzel igazoltuk az allitast. (2 pont)

6. A valos szamok halmazan a o miveletet a kovetkezSképpen definialjuk:
aob=ab+ 2a+ 20+ 2.

Igaz-e, hogy (R, o) félcsoport? Igaz-e, hogy (R, o) csoport?
% % X % %

Mivel

(aob)oc=(ab+2a+2b+2)oc=(ab+2a+2b+2)c+2(ab+2a+2b+2)+2c+2=
abc + 2(ab+bc+ ca) +4(a+b+c¢) + 6

és

ao(boc)=ao(bc+2b+2c+2)=albc+2b+2c+2)+2a+2bc+2b+2c+2)+2=
abc + 2(ab + bc + ca) + 4(a + b+ ¢) + 6,

ezért lathato, hogy o asszociativ, igy (R, o) félcsoport. (4 pont)
Ha létezik e egységelem, akkor minden a-ra teljesiilnie kell, hogy a = aoe = ae 4+ 2a + 2e 4+ 2 és
a=eoa=ea+2e+ 2a+ 2. Mindkét egyenlet atrendezésbdl a(e + 1) + 2(e + 1) = 0 adodik. Lathato,
hogy ez pontosan e = —1 esetén teljesiil tetsz6leges a mellett, igy az egységelem a —1. (3 pont)
Az a egész szamnak pontosan akkor lesz b az inverze, ha e =aob=ab+2a+2b+2ése=boa=
ba+2b+2a+ 2 teljesiil. Mindkeét egyenlet b(a+2) = —2a — 3 alakban is irhaté e = —1 behelyettesitése
utan. Ha a # —2, akkor a-nak ezek szerint b = —(2a + 3)/(a + 2) az inverze, viszont a = —2 esetén
ellentmondast kapunk, tehat a —2-nek nincs inverze. Igy (R, o) nem csoport. (Itt a 3 pont természetesen
akkor is jar, ha valaki nem ir arrél, hogy a # —2-nak van-e inverze, csak bebizonyitja, hogy a —2-nek

nincs inverze.) (3 pont)
Arra is jar a 3+3=6 pont, ha valaki az egységelem meghatarozasa nélkiil igazolja, hogy nem csoport.
Pl.: a o —2 = —2 teljesiil minden a-ra, ezért a Cayley-tablazatban a —2 oszlopdban mindenhol —2

all, ami ellentmond annak, hogy csoport esetén minden oszlopban (és minden sorban) minden elem
pontosan egyszer szerepel, vagyis (R, o) nem csoport.

Ha valaki azt is ellenérzi, hogy o valoban mivelet, vagyis azt, hogy nem vezet ki R-bél, akkor erre a
korabbiakon feliil +1 pontot kaphat, ha méshol vesztett részpontszamot.

Megjegyzés. Lattuk, hogy csak a —2-nek nincs inverze, és nem nehéz megmutatni, hogy (R \ {—2},0)
Abel-csoport.



