Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2013. december 11.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tatd minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdsk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsol6dd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa lenne kaphato. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldés ter-
mészetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Legyenek a GG iranyitatlan graf cstucsai az n hosszi 0-1-sorozatok. Két cstucs kozott pontosan akkor
fusson él, ha a hozzajuk tartozo 0-1-sorozatok pontosan 2 helyen térnek el. (Tehat példaul n = 4 esetén
(0,0,0,0) és (1,0,1,0) kozott fut él, (0,1,1,0) és (1,1,1,0) kozott nem.) Van-e G-ben Euler-kérséta,
ha n = 87
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Minden csticsnak (g) = 28 darab szomszédja van, hiszen ennyiféleképpen lehet kivalasztani, hogy
a nyolc koziil melyik két helyen tér el egymastol a két sorozat. (Pl. a csupa 0 sorozat szomszédjai
azok, amelyek pontosan 2 darab l-est tartalmaznak.) A tanult tétel szerint egy (izolalt cstcsot nem
tartalmazo véges) graf pontosan akkor tartalmaz Euler-korsétat, ha osszefiiggd, és minden cstucs foka
paros, igy azt kell megvizsgalni, hogy a graf osszefiiggs-e. (3 pont)

Belatjuk, hogy nem az. Ehhez vizsgaljuk meg, hogy két szomszédos sorozatban, mondjuk
a = (ay,...,ag)-ban és b = (by,...,bs)-ban hogyan alakulhat az 1-esek szama. 6 helyen egyeznek, igy
ott persze az l-esek szdma is ugyanannyi. Ha a maradék két hely egyikén 0, masikdn 1 van a-ban,
akkor b-ben rendre 1, illetve 0 van, vagyis ugyanannyi l-est tartalmaznak. Ha a-ban mindkét helyen
0 van, akkor b-ben mindkét helyen 1, azaz b-ben pontosan kettével tobb 1-es van, mint a-ban. Ehhez
hasonléan, ha a-ban ezen a két helyen 1-es van, akkor b-ben mindkét helyen 0, vagyis b-ben pontosan
kettovel kevesebb 1-es van, mint a-ban. Mindezek alapjan vegyiik észre, hogy szomszédos csticsokban
az l-esek szamanak paritasa ugyanaz, vagyis (legalabb) két komponense van a grafnak, az egyikben
azok a sorozatok vannak, amelyek paros sok 1-est tartalmaznak, a masikban pedig azok, amelyek
paratlan sokat. Tehat a gratban nincs Euler-korséta. (7 pont)

Megjeqyzés. Nem nehéz belatni, hogy valéjaban pontosan két komponens van, és mindkettében 27 =
128 csucs van.

2. Legyen G egy 10 cstcsbol allo halozat (melyben nincsenek pontkapacitasok, az élek iranyitatlanok, és
minden él kapacitasa pozitiv egész szam). Tudjuk, hogy az s-b&l t-be vezetd maximalis folyam nagysaga
1000. Az Osszes él kapacitasat 1-gyel csokkentjiik, és igy kapunk egy 1j halozatot. Lehetséges-e, hogy
az igy kapott 4j halozatban a maximaélis folyam nagysaga a) 1000 b) 999  ¢) 900 lesz?
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A Ford-Fulkerson tétel szerint a maximalis folyamnagysiag megegyezik a minimalis st-vagas (a tovab-
biakban csak réviden: vagas) értékével. Legyen C' egy minimalis vagés, ekkor az értéke ¢(C') = 1000,
tovabbé legyen C’ egy tetszdleges vagas, ekkor értékére ¢(C’) > 1000 teljestil. (1 pont)

Ha minden él kapacitéasat csokkentjiikk 1-gyel, akkor a C véagas értéke csokken, éspedig annyival,
ahany él volt C-ben. (Ilyen él biztosan létezik, kiilonben nem lenne 1t s-bdl ¢-be, és eredetileg nem
létezhetett volna 1000 nagysagu folyam.) Ez azt jelenti, hogy az 0j halozatban létezik legfeljebb 999
értékid vagas (C), vagyis a feladat a) kérdésére nemleges a valasz. (2 pont)

(Az el6z6ek szerint b) esetben is csak akkor lehet igen” a valasz, ha az j halézat minimalis vagésa
egyetlen élt tartalmaz.) A b) kérdésre a valasz igen”, egy lehetséges konstrukeio példaul a kévetkezs:
a halozatot alkoto graf egyetlen s-bdl t-be vezetd 1t, amely minden élének kapacitasa 1000. Vilagos,
hogy ekkor kezdetben 1000 a maximalis folyamnagység, a kapacitasok 1-gyel valo csokkentése utan
pedig 999 lesz. (Sok konstrukei6 van, aki olyat mutat, ahol nem magatol értet6ds, hogy teljesiilnek a
feltételek, ott persze részletesen indokolni kell.) (3 pont)

Tegyiik fel, hogy a C” vagasnal az s-et tartalmazd pontosztaly elemszama k, ekkor a t-t tartalmazo
pontosztaly elemszama 10 — k. Azaz C’-ben legfeljebb k(10 — k) él lehet, és igy a C” vagas értéke is
legfeljebb k(10 — k)-val csokken, ha minden él kapacitasat 1-gyel csokkentjitk. A szamtani-mértani
kozepek kozotti egyenl6tlenség alapjan, vagy barmilyen méas modszerrel a k(10 — k) maéasodfoka
kifejezés maximumat vizsgalva lathato, hogy k(10 — k) < 5-5 = 25. Azonban a feladat c) részének
megoldasahoz valojaban elegendd a trivialis k(10 — k) < 10 - 10 = 100 becslés. (2 pont)
Ez ugyanis azt jelenti, hogy C’ értéke az 4j haldozatban nagyobb, mint 1000-100=900 (az erd&sebb
becslésbsl az is kideriil, hogy legalabb 975), hiszen eredetileg legalabb 1000 volt, és kevesebb,
mint 100-zal (legfeljebb 25-tel) csokkenhetett. Tehat minden vagas értéke nagyobb, mint 900, igy a
Ford-Fulkerson tétel szerint a maximalis folyam nagyséaga is nagyobb, mint 900 (legalabb 975). Tehéat
c)-re is ;nem” a valasz. (2 pont)

3. A G graf csicsai egy kocka csticsai. Két cstcs kozott pontosan akkor fusson él, ha a kocka megfelels
csticsal altal meghatarozott szakasz a kockanak vagy éle, vagy lapatloja. Mi G kromatikus szama?
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ElGszor is vegyiik észre, hogy két cstucs kozott pontosan akkor nem fut él, ha azok a kocka egy
testatlojat alkotjak, mas szavakkal a graf komplementere 4 fiiggetlen élbsl all. (3 pont)
Ebbdl egyrészt kovetkezik az, hogy G 4 szinnel szinezhets: barmely testéatlora igaz, hogy a két
végpontjat szinezhetjiikk egyforma szintire, igy a 4 testatlo 4 x 2 végpontjahoz Osszesen 4 szint
felhasznalva jo szinezést kapunk. (3 pont)
Maésrészt, ha két cstcs kiilonboz§ testatlora illeszkedik, akkor nem kaphatjak ugyanazt a szint, vagyis
— mivel 4 testatld van, ezért — legalabb 4 szin sziikséges G csticsainak kiszinezéséhez.

Masik lehetséges érvelés: barmely lap 4 csticsa Ky-et alkot G-ben, igy G kromatikus szama legalabb
4. (3 pont)
Tehat G kromatikus szama 4. (1 pont)

Persze méasmilyen érvelések is elképzelhetSk (pl. a jo 4-szinezés lerajzolasa), x(G) < 4 helyes bi-
zonyitasaért 5 pont adhato, x(G) > 4 helyes bizonyitasaért szintén 5 pont adhato.
4. Legyen G egy 100 cstcsu egyszerd graf. Lehet-e

a) Xe(G) + Xe(G) = 98

b) Xe(G) + x.(G) =997
(xe az élkromatikus szamot, G pedig G komplementerét jeldli.)
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Legyen v egy tetszéleges csucs, és a fokszama legyen d(v) = k. A v-bdl indul6 k darab élt paronként
kiilénboz6 szintire kell szinezniink, ezért x.(G) > k. Mivel G-ben v fokszama d(v) = 99—k, ezért ehhez
hasonléan y.(G) > 99 — k is teljesiil. Igy xc(G) + xe(G) > k +99 — k = 99, vagyis az a) kérdésre
nemleges a vélasz.

Ugyanez kicsit masképpen: xo(G) + x.(G) > A(G) + A(G) > d(v) + d(v) = 99. (3 pont)
Belatjuk, hogy a b) eset viszont lehetséges, ehhez elég igazolni, hogy x.(K100) = 99, hiszen az iires graf
élkromatikus szama persze 0. Ehhez azt kell megmutatnunk, hogy Koy élhalmaza felbomlik 99 darab
paronkeént éldiszjunkt teljes parositésra. (3 pont)
Legyenek a Kjgo graf csicsai egy szabalyos 99-sz0g csticsai és a kozéppontja. A teljes parositasok pedig
legyenek a kovetkezsk: az i-edik pérosités alljon az O kozéppontot a 99-sz6g A; csticsaval 6sszekots
szakaszbol, és a 99-sz6g OA;-re merdleges atloibol. Nem nehéz meggondolni, hogy ez valéban teljes
parositas (barmelyik A; cstcsot is valasztjuk), tovabbé ezek a parositasok paronként éldiszjunktak.
(4 pont)

Természetesen barmilyen mas helyes konstrukeio (és megfeleld indoklas) is 7 pontot ér a b) résznél.
Megjegyzés. Az is meggondolhat6, hogy b) csak ugy fordulhat els, hogy G valamely k-ra olyan k-
regularis graf, amelyre x.(G) = k, és G olyan 99 — k-regularis graf, amelyre x.(G) = 99 — k. Ez egyben
azt is jelenti, hogy G ugy kaphato, hogy Ko éleinek valamelyik szabélyos 99-szinezésénél kivalasztunk
néhany szint, és az ilyen szind élek lesznek G élei. Mas szavakkal: Ko élhalmazat felbontjuk 99 darab
teljes parositasra, és néhany parositas unidja lesz G. Ebbdl az is kideriil, hogy ha valaki b)-nél olyan
példat szeretne adni, ahol sem G, sem G nem az iires graf, akkor pl. azt csinalhatja, hogy a megoldasban
megkonstrualt parositasok koziil az egyikben szerepl§ élek lesznek G élei.

5. A G(A, B; E) paros graf két pontosztélya legyen A = {ay, as,...,as} és B = {by,bs,...,bs}. Minden
1 <14,7 < 8esetén az a; akkor legyen szomszédos bj-vel, ha az alabbi matrix ¢-edik sordnak és j-edik
oszlopénak keresztezGdésében allo elem 1-es. Adjunk meg G-ben egy maximalis parositast!

1 0 0 0 0 0 0 O
11 1 0 1 0 0 O
1 0 0 0 0 0 0 O
o 0o 0o 1 0 1 0 O
o 0 0o 1 0 1 1 O
o 0 0 0 0O 0 0 1
o 0 0 0o 0 0 1 1
o 0 0 0 0 0 1 O
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Van 6 élbdl allo parosités, pl. aiby, asbs, asby, asbe, agbs, azby (de van sok masik is). Ezt pl. a javito utas
algoritmussal is megkereshetjiik, de az is megfelels, ha valaki ad hoc moédszerrel talal ra egy ilyenre.
(3 pont)

A maradék 7 pont annak igazolasaért jar, hogy ez a parositas maximaélis. Ennek igazolasa sokfélekép-
pen torténhet, néhany lehetdség:

1) Ha valaki a javito utas algoritmussal dolgozott, akkor a 6 élbél allo parositas utan méar nem lesz
javito ut, ami igazolja annak maximaélis voltat.

2) ay és ag csak bj-gyel szomszédos, igy egyszerre nem parosithatok, tovabba {ag, ar, ag}-ra is séril a
Hall-feltétel, hiszen szomszédsaguk csak kételemt: {b;, bs}, vagyis egyszerre ag, az, ag sem parosithato.
Ez azt jelenti, hogy legalabb 2 parositatlan cstics marad A-ban, vagyis nincs 7 élbgl 4ll6 pérosités.

3) {ag, ay, as, by, by, by} egy 6 cstcsbol allo lefogd ponthalmaz, igy a maximalis parositas mérete legfel-

jebb 6.

6. Legyenek a G graf csticsai egy 5 x 5-0s tabldzat mezdi, és két kiilonboz6 cstcs kozott pontosan
akkor fusson él, ha a nekik megfelels mezsknek van legalabb egy kozos pontja (azaz a mezdk él-,
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vagy csucsszomszédosak). Hatéarozd meg G-ben a fiiggetlen élek maximalis szamat (v(G)), a lefogo
¢lhalmaz minimalis elemszamat (o(G)), a fiiggetlen ponthalmaz maximalis elemszamat (a(G)) és a
lefogd ponthalmaz minimalis elemszamat (7(G)).
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Szamozzuk a mez6ket a sakktabla bal als6 5 x 5-0s része szerint: A1, A2,..., A5, B1,..., E5. Nem
nehéz talalni 12 élbdl allo parositast, pl. A1B1, C1D1, A2B2, C2D2, A3B3, C3D3, A4B4, C4DA4,
A5B5, C5D5, E1E2, E3FE4, és vilagos, hogy ez maximalis, ugyanis csak 25 csicsunk van, mig 13
fliggetlen élnek méar Gsszesen 26 végpontja lenne. Tehat v(G) = 12. (2 pont)
Nem nehéz talalni 9 pontbol allo fiiggetlen ponthalmazt: Al, A3, A5, C1,C3,C5, E1, E3, E5. (2 pont)
Most belatjuk, hogy ennél tobb pontbdl allo fiiggetlen élhalmaz nem létezik. Egy fiiggetlen ponthal-
mazba G egyik teljes részgrafianak sem keriilhet be egynél tébb csucsa. Igy allitasunk igazolasahoz
elég GG csucsait 9 részre gy szétosztani, hogy mindegyik rész teljes részgrafot alkosson:

{Al, B1, A2, B2},{C1, D1,C?2, D2}, {A3, B3, A4, B4}, {C3, D3,C4, DA},

{A5, B5},{C5, D5}, {E1, E2}, {E3, E4}, {Eb}
Tehat a(G) = 9. (4 pont)

A graf sem hurokélt, sem izolalt csiicsot nem tartalmaz, igy a Gallai tételek szerint
7(G) =25 —a(G) =16

p(G) =25 —v(G) = 13.
(141 pont)



