Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2013. oktober 28.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tatd minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdsk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolédd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa lenne kaphat6. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldés ter-
mészetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatéra 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Legyenek a G iranyitatlan graf cstcsai az 1,2,...,13 szamok, és az egymastol kiillonboz6 ¢ és j
cstcsok kozott pontosan akkor fusson él, ha az 15 szorzat oszthatd 3-mal.

a) Van-e G-ben Euler-korséta?

b) Van-e G-ben Hamilton-kor?
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a) A valasz: igen. Egy véges grafban pontosan akkor van Euler-korséta, ha 0sszefliggd és minden cstcs

foka paros. (1 pont)
G-ben az sszes 3-t6l kiilonboz6 cstics 6ssze vannak kotve a 3-mal, igy G Osszefiiggd. (1 pont)
Ha az 7 cstcs oszthatd 3-mal, akkor az Osszes tobbi csiicesal Ossze van kotve, vagyis 12 a foka, ami
PAros. (1 pont)
Ha i nem oszthat6 3-mal, akkor csak a 3-mal oszthatokkal (3, 6, 9, 12) van Gsszekotve, tehat 4 a foka,
ami szintén paros. Tehat G-ben van Euler-korséta. (2 pont)
b) A valasz: nem. Két cstucs pontosan akkor szomszédos, ha legalabb az egyikiik 3-mal oszthato,
vagyis a 3, 6, 9, 12 szamok valamelyike. (2 pont)
Igy a 3, 6, 9, 12 csticsokat elhagyva a graf 9 komponensbdl fog allni (9 db izolalt pont), igy a tanult
feltétel szerint nincs benne Hamilton-kor. (3 pont)
2. A G iranyitatlan graf csicsai az 1,2,...,200 szamok, és az egymastol kiillonb6z6 ¢ és j cstcsok

kozott pontosan akkor fut él, ha a kovetkezs feltételek koziil legalabb az egyik teljesiil: (a) i és j is
legfeljebb 100, (b) i és j is legalabb 101, (¢) |i — j| = 100.
Igaz-e, hogy G perfekt?
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A gyenge perfekt graf tétel szerint G pontosan akkor perfekt, ha G komplementere perfekt. (2 pont)
A G graf komplementere egy paros graf: a két fiiggetlen cstucshalmaz {1,2,...,100} és

{101,102, . ..,200}. (5 pont)
Elsadéson szerepelt, hogy minden paros graf perfekt, igy G is perfekt. (3 pont)

(Itt ha valaki csak ,listazza” az elGadason tanult perfekt grafokkal kapcsolatos allitasokat, de nem
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tudja alkalmazni Sket, akkor a 243 pont nem/sem jar.) Méasik lehetséges megoldas: legyen F' a csi-
csok olyan részhalmaza altal feszitett részgraf, amely az A = {1,2,...,100} halmazbol k darab, a
B = {101,102,...,200} halmazbol [ darab csucsot tartalmaz. G perfektségéhez az kell, hogy ekkor
w(F) = max(k,l) = x(F), s6t valojaban elég w(F') > max(k,l) > x(F) (hiszen x(F) > w(F) au-
tomatikusan teljesiil). Ha tehat valaki ezek utan beléatja, hogy a graf max(k, [)-szinezhetd, és tartalmaz
max(k, [) méretd klikket, akkor az értelemszertien 10 pont, ha viszont az el6bbi két allitas koziil csak
az egyiket sikeriil igazolnia, akkor az 5 pont.

3. Az abréan lathatdé G grafban keressiink maximalis parositast a javitd utas algoritmussal a vastag
vonalakkal jelolt parositasbol kiindulva, valamint adjunk meg egy minimalis lefogé ponthalmazt is.

DA,
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A javité utas algoritmusnal elGszor a parositast bovitjik egy 4. fiiggetlen éllel, (2 pont)
utana keresiink egy javitd utat, és ennek segitségével 1-gyel noveljiik a parositas méretét, (2 pont)
majd ezutan ismét lesz még javito ut a grafban, ami szerint javitva mar teljes parositast (ami persze
maximalis) kapunk. (3 pont)

Mivel a grafban van 6 élbsl allo parositas, ezért egy lefogd ponthalmaz elemszama legaldbb 6,
ugyanakkor pl. a fels6 ponthalmaz nyilvan lefogja az Osszes élt, igy az egy minimalis lefogd pont-
halmaz. (3 pont)
Ha valaki mashogyan taldl maximalis péarositast és minimaélis lefogd ponthalmazt (és igazolja ezek
maximalis/minimalis voltéat), arra dsszesen 3 pontot kaphat.

4. Adjunk meg az alabbi halozatban egy maximalis folyamot s-bél t-be, és adjunk meg egy minimélis
vagast is.

A javito utas algoritmust futtatva (néhany lépés utan) talalunk egy 7 nagyséagu folyamot, ami maxi-
maélis, mert mar nincs javito ut s-bél t-be. (Itt a kiindulasi folyam, illetve a javité utak megvalasztasa

szerint persze sokféle folyamsorozat lehetséges.) (7 pont)
Az el6bb talalt 7 nagysagu folyamnéal s-bél javito tton elérhets csticsok halmaza (s, ¢) minimalis vagast
hataroz meg. (3 pont)

Az is teljes pontszamot ér, ha valaki mutat maximalis folyamot (bizonyitva a maximalitast) és min-
imalis vagast (bizonyitva a minimalitast). 7 nagysagu folyam megtalalasa 2 pontot ér, 7 értéki vagas
megtalaldsa 2 pontot ér, ha valaki mindkett6t megtaldlja, és meg is magyarazza, hogy ebbdl mar
kovetkezik, hogy a 7 nagysagt folyam maximalis, a 7 értékid vagas pedig minimélis, az méar teljes
megoldas.

5. A 10 cstucsu teljes grafbol elhagyjuk egy 5 hosszu kor éleit. Mennyi a kapott graf kromatikus szama?
x x % % %

Mivel az 5 hosszt kornek a komplementere is egy 5 hosszu kor, ezért a feladatban szerepld grafra tgy
is tekinthetiink, hogy egy 5 hossztu korben szerepl§ Osszes cstucsot Osszekotottiink 5 masik csticesal,



amelyek egymaéssal is 0ssze vannak kotve. (2 pont)
Az 5 hosszi kor kromatikus szama 3 (lehetséges indoklasok pl.: szerepelt el6adason, vagy: legaldabb
harom ugyanis nem paros -+ jo 3-szinezés konnyen megadhato). (2 pont)
Az 5 masik csucsnak mindenképpen paronként kiilonb6z6 szintinek kell lennie (hiszen K5-6t alkotnak),
rdadasul egyetlen egy olyan szint sem hasznalhatunk, amelyet az 5 hosszi kornél hasznaltunk, hiszen
az b hosszi kor minden csicsa Ossze van kotve az 5 masik cstics mindegyikével. Ez azt jelenti, hogy
egy szabalyos szinezésnél az 5 mésik csics sziikségképpen 5 1j szint kap, igy a kromatikus szam

legalabb 8. (3 pont)
S6t, az is igaz, hogy az 5 hosszi kor egy jo 3-szinezését az b masik csiics 5 1j szinnel vald kiszinezésével
folytatva a graf egy jo 8-szinezését kapjuk. Tehat a kromatikus szdm 8. (3 pont)

6. A 9 csucsu G grafot tgy kaptuk, hogy egy szabalyos kilencszdgben behiiztuk a legrévidebb atlokat.
Mi a legnagyobb k, amelyre a G graf k-szorosan élosszefiiggs?
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A G graf minden cstcsabol 4 ¢l indul, ezért G nem 5-szorésen élosszefliggd (hiszen elhagyva egy

tetszdlegesen kivalasztott csicsabol kiindulo 4 élt, tébb komponensre esik szét). (3 pont)
Ugyanakkor megfigyelhetjiik, hogy nem csak az oldalak, hanem a legrévidebb &tlok is egy 9 hossza
kort alkotnak, igy a graf élhalmaza felbomlik két kilenc hosszu korre. (2 pont)

Mindkét korbdl legalabb 2-2 élt el kell hagyni, hogy a graf szétessen tobb komponensre, hiszen a kor
2-szeresen ¢élosszefiiggs. Ez azt jelenti, hogy legfeljebb harom él elhagyasa esetén a graf még biztosan
Osszefiiged marad. Tehat a graf 4-szeresen élosszefiiges, és igy a feladat altal keresett legnagyobb k
érték k = 4. (5 pont)



