Feladat: Legyen G regularis paros graf, amelyrél tudjuk, hogy osszefiiggs
és legalabb harom cstcsa van. Mu- tassuk meg, hogy ekkor GG 2-szeresen is
Osszefliggd.

Megoldas: Tudjuk, hogy egy k-reguléris paros graf két osztalyanak elem-
szama biztosan egyenld. (Egyszert meggondolni: f fiabol kf él indul ki, ¢
lanyba pedig k¢ él érkezik, és kf = k(.) Legyen az egyes osztalyok mérete n!
(A graf tehat 2n csucsu.)

Hagyjunk el egy x pontot az ,als6” osztalybol! Tegyiik fel, hogy a graf
szétesik, vagyis legalabb két komponensre esik! A komponensek nyilvan ma-
guk is paros grafok lesznek. Jeldljiik az egyes komponensek ,alsd” osztalyait
Ay, Ay, ... A,-mel, a megfelels | fels6” osztalyokat By ... B,-el!

Igaz, hogy |A1|+... +|An| =n—1¢s|Bi|+... +|Bn| =n (hiszen z-en
kiviil minden cstcs eleme valamelyik halmaznak.)

Allitas: |A;| < |Bil

Bizonyitas: A; pontjaihoz csatlakozo egyik élet sem hagytuk el (hiszen
eredetileg x-szel egy osztalyban voltak), igy a benne 16v6 cstucsok fokszamai-
nak Osszege k|A;|. Ez megegyezik a B; elemeinek fokszamosszegével. (Hiszen
A; és B; egy komponenst alkot, amibdl nem vezet ki tovabbi él.) B; pont-
jaihoz csatlakozo éleket lehet, hogy elhagytunk, igy csak azt tudjuk, hogy
a csucsok fokszamai legfeljebb k-k lehetnek, tehat a fokszamosszeg (amirdl
tudjuk, hogy k|A;) legfeljebb k|B;|, vagyis k|A;| < k|B;|

Bizonyitas: Az el6z6 tételben akkor allhatna egyenl@ség, ha minden B;-
beli csucs fokszama k maradt, vagyis B; egyik cstcsa sem volt Osszekotve
z-el. Ez lehetetlen, mert ebben az esetben A; U B;-bél nem vezetett volna ki
él az eredeti G grafban, tehat az nem lett volna Osszefiiggs. Ezzel belattuk
az allitast.

Az allitast igy is atfogalmazhatjuk: |A;| + 1 < |B;| Adjuk 6ssze az ilyen
alakua allitasokat ¢ = 1-t6l m-ig!

A+ ... + |An]+m < |Bi|+... +|Bp|
beirva, amit korabbrol tudunk:
n—1+m=n
m=1

Ami azt jelenti, hogy ha a graf x elhagyésa utan szétesett m részre, akkor
1 részre esett szét, vagyis nem esett szét. Ez ellentmondas, tehat hibas a
kiindul6 feltételezésiink, hogy a graf szétesett.

Azt kaptuk tehat, hogy béarhogy hagyunk el egy = cstcsot a grafbol, a
maradék Osszefliggd lesz, vagyis a graf 2-szeresen Osszefliiggs.



