
Algojáték 2025 Vonalhúzási feladat 11. gyakorlat

Vonalhúzási feladat. Legyen S = {s1, . . . , sn} a felvételit hirdető egyetemi szakok halmaza. Az s
szak kvótája qs ∈ N+, ennyi hallgató vehető fel oda.

Legyen J = {j1, . . . , jm} a szakokra jelentkező hallgatók halmaza. A j ∈ J hallgató az s ∈ S szakra
jelentkezett, ha js ∈ E és legyen rjs a hallgató pontszáma ezen a szakon. Jelölje ≺j a j hallgató
preferenciasorrendjét a saját jelentkezései felett.

Jelölje ℓ : S → N a szakok egy lehetséges felvételi ponthatárát. E mellett a js ∈ E jelentkezés
eredményes, ha a hallgatónak van elég pontja, azaz rjs ≥ ℓ(s). A jelentkezés sikeres, ha j hallgató
eredményes jelentkezései közül ez a legjobb az ő preferenciasorrendjében.

Egy ℓ felvételi ponthatár megengedett, ha a sikeres jelentkezések nem lépik túl szakokon a kvó-
tákat. Az ℓ kritikus, ha minden s szakra igaz, hogy a hozzá tartozó ponthatár vagy 0, vagy ha
eggyel csökkentenénk a többi szak ponthatárának változtatása nélkül, akkor a kapott ponthatár nem
megengedett.

Egy ℓ ponthatár stabil, ha megengedett és kritikus. A feladat egy ilyen ponthatár megtalálása.

φ operátor. Vegyünk egy ℓ ponthatárt és egy s szakot! Vegyük azt a legkisebb k számot, amire ha
s beállítja a saját felvételi ponthatárát, a többi szak pedig nem változtat, akkor sikeres jelentkezések
nem lépik túl az s kvótáját. Nevezzük φs(ℓ) -nek azt a függvényt, ami ezt a k értéket meghatározza
s-re az ℓ-ből.

Tegyük fel, hogy a szakok között kihirdettünk egy ℓ ponthatárt, majd minden s szak egymástól
függetlenül végrehajtja ezt a φs(ℓ) műveletet az ℓ-en, ennek az eredménye egy új ℓ′ ponthatár a
szakokra. Jelölje ezt az ℓ′-t meghatározó függvényt φ(ℓ).
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1. a) Lássuk be, hogy ha ℓ = φ(ℓ), akkor az ℓ egy stabil ponthatár.

b) Lássuk be, hogy a φ operátor monoton, azaz ha ℓ ≤ ℓ′, akkor φ(ℓ) ≤ φ(ℓ′).

c) Ponthatárnövelő algoritmus. Lássuk be, hogy ha a konstans nulla, azaz l ≡ 0 ponthatárra
alkalmazzuk a φ-t iteratívan, akkor véges sok lépés után egy olyan l ponthatárt fogunk kapni,
amire l = φ(l). Jelöljük a kapott ponthatárt ℓ↑-el.

d) Ponthatárcsökkentő algoritmus. Lássuk be, hogy ha c a maximális elérhető pontszám a
felvételi eljárásban és az l ≡ c + 1 ponthatárra alkalmazzuk a φ-t iteratívan, akkor véges sok
lépés után egy olyan l ponthatárt fogunk kapni, amire l = φ(l). Jelöljük a kapott ponthatárt
ℓ↓-el.

2. Egy egyetemi felvételi eljárásban három szak került meghirdetésre (A, B, C), és ezekre összesen öten
jelentkeztek. A felvételi eljárásban megszerezhető pontszám egy 0 és 10 közötti egész szám (a 0-t és
a 10-et is beleértve). Az A és B szakokra 1, a C szakra 2 a kvóta. A jelentkezők pontszámait az
adott szakokra, illetve a jelentkezők preferenciáit az alábbi táblázat tartalmazza. Határozzunk meg a
ponthatárnövelő, illetve a ponthatárcsökkentő algoritmussal egy-egy stabil ponthatárhúzást.

j1 j2 j3 j4 j5
A 3/1. 1/2. 4/3. 2/1. 10/2.
B 2/3. 5/1. 9/2. 2/3. 2/1.
C 3/2. 6/3. 8/1. 4/2. 7/3.

3. Lássuk be, hogy tetszőleges ℓ stabil ponthatárra ℓ↑ ≤ ℓ ≤ ℓ↓. (A ponthatárnövelő algoritmus eredmé-
nye jelentkező-optimális, a ponthatárcsökkentőé jelentkező-pesszimális.)

4. Hogyan változik a jelentkező-optimális stabil ponthatár, ha egy jelentkező visszavonja a jelentkezését
az összes szakról ahova jelentkezett?

5. Egy egyetemi felvételi eljárásban négy szak került meghirdetésre, és ezekre összesen tízen jelentkeztek.
A felvételi eljárásban megszerezhető pontszám egy 0 és 100 közötti egész szám (a 0-t és a 100-at is
beleértve). Mind a négy szakra legfeljebb két hallgatót vesznek fel. A jelentkezők pontszámait az
adott szakokra, illetve a jelentkezők preferenciáit az alábbi táblázat tartalmazza. Határozzunk meg a
ponthatárnövelő, illetve a ponthatárcsökkentő algoritmussal egy-egy stabil ponthatárhúzást.

j1 j2 j3 j4 j5 j6 j7 j8 j9 j10
A 75/3. 85/4. 95/3. – 80/3. 80/1. 95/3. – 85/1. 90/3.
B – 90/3. 85/2. – 100/1. 90/2. 100/2. – 85/3. –
C 80/1. 70/1. – 70/2. 90/2. 85/3. 70/1. 75/1. – 90/2.
D 80/2. 90/2. 85/1. 80/1. – 90/4. – 85/2. 90/2. 75/1.

6. Egy egyetemi felvételi eljárásban két szak került meghirdetésre, A és B, és ezekre összesen 100-an
jelentkeztek. A felvételi eljárásban megszerezhető pontszám egy 0 és 100 közötti egész szám (a 0-t
és a 100-at is beleértve). Mind a két szakra legfeljebb 50 hallgatót vesznek fel. Az első jelentkező
pontszáma az A szakon 95, a B-n 80, és a B szakra jelentkezett első helyen. A második jelentkező
pontszáma az A szakon 90, a B-n 85, és az A szakra preferálja. Van 49 jelentkező, aki csak az A
szakra felvételizett, ebből 4-nek a pontszáma 90, a többieknek 95. A maradék 49 jelentkező csak a B
szakra felvételizett, ebből 9-nek a pontszáma 80, a többieknek 90.

a) Határozzunk meg a ponthatárnövelő, illetve a ponthatárcsökkentő algoritmussal egy-egy stabil
ponthatárhúzást.

b) Határozzuk meg mindkét eredményben azon diákok halmazát, akiket sehova nem vettek fel.
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7. Legyenek M1 és M2 tetszőleges stabil párosítások a G páros gráfban. Lássuk be, hogy pontosan akkor
lesz minden fedett fiúra igaz, hogy az M1-beli élét legalább annyira szereti, mint az M2-beli élét, ha
minden fedett lányra a fordítottja teljesül.

8. Legyenek M1 és M2 tetszőleges stabil párosítások a G páros gráfban. Lássuk be, hogy az M1 és M2

uniójában ha minden fiú a neki legszimpatikusabb élet választja az is egy stabil párosítás lesz.

9. Nemek egyenlősége. Legyen M egy stabil párosítás a Kn,n teljes páros gráfban. Definiáljuk egy fiú
(lány) boldogtalanságát a következőképpen: ha a fiú-optimális (lány-optimális) stabil párosításban a
saját preferenciasorrendjében az i. legjobb élt kapja, az M -ben pedig a j.-et, akkor a csúcs boldog-
talansága j − i. Adjunk hatékony algoritmust olyan stabil párosítás keresésére ami minimalizálja a
legboldogtalanabb résztvevő(k) boldogtalanságát!


