Algojaték 2025 Lakaspiac, Ujraosztasi feladat 8. gyakorlat

Ujraosztasi feladat. (Lakaspiac) Legyen N = {1,...,n} a lakastulajdonosok halmaza. Minden
tulajdonosnak van egy preferenciasorrendje (permutécidja) a lakasok felett, az i. tulajdonos ehhez
tartozo rendezési relacidjanak jele <;. Kerestlink egy o Gjraosztast (permutaciot), ahol az i. tulajdonos
a o(1). tulajdonos lakasat kapja.

Gyengén blokkol6 koalicié. Egy o tjraosztést a tulajdonosok egy részhalmaza gyengén blokkol,
ha 6k el tudnak egymas kozott osztani a sajat lakasaikat tigy, hogy mindenki legalabb olyan jol jarjon
és létezzen valaki aki szigortian jobban jar mint o-ban.

Erds mag. Egy o ujraosztas erés magbeli, ha azt nem blokkolja gyengén koalicio.

Fels6 korcsere (Top Trading Cycle, TTC) algoritmus. A lakistulajdonosok ramutatnak a
szamukra legszimpatikusabb még a piacon 1évé lakas tulajdonosara. A kialakulo korok egymaés kozott
cserélnek és tavoznak a piacrol. A tobbiek ismétlik ezt, amig mindenki nem tavozik.

Lemma. Vegyiik a T'TC szerinti Gjraosztast és egy masik o Gjraosztast. Ha van olyan ¢ jatékos aki
a o-val jobban jarna, akkor van egy masik j jatékos is, aki meg rosszabbul.

Shapley-Scarf tétel. Egy tjraosztasi feladat er6s magja pontosan egy ujraosztast tartalmaz, ami
éppen a TTC algoritmus kimenete.

Lakaspiaci egyensuly. Minden lakashoz hozzarendelek egy (pozitiv) valés szamot (arat) agy, hogy
ha minden tulajdonosnak adok annyi pénzt, amennyit a sajat lakasa ér, majd mindenkit megkérek
hogy mutasson ré a neki legszimpatikusabb lakasra aminek az arat ki tudna fizetni, akkor minden
lakasra pontosan egyvalaki mutatott ra (vagyis ez meghatéaroz egy tjraosztést).

Tétel. Egy lakaspiaci egyensiilyi arazéas altal meghatarozott tjraosztas erés magbeli.

Allitas. Minden ujraosztasi feladathoz létezik lakaspiaci egyensulyi arazés: egy jo arazas a TTC
algoritmussal meghatarozhato, példaul legyen az i. lakas ara n — k;, ahol az 7. tulajdonos a k;. kérben
tavozott a piacrol.
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Hatéarozzunk meg a fels§ korcsere algoritmus segitségével az 1,2, 3,4(, 5) lakasok egy-egy tjraosztésat,
ha a tulajdonosok preferenciasorrendje a kovetkezo.

a) b) c)

: 1: (5,2,1,3,4) 1: (2,5,3,1,4)
;1 8?3;; 2: (5,4,3,1,2) 2: (3,1,5,4,2)
3: (1747372) 3: (4,2,3,5,1) 3 (1,27374’5>
4: (372’174) 4: (2,1,5,3,4) 4: (1,3,5,4,2)

D (3,21 5: (2,4,1,5,3) 5. (4,1,3,2,5)

Hatarozzunk meg az 1. feladatban minden wjraosztasi feladathoz egy-egy jo lakéspiaci egyenstlyi
arazéast.

Mutassuk meg, hogy a fels§ korcsere algoritmus kimenete Pareto-optimalis.
Mutassunk példat olyan preferencia profilra, amelyre nézve tetszGleges arazas egyensulyi arazas lesz!

Adott egy ujraosztési probléma, ahol a tulajdonosok tobb lakassal is rendelkezhetnek. Minden tu-
lajdonosnak szigorti preferenciasorrendje van az Osszes lakas folott, beleértve a sajatjait is. Csak
olyan tjraosztdsok megengedettek, ahol minden tulajdonos ugyanannyi lakast kap, mint amennyivel
eredetileg rendelkezett. Tegyiik fel, hogy egy k db lakéssal rendelkezé tulajdonos eredeti lakasai a

preferenciasorrendben az i; < 1o < ... < i helyeket foglaljdk el, az Gjraosztas utan kapott lakéisai
pedig a j; < jo < ... < ji helyeken éllnak. Azt mondjuk, hogy ez a tulajdonos legalabb olyan jol jart
az ujraosztassal, ha 11 < jq, is < Jo, ..., 1 < Jr €s szigortian jobban jart ha az ezek koziil legalabb

egy szigoru. Adjunk hatékony algoritmust egy erds magbeli Gijraosztés megtaldlasara.

Tekintsilik az ujraosztési feladat azon altalanositasat, amelyben minden lakastulajdonos egy lakassal
rendelkezik, de bizonyos lakdsok ugyanabban a tarsashazban talalhatok, és az ilyen lakasok teljesen
egyenléek minden tulajdonos preferenciarendezésében, az azonos lakasokat leszamitva viszont szigoru-
ak a preferenciarendezések. Adjunk hatékony algoritmust egy olyan tjraelosztas megtalalasara, amit
nem blokkol olyan koalici6, amiben mindenki szigortian jobban jarna mint az Gjraosztasban.

Ingatlanisztanban minden lakosnak pontosan egy lakisa van. Misi gyakornokként dolgozik a Lakasar
Egyenstilyi Bizottsdgnal (LEB), amelynek feladata a lakdsarak egyensilydnak fenntartasa. Ev végén
minden tulajdonos levelet kiild a LEB-nek, benne sajat preferenciasorrendjével Ingatlanisztan osszes
lakasarol. Misi ezek alapjan egész nap dolgozott, hogy kiszamitsa az egyensiilyi lakasarakat, majd az
eredményt feljegyezte minden levél aljara. Am éjszaka egy gonosz boritéklopé mano betort, és ellopta
az Osszes boritékot, rajta a feladoval és a cimével, a boritékok tartalmét hatrahagyva! Igy Misi masnap
rajott, hogy nem tudja, melyik preferencialista és ar kihez tartozik. Foénoke, Tamés, hamarosan
megérkezik ellendrizni a munkat. Segits Misinek egy hatékony algoritmust talalni, amellyel eldontheti,
melyik tulajdonosnak melyik arat kell visszakiildenie (a preferenciasorrendet nem kell visszakiildeni).



