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1. Bevezetés

Szamos teruleten talalkozhatunk nehéz algoritmgkablémakkal, pl. a logisztikaban,
szamitégépes rendszerek tervezésében vagy azdkéseitésben. Egy adott problémara sok
kulonbo® algoritmus adhatd, amelyek hatékonysaga nagyers édthet.

Példaként tekintsiik az dsszeadas problémajat:képtikapunk két pozitiv egész szamot, és
ki kell szamolnunk az 6sszeguket. Erre egy lehetsétgoritmus a jol ismert irasbeli
0sszeadas; nevezzik ezt ALG1-nek. Egy masikdshgta kovetkerz az el$ szamot eggyel
noveljuk, a masodikat eggyel csokkentjuk 6E#tz 6sszegik nyilvan nem valtozott.
Ismételjik ezt addig, amig a masodik szam 0 nem &ddkor az el szam épp a keresett
0sszeg. Legyen ez az algoritmus ALG2.

Nyilvdn ALG1 és ALG2 egyarant helyes, hiszen mirtttkgéges sok Iépésben véget ér és
megadja a keresett 6sszeget. Azonban gondoljuk moggy, a két algoritmus mennyidclatt

ér célba. A pontos futasiddermészetesen nagyon sok tériyélzfiigg, de a nagysagrendijét
azért meg tudjuk becstlni. Tegyuk fel, hogy kézamjegiyt szamot kell 6sszeadni. Ekkor
ALG1 lépésszama-nel aranyos, mig ALG2 Iépésszama magaval az egpikként kapott
szammal, ami nagysagrendiled'10

1. Tablazat: Példa algoritmusok lépésszama az mpuetének fliggvényeben
Input mérete (n): 3 20 28
ALG1 lépésszama: | 3 20 28
ALG2 lépésszama: | 1000 | 16° | 10°°

Mint az 1. Tablazatban lathato, a két algoritmpesszama ndvekedésével drasztikusan
eltér egymastoél. ALG2 futtatasa egy mai szamitégkpr20 esetén kb. 1000 évébe, mig
n=28 esetén kb. 100 milliard évébe telne, mig ALGA& lényegesen nagyobb inputok
esetén is a masodperc tortrésze alatt lefut. Tredgiton fontos, hogy az adott problémara
milyen hatékonysagu algoritmust hasznalunk. Epgeeldoglalkozik az algoritmikus
bonyolultsagelmélet.

2. Klasszikus” bonyolultsagelmélet

Mint a fenti példabdl is lathato, & kérdés egy algoritmus bonyolultsaganak
meghatarozasanal, hogy az algoritmus Iépésszamaazméretail hogy fligg. A
bonyolultsagelmélet egyik alapfeltevése, hogy azoklgoritmusok tekinthék hatékonynak,
melyek lépésszama az input méretének valamely ingdval becsulhétfelllrél. Az ilyen
algoritmusokat polinomidlis algoritmusnak nevetiken példaul a fentiekben szerépl

ALG1, melynek Iépésszama linearis az input hosszabaide tartoznak pl. a négyzetes vagy



kobos l1épésszamu algoritmusok is. A fenti ALG2 Bgzéma exponencialis az input
meéretének fliggvenyében, és az exponencialis fuggygorsabban &diminden polinomnal,
igy ALG2 nem polinomialis algoritmus.
Az algoritmikus bonyolultsag klasszikus elméletaymultsagi osztalyokba sorolja a
problémakat annak megfedein, hogy a problémara adhaté-e hatékony algoritdas.
elmondottak szerint példaul az 6sszeadas probléaggj&onnyi probléma, mivel létezik ra
hatékony algoritmus (ALGL1).
Sajnos a gyakorlatbandgertils problémaknak egy jeletd részére nem ismerink hatékony
algoritmust. Mivel kb. fél évszazada nagyletel keresiink ilyen algoritmust, de eddig hidba,
altalanosan elterjedt sejtés, hogy ezekre a pr@keam- az ugy nevezett NP-nehéz
problémakra — nem is létezik hatékony algoritmekat ezek valéban nehéz problémak.
Azonban ezt mindezidaig nem sikerilt bizonyitanisRan annyit sikertlt megmutatni, hogy
e problémék kolcsdndsen visszavezétheigymasra, igy ha valamelyikre volna hatékony
algoritmus, akkor automatikusan volna a tébbire is.
Néhany példa NP-nehéz problémakra:

* Logikai fejtorok, pl. Sudoku

* Adott feltételeknek megfelélorarend készitése

e Szabalyrendszer konzisztencigjanak ill. teljesség@hdontése

« Aramkor minimalis teriileten tortérhuzalozasa

» Raktarak helyének és a szallitasi utak optimajeése
A sor még hosszan folytathat6 a legkuloriddizterileteken gyakorlati relevanciaval bird
NP-nehéz problémakkal [9].

3. A klasszikus elmélet korlatai

A fent vazolt klasszikus elmélet korlatja, hogy az NP-nehéz problémak kezelésébenad
segitséget. Szamos tudos faradozik azon, hogydrghitza: e problémakra valéban nem
létezik hatékony algoritmus. De persze, ha eztaggysikerll bebizonyitani, az nem fog
segiteni abban, hogy NP-nehéz problémakat megddiparpedig erre a gyakorlatban
szlikség van.

Nem tul valdsziti ugyan, de elvileg lehet, hogy egy napon sikerlihpaialis algoritmust
adni az NP-nehéz problémakra. Am az eddigi tapasataalapjan Ggyiinik, hogy ezek a
problémak tényleg nehezek, igy egy ilyen algorithdusséllyel csak elméletben lenne
hatékony, a gyakorlatban nem. Ez sem segitene agidP-nehéz problémak gyakorlati
megoldasaban, hanem csak arra mutatna ra, hogy dibanyolultsdgelméletnek az a
feltételezése, miszerint a polinomialis algoritmuacatékony algoritmusok.

4. Bonyolultsagelmélet 0j megkozelitésben

A fentiek miatt az NP-nehéz problémak tanulmanyara@ss kezelésére az utdbbi években
egy Uj megkozelités van kialakuléban. Ennek |énybggy az algoritmusok legrosszabb
esetben mutatott viselkedése helyett a tipikusekikthet probléma példanyokon mutatott
viselkedését vizsgaljuk. Ha ugyanis egy problémanRéz, ez csupan annyit jelent, hogy
valésziriileg nincs olyan algoritmus, mely minden problémial@éyon — vagy maskepp
fogalmazva: a legrosszabb esetben is — hatékong I&r azonban nem zarja ki azt, hogy a
probléma példanyok jeletg hanyadat — szerencsés esetben éppen a gyakorlatba
eléforduldkat — hatékonyan meg tudjuk oldani. Gonddtjpéldaul a Sudokura: nincs olyan
modszerink, mely minden esetben hatékonyan megmldjgvényt, de vannak kdnnyebb és
nehezebb példanyok, és bizonyos modszerekkel aykékat valéban gyorsan meg tudjuk
oldani.



Mivel az Uj megkdzelités nem problémak, hanem grmolal példanyok bonyolultsagéat
vizsgalja, igy fontos szerep jut az empirikus viatpknak, valamint a mérési eredményeket
megmagyarazé — altalaban statisztikus — modelleKitdkehat hasonl6 szereposztas és
egyuttmikodés van kialakuléban, mint a természettudomargKpl. kisérleti fizika és
elméleti fizika).

Az Uj bonyolultsagelméleti vizsgalatok egyik kézpid@erdése, hogy min mulik az egyes
probléma példanyok bonyolultsaga, vagyisaiiigsz az egyik probléma példany lényegesen
bonyolultabb, mint egy masik, méretében hasonldgml. A tapasztalt bonyolultsagbeli
eltérés bizonyos esetekben algoritmustijggaz az adott algoritmus szdmara az egyik
példany nagyobb kihivast jelent a masiknal. Maseében azonban ugynik, hogy egy
altalanosabb jelenségdivan sz4, mivel nagyon kilénb®zlven niikods algoritmusok is
ugyanazt a példanyt talaljak nehéznek illetve kémek.

A bonyolultsag forrdsanak megértése természetemmrcaupan elméleti érdekesség, hanem
hosszutavon hozzasegit minket ahhoz, hogy hatékbraigoritmusokat készitsink.

5. Néhany konkrét eredmény
A kovetkedkben néhany példat lathatunk a bonyolultsagelnigiefta eredményeire.
5.1. Kiugréan nagy futasi idsk

Korabban sz6 esett arrol, hogy egy probléma megatdaszolgalo kilonbézalgoritmusok
futasideje kozott oridsi eltérés lehet. A tapasttaronban azt mutatja, hogy méar egyetlen
algoritmus esetén is, ha azt kulonboegyebként hasonlé méiieks struktaraju inputokra
futtatjuk, sok esetben nagyon nagy szoérast taghattiak a futasidben. $t, randomizalt
(tehat véletlen dontéseket is hasznald) algoritkhesetén meg egyetlen probléma példany
esetén is, az algoritmus kulonlddmtasai nagyon eltérfutasidsket produkélhatnak.

A gyakorlatban ez azt jelenti, hogy pl. egy alguoris bizonyos mérétprobléma példanyokat
altalaban 1-2 perc alatt old meg, défetdul, hogy egy masodperc alatt elkésziil, és az is
hogy a futads napokat vesz igénybe. Az ilyen kiudék persze nem gyakoriak, de kézel sem
annyira ritkak, mint azt varnank. A futasbiéloszlasa jellenten messze van a normalis
eloszlastél: a Gauss-féle haranggorbe helyett $@iziédesebben elnyulé goérbékkel
taldlkozunk [2].

Ez szemléletesen azt jelenti, hogy az algoritmusigdia szerencséje van: véletlentl pont a
megfeleb dontéseket hozva, nagyon hamar eljut a megoldashéskor épp forditva,
véletlenll szerencsétlen iranyokba kezd kutatngsék nagyon sokara derul ki, hogy a
keresési térnek egy matlteriletére tévedt.

5.2. Gyakori Gjrainditas

A fenti jelenségnek egy érdekes felhasznalasattjedegyakori Gjrainditas stratégidja. Az
el6z6 gondolatmenetet folytatva, tegylk fel, hogy vag endomizalt algoritmusunk, mely
adott mérdt probléma példanyokat altaldban 1-2 perc alathwdd. Tegyuk fel, hogy az
algoritmus mar 2 perce fut. A javaslat az, hogitsalk le és futtassuk Ujra. Ez tulajdonképpen
egy meglep otlet, hiszen azt gondolhatnank, hogy az algorstmméar sok tudast 6sszdgpptt

a probléma példanyrdl, és esetleg par masodpenanalis késztilne, igy pedig ismét a
nullardl indulunk és karba vész a felhaszndit id

A tapasztalat azonban azt mutatja, hogy az intuéti®zemben, a gyakori Ujrainditas
stratégiaja altalaban jeléist megtakaritast eredményez. Ennek oka, hogy massizabb

ideje fut mar az algoritmus, annal valésiih, hogy véletlentl pont egy kiugréan hosszu



ideig tarté futassal van dolgunk. Az Ujrainditagére ez elkertilhét sot, arra is van esélytnk,
hogy a kdvetkez futas esetleg egy kiugroan révid lesz.

Természetesen nem mindegy, hogy menryuighn inditjuk Gjra az algoritmust. Ha ismert a
futasid eloszlasa, akkor pontosan kiszamithato az opsnigainditasi id [3]. Ha a futasid
eloszlaséarol nem tudunk semmit, akkor érdemes migag kis Ujrainditasi iéivel kezdeni,
majd minden Ujrainditas utan novelni az Ujraindiid&t. Az algoritmus ismételt futtatasai és
Ujrainditasai arra is lehg&téget adnak, hogy menet kbzben gépi tanulasi mieddas
tanuljunk meg minél tébbet a futdsidloszlasarol, és &wil6 tudast felhasznalva, egyre
jobban koézelitsiik az optimalis GjrainditastigiLO].

Ha az algoritmus determinisztikus, vagyis ugyanamputon futtatva mindig ugyanazt
csindlja, az Ujrainditas természetesen nem segiképpen fogalmazva, érdemes a
determinisztikus algoritmust véletlen elemek be&ggivel randomizalni, mert igy mar
hasznalhat6 lesz az Gjrainditas eszkoztara.

5.3. Fazisatmenet

Tekintstink egy eldontési problémat. Pl. tegylkHtielgy egy Sudoku-tabla egyes cellaiba
véletlenszdien beirunk szamokat, és a kérdés, hogy befejgeh@tSudoku ugy, hogy a
végeredmény megfeleljen a szabalyoknak. Ha csaéskesllaba irtunk kezdetben szamot,
akkor nagy valosziiséggel kiegészitheét Sudoku. Ha pedig a tabla nagy részét kitoltjuk
véletlen mddon, akkor nagy valosigeggel nem oldhaté meg a rejtvény.

Az érdekes az, hogy a kit6ltott cellak szamanaletése eleinte alig csokkenti a
befejezheiség valoszitiségét, ami aztan egy kritikus tartoméanyban hirtelgmn majdnem
1-r6l majdnem O-ra, és utana mar ismeét alig csokkeatdidtt cellak szamanak tovabbi
noveléséil. A jelenséget fizikai analogiara fazisdtmenethakak, mivel az olvadas/fagyas
jelenségére emlékeztet [8]. A Sudoku mellett szamas algoritmikus problémanal is
megfigyelhed ugyanilyen fazisatmenet: a korlatok szamanak rédéslel az alul-korlatozott
tartomanybdl a kritikusan korlatozott tartomany@mndsztil a tal-korlatozott tartomanyba
jutunk. Az alul-korlatozott tartoméanyban a problép&gdanyok majdnem mindig
megoldhatbdak, a tul-korlatozott tartomanyban majdineindig megoldhatatlanok, a kétt
kozott pedig egy keskeny savban valtozik a megatdida valosziisége majdnem 16F
majdnem O-ra.

A fazisatmenet a bonyolultsag valtozasaval is éggiit Az alul-korlatozott tartomanyban
altalaban konny megtalalni egy megoldast, a feltl-korlatozottaaranyban pedig altalaban
konnyen lathaté a megoldhatatlansag. A bonyolulezdigt altaldban a kritikusan korlatozott
tartomanyban térzik. Rdadasul ebben a tipikusan igen keskeny tamgiman
nagysagrendekkel nehezebbek a probléméak, mint mastgyis egy nagyon markans
konnyi-nehéz-kdnn mintdzatot mutat a bonyolultsag.

6. Bonyolultsagelméleti kutatasok a BME-n

llyen és ehhez hasonlo jelenségek kutatasavab@lkozunk a BME Szamitastudomanyi és
Informé&cidelméleti Tanszékén. Kutatbmunkanknak iméf®terilete van:

» Optimalizalasi algoritmusok empirikus vizsgalath [7

» Atapasztalt jelenségeket magyarazo elméleti meki¢H,6]

» Miszaki alkalmazasok (vezeték nélkuli halozatok, saagep architekturak) [1,4]
Az implementécids és mérési feladatok tAmogatdétriehoztunk egy szoftver keretrendszert
(BCAT, Budapest Complexity Analysis Toolkit), medytatasi célokra ingyenesen letblihet
a http://www.sourceforge.net/projects/bcamrol [7].
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