A Szamitastudomany alapjai
1. pZH javitékulcs (2014. 12. 08.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. A * % % % %-XXXXX focimeccs végeredménye 6 : 3 lett XXXXX csapatanak javara. Hanyféleképpen
sziilethetett meg ez az eredmény, azaz hanyféle lehetett az egyes gélok utani allasok sorrendje?

A gdblok sorrendjét egy olyan 9 hosszi sorozat irja le, melyben 3 db ,x” és 6 db ,,X” szerepel. (3 pont)

Réadasul minden ilyen sorozat leirja a golok egy lehetséges sorrendjét. (2 pont)
Pontosan annyiféleképp sziilethetett meg tehat a végeredmény, amennyi az ilyen tulajdonsiagui soro-
zatok szama. (2 pont)
Az ilyen sorozatok ismétléses permutéaciot alkotnak, (1 pont)
igy a tanult képlet szerint a szdmuk %6!, (1 pont)
ez tehat a feladat kérdésére is a véalasz. (1 pont)

Az is épp ilyen jol meghatarozza a golok sorrendjét, ha megmondjuk, hogy a 9 rigott gél koziil melyik
3-at rugta * * * * %k, és igy binomialis egyiitthatoként jon ki a (g) valasz.
2. Tudjuk, hogy a 6 pontu G graf fokszamai 2,2, 2,4, 5,5. Igazoljuk, hogy G nem egyszeri.

Indirekt bizonyitunk, tegyiik fel, hogy mégiscsak 1étezik egy 6 ponti, egyszerii G graf a feladatbeli

fokszamsorozattal. (2 pont)
Ekkor mindkét 5-6dfoku csics minden mas cstccsal 0ssze van kotve (3 pont)
tehat a harom masodfoku cstcs mindegyike csak a két 6todfoku csucesal szomszédos, (2 pont)
a negyedfokuval nem. (1 pont)

A negyedfoki cstucsnak tehat csak a két 6todfoki cstcs lehet a szomszédja, ami ellentmond G egy-
szeruségének. A kapott ellentmondas pedig az indirekt feltevés helytelenségét, azaz a feladat allitasat
igazolja. (2 pont)

3. Legyen V(G) = {vs, vy, ..., 010}, és vjv; € E(G), ha i és j nem relativ primek, azaz van 1-nél nagyobb
ko6zos osztdjuk. Legyen a wv;v; él hossza min(Z, j) — 1. Hatdrozzunk meg a vs csicsb6l minden mas
csucsba egy-egy legrévidebb utat, ha van.

A [3,10] intervallumban két szam pontosan akkor nem relativ prim, ha mindketté oszthaté a 2, 3 vagy
5 primek valamelyikével. (1 pont)
Ezért G a vy, vg, vs, v1g ill. v3, v, v9 valamint a vs, vig klikkek unidja, v; pedig izoldlt pont. (2 pont)
A mellékelt dbra a G gréafot és az élhosszokat mutatja. (1 pont)

Az o6ran tanult Dijksta algoritmust alkalmazva (U = {vs}- vy 3 9w 2 11
bol kiindulva, élmenti javitasokkal, és az U halmazhoz pontok
{v10, V4, Vs, Vs, U3, V9 } sorrendben torténd hozzavételével) meghata-
rozhatjuk minden cstics v5-t0l vald tavolsagat, és a legrovidebb utak
fajat. (4 pont)
A v5-t6] mért tavolsagokat a csicsok mellé irt szamok jelzik, a leg-
rovidebb utak fajanak élei pedig meg lettek vastagitva. Ha tehdt
v5-boOl egy maésik csicsba szeretnénk legrovidebb tton eljutni, ak-
kor a megvastagitott faélek mentén érdemes haladnunk. (2 pont)

4. Az abran lathato valamely G graf egy szélességi faja. Honnan indulhatott a bejaras, ha tudjuk, hogy
b és ¢ szomszédosak G-ben?




Azt tanitottak, hogy G minden csicsanak a gyokértdl vald tavolsaga ugyanannyi a BFS faban mint

G-ben. (3 pont)
Az is igaz tovabba, hogy ha két csics szomszédos G-ben, akkor a gyokértdl valé tavolsaguk legfeljebb
1-gyel tér el egymastol. (2 pont)

Mivel b és ¢ szomszédosak G-ben, ezért b-t a gyokérrel 6sszekotd fabeli 1t
hossza legfeljebb 1-gyel tér el a c-t a gyokérrel 0sszsekoto fabeli Ut hosszatol.
(2 pont)

Tehat a mellékelt BFS fan a BFS bejaréas kiindulési csucsanak tavolsaga b-t6l u b ° d
és c-t6l legfeljebb 1-gyel tér el egymastél. Marpedig minden ¢-t6l kiilonbozé ¢ [ g
csucsra e két tavolsag kiilonbsége legalabb 2, (2 pont) I » N /;
igy a BF'S bejaras kezddcestcsa csakis g lehetett. (1 pont) t J

. Igaz-e, hogy minden aciklikus, iranyitott G graf csicsainak pontosan egy topologikus sorrendje van?

Az allitas nem igaz, és ehhez elegendo egyetlen aciklikus, iranyitott grafot mutatni, amelynek a cstcsai
egynél tobbféleképp is topologikus sorrendbe rendezhetok. (4 pont)
Legyen a G grafnak két cstcsa (u és v) és 0 éle. Ekkor G aciklikus irdnyitott graf, és u,v ill. v, u is
topologikus sorrend. (5 pont)
A G gréf csucsainak tehat nem pontosan egy topologikus sorrendje van, a feladatban megfogalmazott
allitas ezért nem igaz. (1 pont)

Lehet éppenséggel kevéshé trivialis ellenpéldat is mutatni, az éppugy jo.
. Igazoljuk, hogy ha egy egyszertt G grafnak 20 cstcsa van és barmely fokszama legaldbb 12, akkor
G-nek van két olyan Hamilton kore, melyeknek nincs kozos éle.

A Dirac tétel miatt G-nek van egy C' Hamilton kore, hiszen G' midnen fokszama legalabb a pontok

szamanak fele, azaz 10. (3 pont)
Ha most C' éleit elhagyjuk G-bol, akkor az igy kapott G — C' grafban minden fokszam legalabb 10
lesz. (3 pont)
Ismét teljesiil tehat a Dirac-feltétel, igy Dirac tétele szerint G — C-nek is van Hamilton kore, mondjuk
. (3 pont)

A konstrukei6 folytan a G graf C' és ¢’ Hamilton koreinek nincs kozos éle, ez pedig igazolja a feladatban
kimondott allitdst. (1 pont)
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Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy a G egyszerli grafnak 77 pontja van, fliiggetlen pontjainak maximalis szama pedig
a(G) = 19. Bizonyitsuk be, hogy x(G) > 5 teljesiil G kromatikus szaméra.

Indirekt tegyiik fel, hogy a G gréafot ki tudtuk szinezni legfeljebb 4 szinnel. Az azonos szintire szinezett
cstcsok (azaz a szinosztélyok) fiiggetlen ponthalmazok, hisz azonos szinti pontokat nem kot ssze él.

(3 pont)
Mivel a(G) = 19, ezért egyetlen fiiggetlen ponthalmaznak, igy egyetlen szinosztélynak sem lehet 19-
nél tobb pontja. (3 pont)
A G gréfnak tehét legfeljebb 4 - 19 = 76 pontja lehet. (2 pont)
Ez ellentmond annak, hogy G-nek 77 pontja van, és ez az indirekt feltevés helytelenségét, azaz a
X(G) > 5 egyenlétlenséget igazolja. (2 pont)

2. Talaljunk az abran lathaté halézatban minimélis kapacitasu st-vagast és bizonyitsuk be, hogy nincs
a megtalaltndl kisebb kapacitasa st-vagas.

Maximalis nagysagu folyamot keresiink az éran tanult Ford-Fulkerson algoritmus segitségével. Az
aktudlis segédgraf néhany st-utja mentén torténod javitdasok utdan az abran lathatd, 56 nagysdgu f
folyamot kapjuk. (A nagyobb méretben (zolddel) szedett szamok az f folyam értékét jelzik az adott
élen, ha egy élen nincs ilyen szam, akkor azon f = 0.)

A megfelel6 segédgrafban s-bol elérheté pontok X halmaza
altal meghatdrozott st-vagas szintén 56 kapacitdsti. (4 pont)
Mivel a héalézatban létezik 56 nagysagu folyam, ezért tetszo-
leges st-vagas kapacitasa legalabb 56, mi pedig talaltunk egy
pontosan 56 kapacitasu st-vagast. Ez azt mutatja, hogy az ab-
ran szaggatott vonall jelzett st-vagas valoban minimalis kap-
citdsa. (2 pont)

(A teljes értéki megolddshoz nem sziikséges, hogy a hallgaté megindokolja, hogyan talélt olyan folya-
mot és st-vdgas, melyek nagysaga ill. kapacitdsa megegyezik.)

3. Tegyiik fel, hogy a 88 ponti G péros grafban a(G) = 44. Igazoljuk, hogy G-re teljesiil a Hall feltétel,
azaz | X| < |N(X)| az A szinosztély minden X részhalmaza esetén.

Mivel G paros, ezért G-nek nincs hurokéle, igy Gallai idevagd tétele szerint 44+7(G) = a(G)+7(G) =

V(G)| = 88. (3 pont)
A G grafra Konig tétele is érvényes, igy v(G) = 7(G) = 88 — 44 = 44. (3 pont)
Ha egy 88 pontt grafban v(G) = 44, akkor G-nek van teljes parositésa, (1 pont)
igy a Frobenius tétel szerint a G graf A szinosztalyéra teljesiilnie kell a feladatban szerencsére helyesen
felirt Hall feltételnek. (3 pont)

[gazabdl egyik fent hasznalt tételre sincs sziikség.

A G mindkét szinosztélya fiiggetlen ponthalmaz, ezért G nagyobbik szinosztalya legalabb 44 ponti,
azaz a(G) > 44. Mivel a(G) = 44, ezért G mindkét szinosztalydban pontosan 44 csics talalhaté:
|A| = |B| = 44. (2 pont)
Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy | X| > |N(X)| teljesiil valamely X C A ponthalmazra. (1 pont)
Ekkor X-b6l nem fut él a B\ N(X) halmaz egyetlen pontjdba sem (2 pont)




ezért X U (B \ N(X)) fiiggetlen ponthalmaz. (2 pont)
Am ekkor o(G) > |X U (B \ N(X))| = (1 pont)
— X| + B\ N(X)| = [X] + B — IN(X))| = [ X] + 44 — [N(X)| > 44, (1 pont)
ami ellentmond az a(G) = 44 feltevésnek, igy igazolja az indirekt feltevés hamis voltat, tehdt a feladat
allitasa csakugyan igaz. (1 pont)

. Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyszerii G graf sikbarajzolhatd, akkor a pontjainak legfeljebb a fele lehet
10-nél nagyobb foku.

Elegendé az allitast Osszefiiggd grafokra igazolni, hiszen ha G minden komponensére igaz, hogy az
adott komponens csticsainak legfeljebb a felének a fokszama nagyobb 10-nél, akkor ugyanez az egész
G grafra is teljesiil. Feltehetjiik tehat, hogy G 0sszefiiggd, és legalabb 12 csticsi, hisz ellenkez6 esetben

G-nek egyetlenegy legalabb 11 foku pontja sincs. (1 pont)
Legyenek tehat n,t és e a G szokdsos paraméterei, és jelolje m a G legalabb 11-edfoku cstcsainak
szédmat. Az Euler formula miatt n +¢ = e + 2. (3 pont)
A fokszamok Osszege a kétszeres élszam, ezért 2¢ > 11m + (n — m), azaz 2e > 10m + n , hiszen m
cstcs fokszama legaldbb 11, és a maradék (n — m)-é pedig legalabb 1. (2 pont)

Minden él 2 tartomanyt hatédrol, és minden tartomanyt legaldbb 3 él hatérol, ezért 2e > 3t (2 pont)
A fentiek szerint tehat, 6n + 4e > 6n + 6t = 6e + 6, azaz 6n > 2e¢ + 6 > 10m + n + 6, ahonnan
5n > 10m+ 6 > 10m addédik, més széval n > 2m, és nekiink pontosan ezt kellett igazolnunk. (2 pont)
. Hany pozitiv osztdja van 10!-nak?

Azt tanitottdk az 6ran, hogy ha n kanonikus alakja n = pi* - p3? - ... - pi*, akkor n pozitiv osztéinak
szama d(n) = (ag + 1)(aa + 1) ... (ax + 1). (3 pont)
A cél tehat 10! kanonikus alakjanak meghatarozasa. Ezt a kanonikus alakot megkaphatjuk dgy is,
hogy 6sszeszorozzuk az 1,2, ...,10 szamok kanonikus alakjait. (2 pont)
Mivel ez utébbi kanonikus alakokban csak a 2, 3,5 és 7 primek szerepelnek, ezért csupan ezen primek
kitevéit kell meghatéroznunk. (1 pont)

A 2 kitevGje 5+ 2+ 1 = 8 az 5 db paros, 2 db néggyel oszthatd és 1 db nyolccal oszthatd tényezd
miatt. A 3 kitevéje 3+1 =4 a 3 db 3-mal oszthatd és 1 db 9-cel oszthato tényezo miatt. Az 5 kitevGje
2, hisz 5 és 10 oszthato 5-tel a tiz tenyezobol. Végiil az egyetlen 7-tel oszthatd tényezé a 7, tehat
10! =28.3%.52.7. (3 pont)
A pozitiv osztdk szdmdra vonatkozo képlet alapjan tehét d(101) =9-5-3 -2 = 270. (1 pont)
. Oldjuk meg a 17z = 8 (mod 177) linedris kongruenciat.

Mivel 17 és 177 relativ primek, ezért a kongruencia megoldhato, és a megoldasok halmaza egy modulo
177 maradékosztaly. (2 pont)
A megoldas soran az eldadason megbeszéltek értelmében eltekintiink a mod karaktersorozat kifroga-
tasatdl. Egészitsiik ki a 172 = 8(177) linedris kongruencidt a trividlis 1772 = 0(177) kongruenciaval.
A kapott kongruenciarendszer megolddsai pontosan azok az x egészek lesznek, melyek megoldjak az

eredeti kongruenciat. (2 pont)
A masodik kongruenciat helyettesitjiik azzal, amit igy kapunk, hogy a masodikbdl kivonjuk az els6
10-szeresét: Tox = 177x — 1702 = 0 — 80(177). (2 pont)
Igy az aldbbi kongruenciarendszer adédik: 172 = 8(177) ill 72 = —80(177). (1 pont)

A mésodik kongruencia 2-szeresét az els6bdl kivonva azt kapjuk, hogy 3z = 17z —14x = 8—2-(—80) =
168(177), vagyis a 7o = —80(177), 3z = —9(177) rendszer adédik. Most az els6 konruenciabdl vonjuk
ki a mésodik kétszeresét: x = 7o — 2 -3z = —80 — 2 - (—9) = —62(177), (2 pont)
tehat a kongruencia megoldésa = 115(177). (1 pont)
(Ha most ez utébbi kongruencia haromszorosat kivonnank a 3z = 15(177) kongruenciabdl, akkor a
0x = -9 —3-115 = —354 = 0(177) adddna, de erre nincs sziikség az elsd megjegyzés miatt.)

Természetesen a linearis kongruencia megoldhaté mas, a fentitol eltéré modszerrel is, és a helyesen
alkalmazott helyes mddszer szerint megkapott helyes végeredmény természetesen 10 pontot ér.



