Algoritmuselmélet 1. Zarthelyi dolgozat 2025. aprilis 10.

Altalanos alapelvek. A pontozasi ttmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az
utmutatoé minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat
kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékd megoldasanak részletes leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis
pontszamot éré megoldas vazlatdnak tekintheték. Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a
megoldénak, ha a kapcsolodo gondolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazésa nélkiil nem
ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése,
hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e,
teljes mértékben a javité hataskore. Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban
leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra
tobb, egymastol lényegesen kiilonbo6zé megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhato pontszam. Ha mindegyik
leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithetd, akkor a legtébb részpontot éré megoldaskezdeményt
értekeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbol
nem deriil ki, hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0). Az utmutatoban szerepls részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az
atmutatoban leirttol eltérs jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkil csak az elGadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Legyen )
f(n) =n® + 5nlogyn, g(n) = n®logy n.

Igazoljuk vagy cafoljuk, hogy f(n) = O(g(n)).

Megoldds: A relacié igaz, azaz n® + 5n logg n € O(n3logyn).

Ehhez belatjuk, hogy 1étezik olyan c¢ valds szdm és ng egész szam, hogy n > ng esetén: 2 pont
f(n)=n3+5nlogin < c-nlogyn = c- g(n).

Azt fogjuk belatni, hogy ¢ = 6 és ng = 2 kielégiti a fenti feltételt. 2 pont
Ezutén nézziik a kovetkezs egyenlGtlenségsort:

n® +5n logg n < 6n° < 6n’ logy 1.

242 pont
Az els6 egyenlStlenség azért igaz, mert n > 2 esetén logon < n, 1 pont
mig a masodik azért, mert n > 2 esetén log, n > 1. 1 pont

2. Egy vallalat 6 karakter hosszi termékazonositokat hasznal. Az azonositok kizarolag a kovetkezs 8 nagybetiibdl
allhatnak:
0, Z, A, B, E, M, 5, T

A vallalatnél ezekre a karakterekre nem a szokasos ABC sorrend érvényes, hanem egy specialis, fontossagi sorrend:
0<KZ<A<KB<KE<KM<SKT
Adott pontosan 8 darab, ilyen szabély szerint képzett, 6 karakter hosszt termékazonosito:

[BASTET, AMETSA, ZEMOBE, SOMBTA, AZAZAZ, MESOBE, TAMTOM, ZEBESA]

Rendezziik a fontossagi sorrendet hasznélva lexikografikus sorrendbe ezeket az azonositokat a Radix rendezés segit-
ségével. A megoldast részletesen fejtsiik ki, azaz minden fazis utan irjuk le a termékazonositok aktualis sorrendjét.

Pontozas Ha tudja, hogy radix rendezésben oszloponként (karakterenként) kell rendezni. 4 pont
Ha tudja, hogy hatulrol elére kell. 2 pont
Helyes szdmolas. 4 pont
Ha sima ABC sorrendjét alkalmazza, maz. 8 pont

Megoldds: A radix rendezést a jobb széls6 (6. karakter) poziciotol kezdjiik:
A karakterek rendezett sorrendje (a kisebb értéki elérébb keriil) a 6. karakter utani rendezés utan:

AZAZAZ, AMETSA, SOMBTA, ZEBESA, ZEMOBE, MESOBE, TAMTOM, BASTET.
5. karakter utani rendezés végén:

TAMTOM, AZAZAZ, ZEMOBE, MESOBE, BASTET, AMETSA, ZEBESA, SOMBTA.
4. karakter utani rendezés végén:

ZEMOBE, MESOBE, AZAZAZ, SOMBTA, ZEBESA, TAMTOM, BASTET, AMETSA.



3. karakter utani rendezés végén:

AZAZAZ, ZEBESA, AMETSA, ZEMOBE, SOMBTA, TAMTOM, MESOBE, BASTET.
2. karakter utani rendezés végén:

SOMBTA, AZAZAZ, TAMTOM, BASTET, ZEBESA, ZEMOBE, MESOBE, AMETSA.

1. karakter utani rendezés végén:

ZEBESA, ZEMOBE, AZAZAZ, AMETSA, BASTET, MESOBE, SOMBTA, TAMTOM.

. Adott egy fekete-fehér, pixeles kép, amelyen egymas melletti m darab épiilet lathaté. A kép egy n X m méreti
matrixként van reprezentalva. A matrix minden eleme 0 vagy 1 (, ahol az 1 az épiileteket, a 0 az égboltot jelenti)
e Az oszlopok az épiileteket reprezentaljak, soronként felfelé haladva az épililetek aljatol a tetejiik felé.
e Minden oszlopban az 1l-esek alulrol kezdG6dnek és egybefiiggéek: azaz minden oszlopban elGszor szerepelhet
néhany 1, majd egy osszefiiggs 0-s szakasz a kép tetejéig (de 0 utan mar nem lehet Gjra 1).

A feladat az, hogy hatarozzuk meg annak az oszlopnak az indexét, amelyben a legtobb egymas felett allo 1-es
talalhato (azaz a legmagasabb épiilet helyét). Ha t6bb ilyen oszlop is van, barmelyik helyes valasznak tekinthetd.

Adjunk meg egy algoritmust, amely legfeljebb O(m logn) mez6t vizsgal meg a matrixban, és meghatarozza a legma-
gasabb épiiletet.

Pontozas:

j6 algoritmus 6 pont
indoklas 2 pont
lépésszam 2 pont

Megjegyzés: Létezik O(m + n) lépésszamu algoritmus is, ami persze szintén elfogadhato.
Megoldds: Ha az adott oszlopban az els6 1-es a r-edik sorban (1-gyel kezdve a sorok indexelését) talalhato, akkor az
oszlop "épiiletmagassaga" n —r + 1.

Algoritmus: Egy binaris keresés tipusu algoritmussal tudjuk megoldani a feladatot.

1. Menjiink végig minden oszlopon (m db).

2. Binaris keresésszert algoritmus: Az aktudlis oszlopra alkalmazzuk a kdvetkez6t a sorindexek tartomanyan
[0,n — 1]:
e Allitsuk be alsé = 1 és felss = n.
o Ismételjiik, mig alsé < felsd:
— Szamoljuk ki a k6zépsd = [(alsé + felsd)/2] indexet.
— Ha A[k6zépsd][c] = 1, akkor felsd = kézépsd; kiilonben alsd = kézépsd + 1.
o A végén alsé jeloli az elsd 1-es helyét (vagy n, ha nincs 1-es).
3. Magassag szamitasa: Az oszlop magassiga h =n — alsé + 1.
4. Maximum keresése: Valasszuk ki a tanult maximum keresS algoritmussal azt az oszlopot, amelyiknél h
maximaélis.

Helyesség és futasi id6: Az oszlopok értékei monoton nének (0-k, majd 1-esek), igy a binaris keresésszerd algorit-
mus garantaltan jol mikodik és legfeljebb O([log, n]) mez6t vizsgal meg. Ezt m oszlopon futtatjuk, majd a kapott
m érték koziil valasztjuk ki a maximumot, de ehhez mar nem kell ijabb mezSket megvizsgalni. Tehét az algoritmus
osszesen O(mlogn) mez6t vizsgal meg.

. Az alabbi iranyitott grafokat, Gi-et és Ga-t szomszédsagi listéik irjak le. Futtassunk mélységi keresést G1-en és Ga-n
és szamitsuk ki minden csics elérési és befejezési szamat, majd az o6ran tanult modszer hasznalataval dontsiik el,
hogy melyik graf tartalmaz iranyitott kort, azaz melyik nem iranyitott aciklikus graf, és adjunk meg egy topologikus
rendezést abban a grafban, amelyben ez lehetséges.

e Gi: a: b,c;b: d;c: d; d: e; e: a.

e Gora:g fibra g c-;d-;e¢,d;f:e;g: f e

Megoldds:



Cstiics Meélységi Befejezési
a 1 5
b 2 3
c 5 4 3 pont
d 3 2
e 4 1

Egy élx — y visszaél, ha amélységi szam(x) > mélységi szam(y) ésbefejezési szam(x) < befejezési szam(y),

igy G1-ben az e — a €l visszaél, azaz G nem DAG. 1 pont
G2
Cstics Meélységi Befejezési
a 1 6
g 2 5
f 3 4
. A 3 3 pont
c ) 1
d 6 2
b 7 7
Mivel G-ben nincs visszaél, ez egy DAG. 1 pont
A topologikus sorrendet a befejezési szamok szerinti csokkend sorrend adja. 1 pont
Topologikus sorrend: b, a,g, f,e,d,c. 1 pont

. Adott egy iranyitott, élsulyozott graf G = (V, E), amely Algoritmisztan varosait és kozuti utvonalait reprezentélja.
Minden él e € E két varost kot Gssze egy adott iranyban, és silya w(e) azt az id6t jelenti, amely az adott iranyu
utazashoz sziikséges. A graf éllistdban van megadva.

Két barat, akik jelenleg Algoritmisztan két kiilonbozé varosdban tartozkodnak (jelolje ezeket A és B), talalkozot
szeretne szervezni egy harmadik algoritmisztani varosban. A talalkozas feltételei a kivetkezdk:
e Mindketten ugyanabban az idgpillanatban indulnak el,

e mindketten a graf élei mentén haladhatnak csak, az él altal adott iranyban, az élhez tartoz6 idé alatt és a
varosokban nem kell varniuk az utazas soran (pl. kocsival mennek),

e nem hagyjak el Algoritmisztan teriiletét, azaz a graf csiucsai kozott kell mozogniuk.
A cél az, hogy megtalaljuk azt a varost C' € V, ahol a két barat a leghamarabb taldlkozhat (azaz a kozos indulastol

a talalkozasig eltelt id6 a legkevesebb). Nem kell, hogy egyszerre érjenek oda, az egyik barat varhat a méasikra. Ha
tobb ilyen varos is van, barmelyik elfogadhaté megoldés.

Adjunk meg egy algoritmust, amely legfeljebb O((m + n)logn) id§ alatt meghataroz egy ilyen talalkozasi helyet,
ahol n a grafban 1év6 cstcsok szamat jelenti.

Megoldds:

Algoritmus:

I. Futtassuk Dijkstra algoritmusat a grafban G az A kezd8pontboél, hogy minden v € V esetén kiszamoljuk d 4 (v),

azaz az A-bol v-be vezetd legrovidebb (idejd) ut hosszat. 2 pont
II. Futtassuk Dijkstra algoritmusat a B kezdGpontbol, igy meghatarozzuk dp(v) értékeit. 1 pont
ITI. Minden v € V esetén szamoljuk ki T'(v) = max{d(v),dp(v)}. 2 pont
IV. Valasszuk azt a C € V-t, amelyre T(C) minimalis, és adjuk vissza ezt C-t. 1 pont
Indoklasok:
- Miért a Dijkstra?
- T'(v) indoklasa 2 pont
Lépésszam:

A Dijkstra algoritmus szomszédsagi matrix esetén O((m—+n)logn) idben fut, és mivel kétszer hajtjuk végre (egyszer
A-bol, egyszer B-bdl), az 6ssz id6 O((m +n)logn). A T(v) értékek szamitasa és a minimum kivalasztasa O(n) id6t
vesz igénybe, igy a teljes algoritmus futasi ideje O((m + n)logn). 2 pont



6. Egy hosszu autoutra késziiliink, amelyet a 0 kilométernél kezdiink meg. Az ut mentén n darab szélloda talalhato,
amelyek a kdvetkezd, novekvs sorrendben megadott kilométerpontokon helyezkednek el:
O<ar <ag <---<ap.

(Itt a; az indulasi ponttol mért tavolsagot jeloli kilométerben, i = 1,2,...,n. A szamok nem feltétlen egészek.) Az
ut sordn csak ezek koziil néhany kivalasztott helyen allunk meg, méashol nem, azonban az utolso szallodanal (a,)
kotelezGen meg kell allnunk, mivel az a célallomasunk. Idealis esetben naponta 350 kilométert szeretnénk utazni. A
tényleges napi megtett tavolsag x > 0 esetén az adott naphoz tartozé bintetés a kovetkezSképpen alakul:

(350 — z)*.
(Fontos: az z lehet kisebb és nagyobb is 350-nél; a képlet mindkét esetet biinteti, mivel az abszolat eltérés negyedik
hatvanyat meéri.)
Adjunk olyan O(n?) futésidejti algoritmust, amely meghatarozza, hogy mely szalloddkban érdemes megallni tgy,
hogy az Gsszes napra esd biintetések Gsszege minimaélis legyen, mig elérjiik a célalloméast! (Példaul a 0, 300, 420, 770
esetben az optimalis megallohelyek a 420 és 770.)
Megoldds:
Els6 megoldas
A kovetkez§ élsilyozott graffal reprezentaljuk a széllodakat és a koztiik 1év6 utazasokat:

Az at minden lehetséges megallasi pontjat (szallodak) csicsokként értelmezziik, tehat a cstcsok halmaza
V=4{0,1,2,...,n},

ahol i a kezdGponttol a;-re 16vs szallodat jelenti. Minden olyan (i,§) cstcs-parra hozzuk létre az él stlyat

w(i,f) = (350 — (a; — a;))"

Ez a stly a két megallo kozotti utazas bilintetését méri (barmely irdnyban).

Ezzel a graf reprezentacioval a cél az, hogy megtalaljuk a kezd@csicstol (0) a célesicsig (n) vezetd olyan utat, melyen
az élsilyak 6sszege minimalis.

Algoritmus 5 pont
A megoldas soran alkalmazzuk a Dijkstra algoritmust az alabbi modon:

1. Futtassunk Dijkstra-t 0-bol (azt a verziot, ahol tombben taroljuk D-t) és nézziik meg a legrévidebb téavolsagot
n-be.

2. A Dijkstra algoritmus "el6z6" toémbjét hasznalva rekonstrualjuk visszafelé menve az optimaélis Gtvonalat a 0
cstcestol a célestcsig (n).

Helyesség 2 pont
Mivel az élek stlyfiiggvénye (350 — (a; — a;))* nem negativ értékeket vesz fel, a Dijkstra algoritmus alkalmazésa
helyes.

Futasids 3 pont
Legyen a csiicsok szama N = n + 1. A grafban a lehetséges élek szama legfeljebb
N(N -1
( 5 ) _ O(TL2),

igy a graf szomszédossagi matrixanak megkonstrualasa O(n?). Mivel a matrixos implementaciot alkalmazzuk, igy a
Dijkstra futasideje (az ut rekontrudlasaval egyiitt) O(n?). Igy az egész futasids O(n?).

Masodik megoldas - bar ez csak akkor hasznélhato, ha csak el6refelé megyiink, elfogadhaténak tekintjiik.

Algoritmus: Legyen ag = 0, és definialjuk a Biint tombot (részfeladatokat), ahol Biint[j] a minimalis 6sszes biintetés,
hogy eljussunk a j. szallodaig (j = 0,1,...,n). 3 pont
A kezdet és a tovabblépés képlete:

Biint[0] = 0, Biint[j] = min {Biint[i} + (350 — (aj — ai))4}, ji=1...n

0<i<j
indokléssal: 4 pont
Egy €18z3 tomb segitségével nyomon a szokasos modon kovetjiik, melyik i-nél vette fel a minimumot. 1 pont
A végén Biint[n]| adja a minimalis biintetés mértékét és az e18z8 tombben visszalépkedve megkapjuk a konkrét szal-
lodékat. 1 pont
Lépésszam: Minden j (1 < j < n) esetén az Osszes ¢ (0 < i < j) lehetGséget végigvizsgaljuk, igy egy konkrét j-re
Biint[j] kiszdmitdsanak a futasideje O(n), az algoritmus 6ssz futésideje O(n?). 1 pont



7. Adott éllistaval egy iranyitott graf. Adjunk O(m + n) futasidejd algoritmust, ami eldonti, hogy van-e olyan csics
a grafban, ahonnan minden csics elérhet§ iranyitott aton. (n - szokés szerint - a grafban 1évg csicsok szamat, m
pedig az élek szaméat jeldli.)

[Segitség: probaljuk meg a feladatot elészér eqy DAG-ra megoldani.]

Megoldds:
Algoritmus:

(a) Futtassunk egy DFS-t az egész grafon. Az utolsoként befejezett cstucsot nevezziik esetleg-nek.
(b) Inditsunk egy tjabb DFS-t az esetleg csticsbol.

(¢) Amennyiben a méasodik DFS minden csticsot elér, akkor esetleg egy olyan cstcs, ahonnan a graf dsszes cstucsa
elérhets. Egyébként nincs ilyen cstcs. 4 pont

Helyesség:
Hasznaljuk azt a tanult tételt, hogy a DFS(G,v) pontosan azokat a csicsokat éri el, ahova iranyitott at van v-bél
és még nem lettek felfedezve.

Ha DFS-t tobbszor kell ,ajrakezdeni”, akkor az utols6 djrakezdésnél elért pontokba biztosan nem vezet irdanyitott at
az elézbleg elértekbdl a fenti tétel szerint. Igy csak az utolsé "elkezdésnél" elért csiicsok lehetnek esélyesek, hogy
van belgliik iranyitott Gt a tobbiekhez. Ha ezen pontok koziil barmely w-bdél van irdnyitott Gt az Osszes tObbibe,
akkor esetleg-bdl is van, hiszen esetleg-bdl van w-be (mivel esetleg befejezési szdma a legnagyobb, az utolso
sajrakezdés” esetleg-bdl tortént) és Gsszeflizziik w-bdl mas csucsokba mend utakkal, igy lesz egy iranyitott élsorozat

(tehat ut is). 5 pont
Lépésszam:

Az els6 DFS bejarasa O(n + m) id6t vesz igénybe, a masodik DFS szintén O(n + m) idében fut, igy az algoritmus
teljes futasideje O(n + m). 1 pont



