Algel 2025 Tagadas, rekurzio, altalanos feladatok 0. gyakorlat

1. Mi az alabbi allitasoknak a tagadasa? (Két dllitas akkor tagaddsa egymdsnak, ha a két dllitds kozil minden
esetben pontosan az egyik igaz.) Probaljuk ugy megfogalmazni a tagadasokat, hogy ne szerepeljen benniik
tagado6szo.

(a
(b

) Minden szerdan van algel eldadas.

)
(c) Minden olyan 17 labu zsiraf, aki jar algel gyakorlatra, az teljesiti a targyat. (Igaz ez?)
(d)

)

Minden olyan hallgaté, aki jar algel gyakorlatra, teljesiti a targyat.

d
(e) Mindenki, aki teljesiti a targyat, sokat tanult.

Van olyan hallgaté, aki sokat tanul, de nem teljesiti a targyat.

Megoldas:

(a) Van olyan szerda, amikor nincs algel el6adas.
(b) Van olyan hallgato, aki jar algel gyakorlatra, de nem teljesiti a targyat.

(c) Van olyan 17 labu zsiraf, aki jar algel gyakorlatra, de nem teljesiti a targyat. (Az eredeti dllitas igaz, a
tagadds nem igaz.)

(d) Minden olyan hallgato, aki sokat tanul, teljesiti a targyat.
(e) Van olyan hallgato, aki keveset tanult, de teljesiti a targyat.

2. Tudjuk, hogy minden hémpors surjancs. Mondjuk meg minden alabbi allitasra, hogy biztosan igaz, lehetséges,
vagy biztosan hamis! (Ha nehéz a feladat, akkor legyen a hompord=kertitorpe és surjancs=szobor.)

a) Tudjuk valamirél, hogy nem hémpoérs. Azt allitom, hogy ez surjancs.

(a)

(b) Tudjuk valamirél, hogy hompors. Azt allitom, hogy ez nem surjancs.

(¢) Tudjuk valamirél, hogy nem surjancs. Azt allitom, hogy ez hémpora.

(d)
)

d

(e) Tudjuk valamirél, hogy surjancs. Azt allitom, hogy ez nem hémpors.

Tudjuk valamirsl, hogy nem surjancs. Azt allitom, hogy ez nem hémpors.

Megolddas:

(a) Lehet.
(b) Hamis.

(
(d

(e) Lehet.

c) Hamis.

) Igaz.

3. Mi lehet a T'(n) fliggvény, ha teljesiil T'(1) =2 és T'(n) =3 -T(n — 1) + 1 minden n > 2 esetén?

Megoldds: 1. Elkezdjiik kibontani a rekurziot. A kibontas célja, hogy eljussunk a T'(1)-hez, ahol konkrét értéket
tudunk behelyettesiteni, majd zart alakra hozunk.

II. Préobaként menjiink vissza két 1épést:

Tn)=3-T(n—1)+1,
Tn—1)=3-T(n—2)+1 n helyére (n — 1)-et irva.

Helyettesitsiik 7'(n — 1)-et az eredeti egyenletbe:
T(n)=3(3-T(n—2)+1) +1=32.T(n—2)+3+1L

III. Folytatva az el6z6 modszert, végiil ezt kapjuk:

T(n)=3""1.7(1)+ nz 3.
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Mivel T'(1) = 2, ezért:

n—2
T(n)=2-3""1+3) 3"
=0

IV. A zart alak a mértani sorozat Osszegképletébdl kovetkezik:

71223_3”—1_1_371_1_1
v 3—1 2

V. Végss, kompakt forma:
3n=t—-1 5.3"1 -1
T(n)=2-3""14 = 5 .

4. Jeldlje egy algoritmus maximalis lépésszamét az n hosszi bemeneteken L(n). Azt tudjuk, hogy minden n > 3
egész szamra L(n) < L(n—1)+ 5 teljesiil, és hogy L(3) = 3. Milyen fels6 becslést adhatunk ez alapjan L(n)-re?

Megoldds: 1. 1épés: Az el6z6 megoldasban ismertetett startégiat kovetjiik. Bontsuk ki a rekurzidt két lépésig:

L(n) < L(n—1)+ g

n—1

Ln—1)<L(n—2)+ 5

Helyettesitsiik be a méasodik egyenletet az elsGbe:

2
Lin-2)+ "1y
= n — —_
2 2
Ezt folytatva eljutunk:
n
k
L(n) < L(3)+ 5
k=4
Mivel L(3) = 3, tovabb irhatjuk:
1 n
L(n) <3+ 5 k.
k=4

2.1. lehet&ség a befejezésre: (Pontosabb szamolas) A szamtani sorozat Osszegképletét szerint:

n

(4+n)(n—23)
k=-—-"——
2 >

igy: 4 3
<y 0

Mivel

(n+4)(n—3)=n*+n—12,
igy ) ,

n+n—12 n“—+n
L <3 =

(n) <3+ 1 1

Mivel "a# < %n2 minden n > 1 esetén, végiil:
1

2.2. lehetdség a befejezésre: Minden % tagot feliilr6l 5-vel becsiilve



Algel 2025 Tagadas, rekurzio, altalanos feladatok 0. gyakorlat

Mivel minden k értéke a sorozatban legfeljebb n (hiszen 4 < k < n), ezért

k
3 < minden k esetén.

|3

Az alabbi becslést kapjuk:
L(n) <3+ (n—3)-

SE

Errél peidg nyilvanvaléan latszik, hogy legfeljebb n?, igy

L(n) < n?.

Megjegyzés. A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy a multiplikativ konstansokkal nem torédiink, igy nekiink a
masodik becslés ugyanolyan j6 lesz, mint az elsé.

5. Tegyik fel, hogy van egy szamitogépes programunk, ami egy k& méretii feladaton a jelenlegi gépiinkén 1 nap
alatt fut le. Beszereztiink egy szazszor gyorsabb szamitégépet. Ugyanazon programmal mekkora feladatot lehet
az 0j gépen egy nap alatt megoldani, ha a program lépésszama n méreti feladat esetén
(a) m-nel aranyos, (b) n3-bel aranyos, (c) 2™-nel aranyos?

Megoldds: Legyen a gépiink A (jelenlegi) és B (1], 100-szor gyorsabb) indexe, illetve T4 (n) és Tp(n) az algoritmus
futasi ideje az adott gépen n méretii feladat esetén. Mivel a gép B 100-szor gyorsabb, a B gépen az idé:

T(n) = TIAO(S)

Tegylik fel, hogy a program az A gépen egy k méretii feladatot 1 nap alatt old meg:
Ta(k) = 1nap.

Ez alapjan a B gépen 1 nap alatt végrehajtott miiveletek szdma megfelel annak, amit az A gép 100 nap alatt
végez el. Megnézziik, ehhez mekkora inputok tartoznak a kiilonb6z6 esetekben.

(a) Ha a futasi id6 n-nel aranyos, azaz T4(n) = ¢ n.
Tudjuk, hogy c¢- k = 1, mennyi k,;, ha c¢- k,; = 1007 Ebbdl

kuj = 100 k.

(b) Ha a futasi idé n3-mal aranyos, azaz Ta(n) = c-n>.

Tudjuk, hogy ¢ - k3 = 1, mennyi kyj, ha c- k‘zj = 1007 Ebbdsl
ki, =100k = ky = k-100"° ~ 4,64k.

(c) Ha a futasi id6 2"-nel aranyos, azaz Tx(n) = c-2".
Tudjuk, hogy c- 2% = 1, mennyi k,;, ha c- 2% = 100? Ebbél

oM =100-28F = 2MiTF =100 = ky; =k +log, 100 ~ k + 6,64.

6. Egy f foka létran bizonyos fokok annyira rozogak, hogy ha ralépiink, leszakadnak. Szerencsére tudjuk hogy
melyik fokok ilyenek, hova nem szabad 1épniink. Egy lépéssel legfeljebb 3 fokot tudunk 1épni. Adjon algoritmust
ami meghatéarozza, hogy a létra aljatol fel tudunk-e jutni a létra legfelss fokara! (Feltehetd, hogy a legfelsd fokra
rd szabad lépni.) Az algoritmus lépésszama legyen c¢ - f, ahol ¢ valami fix konstans.

Hogyan kell modositani az algoritmust, hogy azt is kiszdmolja, hogy hényféleképpen lehet feljutni a legfelss
fokra?

Megoldds: Az elérhetGség vizsgalata

Legyen z; egy binaris valtozo, amely megmutatja, hogy a i-edik fok hasznalhato-e:
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€Ty =

B {1, ha a fok ép és ra lehet 1épni,

0, ha a fok sériilt és nem hasznalhato.

Az algoritmus célja, hogy meghatéirozza, elérhet6-e az f-edik fok a létra aljatol, ha minden lépésben legfeljebb
3 fokot léphetiink el6re. Definialjunk egy 0j valtozot, y;-t, amely azt jeldli, hogy az i-edik fok elérhets-e:

T, ha ¢ < 3,
Yi = { max(y—1,¥Yi—2,¥i—3), hawx;=1,9>3
0, ha z; = 0.

A képlet értelmezése:

e Az els6 harom fok esetén a fok elérhetd, ha az adott fok ép (z; = 1).

e Ha z; = 1, akkor az i-edik fok elérhets, ha az el6z6 harom fok valamelyike is elérhetd (y;—1, yi—2 vagy
Yi-3)-
e Ha az adott fok torott (x; = 0), akkor oda nem tudunk lépni (y; = 0).

A megoldas végén ellendrizziik yy értékét:
- Ha yy = 1, akkor el lehet jutni az f-edik fokra.
- Ha yy = 0, akkor nem lehet feljutni a létra tetejére.

Lépésszam: minden i-re y; kiszdmolésa konstans sok lépés valamilyen fix konstansra. Igy Osszesen c - f a
1épésszam

Hanyféleképpen lehet eljutni a legfelsé fokra?

Ha nemcsak az elérhetGséget akarjuk meghatarozni, hanem a lehetséges utak szamat is, akkor a kovetkezd
modositott formulat hasznaljuk y;-kre, amelynek a jelentése most, hogy hanyféleképp lehet feljutni az i-edik
lépesore (hasznaljuk az el6z6 részben bevezetett x;-ket):

1, hai=1¢ésx1 =1
y1 + 1, hat=2éz9=1

Yi=<Sy2+y1+ 1, hai=3ésx3=1
Yi-1+Yi—2+¥yi-3, hax;=1é1>3
L0, ha z; = 0.

A képlet értelmezése:

e Ha az i-edik fok elérhetd, akkor az oda vezet§ utak szama az el6z6 harom fokhoz vezets utak szdmanak
Osszege (i > 3).
e Ha a fok torott, akkor oda egyetlen tton sem lehet eljutni, tehat y; = 0.

o Az elss 3 fokot ki kell szamolni.

A megoldas végén y, értéke megadja, hany kiilonb6z6 médon lehet elérni az f-edik fokot.

Lépésszam: minden i-re y; kiszdmolésa konstans sok 1épés valamilyen fix konstansra. Igy Osszesen c - f a
lépésszam.

7. Adott n chip, melyek képesek egymaés tesztelésére a kovetkezd modon: ha Gsszekapcsolunk két chipet, mindkét
chip nyilatkozik a masikrol, hogy hibésnak talalta-e. Egy hibatlan chip korrektiil felismeri, hogy a mésik hibas-
e, mig egy hibas chip akarmilyen vélaszt adhat. Tegyiik fel, hogy a chipek t6bb, mint a fele korrekt. Adjunk
algoritmust, mely n-nél kevesebb fenti tesztet hasznalva kikeres egy jo chipet.
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Megoldds: A chip-tesztelés viselkedése

Két chip egymas tesztelésekor a kovetkezs eredményeket kaphatjuk:

1. chip | 2. chip H 1. valasz ‘ 2. valasz ‘

hibatlan | hibatlan hibatlan hibatlan

hibatlan hibas hibas barmi
hibas hibatlan bdrms hibas
hibas hibas bdrmi bdrmi

Az algoritmus miikédése Készitsiink el harom halmazt:

e N (nem tesztelt chipek halmaza),
o T (tesztelt chipek halmaza),
e S (kidobott chipek halmaza).

Kezdetben minden chip az N halmazban van. Az algoritmus a kdvetkez6 lépéseket hajtja végre:

(a) Vegyiink ki két chipet az N halmazbdl, és teszteljiik ket egymassal.

(b) Ha mindkét chip azt mondja a masikrol, hogy hibatlan, akkor vagy mindkettd hibatlan, vagy mindkettd
hibas. Ekkor mindkett6t athelyezziik a T halmazba.

(c) Ha valamelyik chip a masikat hib4asnak mondja, akkor legalabb az egyik hibas, ezért mindkett&t kidobjuk

(S halmazba keriilnek).

(d) Ha az N és T halmaz még nem iires, akkor mindig egy méar tesztelt chipet (T-beli) teszteljiink egy 1]

chip-pel (N-beli).

(e) Ha a két chip egymaésrol hibatlan visszajelzést ad, akkor a T halmazba keriilnek, kiilonben az S halmazba.

(f) Ha a T" halmaz kitiriil, és még maradt az N-ben legalabb két chip, akkor két aj chippel kezdjiik el6lrdl a

folyamatot.

Az algoritmus végallapota

Az algoritmus végén két eset lehetséges:

(a) Ha az N halmazban pontosan egy chip maradt és a T" halmaz tires, akkor az N-ben 1év8 chip biztosan

hibatlan.

(b) Ha az N halmaz iires és a T halmaz nem iires, akkor a 7" halmazban minden chip ugyanolyan tipusta. Mivel
tudjuk, hogy a hibatlan chipek szdma t6bb mint a hibas chipeké, és az algoritmus soran a 7" halmazban

mindig azonos tipust chipek vannak, ezért a T halmaz csupa hibétlan chipbdl all.

Az algoritmus helyessége

A tesztelés soran végig érvényesiilnek az alabbi invaridnsok:

(1) Az N UT halmazban mindig t6bb hibatlan chip van, mint hibas.

(2) A T halmazban mindig azonos tipust chipek vannak (vagy mind hibatlan, vagy mind hibés, vagy tires).

A fenti tulajdonsagok garantéljak, hogy a végén a T'U N halmazban maradt chipek koziil biztosan taladlunk egy

hibatlant.

Az algoritmus lépésszama

Minden lépésben vagy az N-bdl vesziink ki két chipet, vagy az egyik chippet athelyezziik T-be, vagy kidobjuk.

Ezért legfeljebb n — 1 tesztet végziink.
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8. Egy tanteremben fel van szerelve egy n x n-es tabla, melyen n? villanykorte helyezkedik el. A tabla minden
egyes sorahoz illetve oszlopahoz tartozik egy-egy nyomogomb, mellyel a megfelels sorban (oszlopban) talalhato n
darab villanykorte allapotat egyszerre lehet atvaltoztatni az ellenkezGjére. (Egy gombnyomdsra az adott sorban
illetve oszlopban égd korték elalszanak, az alvok pedig kigyulladnak.) A sziinet kezdetekor az Osszes korte leoltott
allapotban van. Sziinetben a nebuldk Gssze-vissza nyomogatjak a gombokat. Hany kapcsoléssal tudja a tanar
visszaéllitani az eredeti allapotot? (A gombok egydllapotiak, azaz nem ldtszik rajtuk, hogy megnyomtdk-e dket
vagy sem.)

Megoldds: Mivel egy gombnyomas kétszer alkalmazva semmit nem jelent, igy a végsd allapotot egy adott gomb-
csalad (a paratlanszor megnyomott gombok halmaza) hatarozza meg. Ugyanakkor vegyiik észre, hogy ha a 2n
gomb koziil az eredetileg (paratlanszor) megnyomott k gomb helyett a maradék 2n — k gombot nyomnank meg,
az az aktudlis allapotot "invertalnd" — azaz visszaéllitana az eredeti allapotot, azaz az eredmény az lenne, hogy
mindegyik lampa O-ra valt. Igy a visszaallitashoz valaszthatjuk a kisebbik halmazt, azaz:

min{k, 2n — k} < n.
Ez azt jelenti, hogy mindig talalunk olyan gombkombinaciot, amellyel legfeljebb n lépésben visszaéllithatd az
eredeti allapot.

Viszont a legrosszabb esetben — példaul ha minden lampa ég — valoban n gombnyomas sziikséges, hiszen egy
gombnyomassal legfeljebb n lampa allapotat tudjuk megvaltoztatni. Igy

n gombnyomas sziikséges és elegend6 a visszaallitashoz.

9. Egy 2 X n-es sakktabla mez&in n piros és n — 1 kék négyzetet helyeziink el. Ezeket olyan moédon akarjuk
atrendezni, hogy a fels§ sorban piros, az alséban kék négyzetek legyenek, s a bal als6 sarok maradjon tires.
Ehhez egy-egy 1épés soran az iires mezére tolhatjuk valamelyik szomszédjat. Bizonyitsuk be, hogy

(a) van olyan algoritmus, ami ezt megoldja c - n? lépéssel, ahol ¢ valamilyen fix konstans

(b) létezik olyan d konstans, hogy minden algoritmus, ami ezt megoldja, szerencsétlen inputon hasznal legalabb
d - n? lépést.

Megoldds: A rendezés végrehajtasa adott lépésszammal

A cél, hogy minden kék az als6 sorba, minden piros a fels§ sorba keriiljon, az iires hely pedig a bal als6 sarokba.

(a) Els6 fazis: Az iires helyet le kell juttatni az als6é sorba.
i. Ha az tires hely mar az als6 sorban van, nincs teendd.
ii. Ha az iires hely a fels§ sorban van, akkor egy lefelé tolassal (legfeljebb 1 1épés) az als6 sorba mozgat-
hatjuk.
(b) Masodik fazis: Kékek elhelyezése az alsé sorba. Ha mar minden kék alsé sorban van (az elsd fazis
utan), akkor minden piros is automatikusan fent lesz. De kezdetben lehetnek kékek a felss sorban.
i. Ha egy i-edik oszlopban kék van fent, akkor biztosan van alul egy piros négyzet.
ii. Mozgassuk az iires helyet az als6 sorban az i-edik oszlopba. Ehhez legfeljebb n — 1 1épés kell.
iii. Toljuk le a felss sorban 16vs kéket az tires helyre (1 1épés).
iv. Az alsé sorban biztosan marad egy piros négyzet, amit az iires helyre fel lehet tolni. Ehhez el6bb az
iires helyet a megfelel oszlopba kell mozgatni (n — 1 1épés), majd fel kell tolni a pirosat (1 lépés).
Osszesen tehat 2n 1épés alatt egy kéket levittiink az also sorba.
(¢) Harmadik fazis: Ismételjiik a masodik fazist, amig az Osszes kék lent nincs. Mivel legfeljebb
n — 1 kék lehet kezdetben fent, a harmadik fazis legfeljebb n — 1-szer ismétldik.

(d) Negyedik fazis: Az iires helyet balra mozgatjuk az alsé sorban. A rendezés végén az iires hely
biztosan az als6 sorban marad, de barhol lehet. Ahhoz, hogy a bal als6 sarokba keriiljon, legfeljebb n — 1
lépést kell megtennie.

(e) Végso lépésszam: Az algoritmus tehat legfeljebb:
1+2nn—1)+(n—-1)=2n>—n+1
lépést hasznal. Mivel egy konstans szorzot keresiink, igy elmondhato, hogy 2 jo lesz, hiszen:

2n2—n+1§2~n2.
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Alsé korlat bizonyitasa

Most azt kell megmutatni, hogy léteznek olyan kezd@allapotok, amelyeket barmilyen algoritmus csak d - n?
lépéssel tud rendezni valamilyen fix d-re.

Tekintstink egy olyan kezdeti konfiguraciot, ahol (az egyszertiség kedvéért tekintsiink el az egészrészektdl):

(a) Az Osszes piros négyzet az elsé n/2 oszlopban van.
(b) A felsd sor utolsé n/4 cellajaba kell pirosakat mozgatni.

(c) Ezek a négyszetek legalabb n/4 tavolsagra vannak barmely pirostol.

A piros négyzetek egyenkénti mozgatasa soran minden egyes piros négyzet mozgatasa legalabb n/4 lépésbe
keriil. Ha n/4 piros négyzetet kell athelyezni, akkor az Gsszes mozgatasi lépés szama legalabb:

(n/4) x (n/4) = 2

Ez azt jelenti, hogy d valaszthato %-nak.



