Algoritmuselmélet 1. ZH

A rendelkezésre 4116 munkaidé 90 perc. Minden megolddst indokoljon! 2024. aprilis 18.
Minden feladat egységesen 10 pontot ér. Az aldirds megszerzéséhez minimum 24 pontot kell elérni.

Kérjiik, minden résztvevo irja fel a nevét, NEPTUN kdédjat és a gyakorlatvezetd nevét az Osszetiizott lapok jobb felsé
sarkaba.

Altalanos alapelvek. A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat
egységesen értékeljék. Ezért az itmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) meg-
oldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az itmutatonak
nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések egy
maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok. Az dtmutatoban feltiinte-
tett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédé gondolat egy
attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy l1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. fgy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a
megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az itmutatéban feltiinte-
tett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében)
jar-e, teljes mértékben a javitdé hataskore. Részpontszam jar minden olyan otletért,
részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a
feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldo egy feladatra tobb, egymastél
lényegesen kiilonbozo megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb meg-
oldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibéat tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl
nem deril ki, hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré
megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az utmutatéban sze-
repl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatdk. Az utmutatéban leirttol eltérd
jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az el6adason
szereplo tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Legyen f(n) = 2024 ha n < 15 és f(n) = n - 2""10 kiilonben. Valamint legyen
g(n) = 2023 ha n < 42 és g(n) = n? - 2" kiilonben. Igaz-e, hogy

(a) f(n) € O(g(n))” (b) g(n) € O(f(n))?
Megoldds: f(n) =21-n-2" han > 15 2 pont
(a) Ha n > 42, akkor n < n?, ezért f(n) < 2¥(n). 2 pont
Tehat az ng = 42 és ¢ = 210 vélasztds mutatja, hogy f(n) € O(g(n)). 2 pont

(b) Tegyiik fel, hogy valamilyen n > ng és c esetén n?-2" < ¢-2%.n.2" 2 pont
Ekkor n < ¢ - 2'%nek teljesiilni kell minden elég nagy n-re, ami nem igaz. 1 pont
Tehat nem igaz, hogy g(n) € O(f(n)). 1 pont

2. Adottak ¢y, co, ..., c, killonboz6 egész szamok. Ezeket szeretnénk nagysag szerint
rendezni novekvo, vagy csokkeno sorrendbe 1gy, hogy a szokasos osszehasonlitas
helyett most a kovetkezo kérdéseket lehet feltenni 1 1épésben: Harom kivélasztott



elem koziil melyik esik a rendezés szerint a masik ketto kozé? (Példaul, ha a ¢;, ¢j, i,
elemeket kérdezziik ahol ¢; = 3,¢; = 1, ¢, = 7, akkor a ¢; elemet kapjuk valaszként.)
Adjon O(nlogn) kérdést hasznalé algoritmust, aminek kimenete a csokkend vagy
novekvd sorrendben 1év6 szdmok. (Azt nem kell az algoritmusnak meghatdroznia,
hogy csokkend vagy névekvd-e a sorozat.)

Megoldas: El6szor vegyiik az elso 3 elemet, cq, co, c3-at és kérdezziik meg, hogy me-
lyik a kozépso. Ha pl. ¢y, akkor a sorrend vagy c¢; < ¢y < c¢3, vagy c1 > co > cs,

irjuk le ket balrol jobbra cq, co, c3 sorrendben 2 pont
Ezutan a beszurasos rendezéshez hasonléan jarunk. 2 pont
Ha ¢, ¢, ..., ¢, sorba van rakva (novoen vagy csokkenden), akkor a bindris ke-
reséshez hasonléan beszurjuk cj.1-et. 2 pont

Eldszor a c¢jq 1, Cfp/21-1,C[k/2] hdrmasra kérdeziink rd. A vélaszt meghatarozza, hogy
cr+1 a sorrend bal vagy jobb felében van-e, vagy pedig épp megtalaltuk a helyét.

2 pont
A sz6bejovo helyek szama minden kérdés utan felére csokken, igy egy elem beszirasa
O(logn) 1épés. Az Osszes 1épésszam O(nlogn). 2 pont

. Adott egy n pontu m éli egyszerti, dsszefiiggd, irdnyitatlan graf. Adjon O(n + m)
futasideji algoritmust, ami megtalal egy olyan pontot, amelyet a grafbol elhagyva
a graf osszefiiggd marad.

Megoldas: Futtassunk egy DFS-t a graf tetszoleges pontjabol. 2 pont
Ennek vegyiik az 1 befejezési szamu csicsat (itt le is allithatjuk a DFS-t). 2 pont
Ez a DFS fanak egy levele lesz. 2 pont
Ha ezt a levelet elhagyjuk a grafbdl, akkor a DFS fa maradék élei mutatjak, hogy a
maradék graf osszefiiggd marad. 2 pont

A DFS lépésszéama a befejezési szdm meghatarozasaval egytitt is O(n +m) 2 pont
Ha DFS helyett pl. BES fat vesziink, akkor pl. az utolsé megldtogatott pont lesz
biztosan levél.

. Egy irdnyitott kort nem tartalmazo irdnyitott grafban (DAG) lefuttattuk a DFS
algoritmust valamelyik pontjabdl indulva. Azt kaptuk, hogy az (u,v) élre teljestil,
hogy mszam(v) < mszam(u). Bizonyitsa be, hogy bszam(v) < bszam(u) teljesiil.

Megoldas: Mivel mszam(v) < mszam(u), ezért (u,v) csak visszaél vagy keresztél

lehet. 3 pont
Ha visszaél lenne, akkor lenne a grafban irdanyitott kor, vagyis nem DAG. 4 pont
Tehdt (u,v) keresztél. 1 pont
Keresztélre bszdm(v) < bszam(u) 2 pont

. Egy n hosszu 0-1 sorozatot olyan, legaldbb 4 hosszi darabokra kell szétvagni, hogy
minden keletkezett részben az els6 két bit megegyezzen az utolsé két bittel. (Példdul



a 01001111110110 sorozat felvdghaté 3 részre: 01001, 1111, 10110.) Adjon O(n?)
lépésszamu dinamikus programozast haszndlé algoritmust, amely eldonti, hogy van-
e ilyen szétvagas!

Megoldas: Legyenek a sorozat elemei sq,...,s,.
Legyen M[i] = IGAZ, ha a sorozat a els6 i bitjének van megfelel6 szétvagasa,
kiillonben M [i] = HAMIS. 2 pont
MI0] = IGAZ, i = 1,2,3-ra legyen M[i| = HAMIS. 1 pont
i > 4-re M[i] akkor IGAZ, ha valamely 0 < j < i—4 esetén M|[j] = IGAZ, valamint
Sj+1 = Si—1 €8 Sj4o = s; teljestlnek. 3 pont
Ha van ilyen j, akkor az s, ...,s; rész felvdgasa az sj,1,...,s; darabbal az sq,...,s;
egy felvagasat adja. 1 pont
Akkor és csak akkor van az egész sorozatnak megfeleld felvagasa, ha M[n] = IGAZ.
1 pont
Adott i-re a megfelel6 j keresése O(n) 1épés. Ez minden i-re elvégezve, az Gsszes
1épésszam O(n?). 2 pont
Mads 76 megoldds, ami nem dinamikus programozast haszndl: 5 pont

Az mem deril ki a feladadat szovegébdl, hogy ha a sorozat elsé és utolso két bitje
megeqyzik, akkor az 1 részre vagds megfelelo-e. Mindkét féle értelmezést elfogadjuk.

. Egy iranyitott graf éllistdja az élek sulyaival:

a: (b,6), (¢,5), (e8)
be (@), (1), (/2
¢ (b2), (74)

e: (b6), (9,3)
fe(en), (g1)

qg:

Dijkstra algoritmusaval hatarozza meg a-bdl az 6sszes tobbi csicsba vezetd legrovi-
debb 1t hosszat. (Indokolni nem kell, de latszodjon, lépésenként hogyan vdltozik a
tavolsagokat tarold D] ] témb és a KESZ halmaz.)

Megoldas:

KESZ
{a}
{a,c}
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{a,c,be,f}
{a,c,b,e,f,g}
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Az a oszlopa csupa 0, (vagy nincs is felirva) 1 pont
Az esetek nagy részében jol valasztja ki, hogy melyik csics keriiljon at a KESZ



halmazba. 2 pont
Az esetek nagy részében jol végzi el a javitast. 2 pont
Ha sok szdmoldsi hiba van, akkor csak az eddigi 5 pont jdr.

Ha viszont minden szamolas jo, beleértve, hogy jol vélasztotta ki a minimalisat,
akkor tovabbi 5 pont
5-nél tobb elszamolasnal ezért a részért nem jar pont.

. Adott egy n x n-es matrix. Adjon O(n?logn) 6sszehasonlitdst hasznalé algoritmust,
amely eldonti, van-e két olyan sor, amelyek az els6 elem kivételével megegyeznek,
viszont az els6é elemiik meg kiilénbozd!

Megoldas: Rendezziik a sorokat el0szor a 2. oszlop szerint. 1 pont
Binaris keresést hasznald beszirasos rendezéssel vagy oOsszefésiiléses vagy kupacos
rendezéssel ez O(nlogn) 1épés 1 pont
fgy egymas utani blokkokba rendeztiik a sorokat, hogy egy blokkban a 2. elem
egyenlo. 1 pont
Most rendezziik kiilon-kiilon a blokkokat a harmadik elem szerint, igy olyan blok-
kokat kapunk, ahol a 2. és 3. oszlop elemei is egyformdak. (Ehelyett rendezhetiink
az egész 3. oszlop szerint a beszurasos rendezés olyan valtozataval, ami az azonos
elemek sorrendjét megtartja.) Ezutdn hasonléan folytatjuk a tobbi oszlopra.

2 pont
Egy oszlop szerint a rendezés 1épésszama

k
O(nilogni) + ... 4+ O(nglogng) C O ((Z nz> : logn> C O(nlogn),
i=1

ahol n; a blokkok mérete. 2 pont
Végiil minden blokkban végigmegytlink az els6 oszlopon. Ha nem mind egyforma,
akkor taldltunk két megfelel6 sort. (Ehelyett lassabb algoritmus is megfelel6 lehet.)

1 pont
Ennek lépésszama Gsszesen O(n) 1 pont
Az 6887 1épésszam n - O(nlogn) + O(n) C O(n*logn). 1 pont



