Algoritmuselmélet 1. p6tZH

A rendelkezésre 4ll6 munkaids 90 perc. Minden megoldéast indokoljon! 2024. aprilis 30.
Minden feladat egységesen 10 pontot ér. Az aldirds megszerzéséhez minimum 24 pontot kell elérni.

Kérjiikk, minden résztvevé irja fel a nevét, NEPTUN kodjat és a gyakorlatvezeté nevét az Gsszetiizott lapok jobb felsé
sarkéba.

Altalanos alapelvek. A pontozasi atmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egysége-
sen értékeljek. Ezért az atmutatéo minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldaséanak f6bb
gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az dtmutatonak nem célja a fel-
adatok teljes értékid megoldasdnak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot
éré megoldas vazlatanak tekintheték. Az dtmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor
jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodo gondolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt
megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szereplé ismeretek,
definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha
egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy
az atmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore. Részpontszéam jar minden olyan otletért,
részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat
hibatlan megoldasa volna kaphato. Ha egy megoldé egy feladatra tobb, egymastol lényegesen
kiilonb6z6 megoldéast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhato pontszam. Ha mindegyik leirt
megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithets, akkor a legtobb részpontot
ér6é megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(lényeges) hibét tartalmazo is, tovabba a dolgozatbol nem deriil ki, hogy a megoldo melyiket
tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot érg megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez
a pontszam 0). Az tutmutatoban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok.
Az dtmutatoban leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas
nélkiil csak az eladason szerepld tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Bizonyitsa be, hogy (3n® + 4logn)(2n* — 5v/n) € Q(n°).

Megoldds: Be kell latni, hogy van olyan ¢ és ng, amire (3n® + 4logn)(2n® — 5/n) > cn®

teljesiil minden n > ny-ra. 2 pont
(3n3 + 4logn) > 3n® minden n > 0 esetén 1 pont
n2=n-n> 5y/n minden n > 5 esetén (mér n > 1,8ra is igaz) 2 pont
2n? — 5y/n > n? minden n > 5 esetén 2 pont
(3n3 + 4logn)(2n® — 5v/n) > 3n3 - n? = 3n° minden n > 5 esetén 1 pont
Tehat példaul a ¢ = 3, ng = 5 megfelel konstansok 2 pont
Ha valaki (tévedésbol) O(n®)-t bizonyit mar. 5 pont

2. Adjon O(n%logn) dsszehasonlitast hasznalo algoritmust, ami eldonti, hogy az adott 1, o,
..., &y és S raciondlis szamok esetén van-e olyan x;, z;, ), szamharmas (1 < i,7,k < n),
hogy z; + x; + xp = S. (A hdrom indexnek nem kell feltétlen kilonbizinek lennie, akdr
mindhdrom is lehet ugyanaz.)

Megoldas: Rendezziik a szdmokat nagysag szerint példaul Gsszefésiiléses rendezéssel
2 pont



Minden 1 <1¢,5 <n parra szamitsuk ki az S — x; — x; értéket 2 pont
Binaris kereséssel dontsiik el, hogy a kapott szdm szerepel-e a rendezett sorozatban. Ha

igen, akkor talaltunk megfelels szamokat. 2 pont
A rendezés lépésszama O(nlogn) 1 pont
Egy parra a keresés O(logn) 1 pont

Mivel O(n?) par van, az osszes lépésszam O(n?logn) + O(nlogn) C O(n*logn) 2 pont

. Egy 2k > 4 cstcst egyszerd, iranyitatlan graf mélységi bejarasa soran azt tapasztaltuk,
hogy minden cstcsra a befejezési és a mélységi szam kiilonbsége kisebb, mint k. Bizonyitsa
be, hogy a graf nem 6sszetiiggs és minden komponensben legfeljebb £ cstics van.

Megoldas: Iranyitatlan grafban az 1-es mélységi szami csticsbol inditott bejaras bejarja az

Osszes vele egy komponensben 1évé csicsot 2 pont
Ha az 1-es mélységi szamu cstcs befejezési szama b, akkor ebben a komponensben pontosan
b cstcs van 2 pont
Mivel most bszam — mszam = b — 1 < k — 1 < k, ebben a komponensben legfeljebb &
csucs van 2 pont
[lyenkor a DFS egy még be nem jart csucsbol Gjra inditja a keresést, (ennek mélységi szama
b+ 1 lesz) 2 pont
Az el6z6ekhez hasonloan latszik, hogy ebben a komponensben is legfeljebb k cstics van

2 pont

. a) Az eldadason tanult, DFS-t hasznalé mod-
szerrel adja meg a jobboldali graf egy topologi-
kus rendezését.

b) Hatarozza meg a leghosszabb ut hosszat a to-
pologikus rendezés els¢ és utols6 pontja kozott

az oran tanult modszerrel.

Megoldds: a) A DFS futtatasanal meg kell hatarozni a mélységi és befejezési szamokat

1 pont
Ha pl. e-bdl inditjuk: e(1,6),a(2,4),b(3,2),c(4,1),d(5,3), f(6,5) (az elsé a mélységi szam,
a masodig a befejezési szam), a jo szémok 3 pont

Egy topologikus sorrend a befejezési szdmok szerinti csokkené sorrend: e, f,a,d, b, c
(Ha més pontbol inditjuk a DFS-t, pl. f-bdl, vagy mas sorrenben valaszjuk a kovetkezs
cstcsot akkor kijohet méasik sorrend is: e, a, f,d, b, c) 1 pont



b) A leghosszabb utak e-bél indulva (¢(v) jeloli az e-bdl v-be vezets leghosszabb 1t hosszat).
Annak felirasa/indokléasa, hogyan kell ezt csinélni. 2 pont
tle) = 0;t(a) = 7;t(f) = 7,t(d) = max(t(e) + 10,t(a) + 9,t(f) +9) = 16;

t(b) = max(t(a) + 5,t(d) + 5,t(f) + 5) = 21;t(c) = max(¢(d) + 13,t(b) + 6) = 29

a jO szamolas 3 pont
Ha a szamolésnal ki vannak irva a megfelel6 maximumok, akkor azért is jar az indoklasért
adando pont.

. A périzsi olimpiara kerékparral szeretnénk eljutni. Az utat mar megterveztiik. Kideriil,
hogy éppen minden km-nél van egy szallas. Az 0t hossza n km, egy nap legfeljebb k& km-t
tudunk haladni. Ha még nem értiink Parizsba, akkor az el6z6 szallastol szamitva legfeljebb
k km-en belill meg kell szallnunk. Minden széllas koltsége adott, az i-edikben A[i] euro.
Adjon algoritmust, ami dinamikus programozast hasznalva meghatarozza az it soran a
szallasok minimalis 6sszkoltségét. Az algoritmus lépésszama legyen O(kn).

Megoldds: Legyen C[i] a minimalis kéltsége annak, hogy eljutottunk az i-edik km-ig. (Ha
megszallunk az i-edik km-nél, azt még nem szamoljuk bele. Az indulas varosaban valo
megszallast sem szamoljuk, azaz A[0] =0.) C[0] =0 2 pont
Cli] = min{Cj] + Alj] | i —k < j<iésj>0} 3 pont
Helyesség indoklasa: Az el6z6 k& km-en beliil meg kellett szallni, ez legyen az j-edik km.
Eddig méar tudjuk, hogy mennyi a minimélis koltség (C[7]) és ki kell fizetni még A[j]-t.

2 pont
A keresett értek Cln] 1 pont
Lépésszam: minden C[i| kiszamolasahoz k szam minimumét kell meghatérozni, ez O(k)
lépés, n értéket kell kiszamolni, a lépésszam osszesen O(kn). 2 pont

. Jobboldalon lathato6 egy iranyitott, sulyozott gréaf szom- a b c e [ g
szédossagl matrixa. Dijkstra algoritmusaval hatarozza a ( © 6 5 8 o© OO\
meg a-bol az Osszes tobbi csiicsba vezetd legrovidebb bl 6 o0 oo 1 4 oo
at hosszat. (Indokolni nem kell, de ldtszodjon, lépésen- cloo 2 o0 oo 6 o0
ként hogyan vdltozik a tavolsdgokat tdarold D[ | tomb és eloo 6 o0 oo oo 2
a KESZ halmaz.) floo o0 0o 1 o 1

g \oo 00 00 00 00 OO )

Megoldas:



alblcle| flg KESZ
1.]0]6|5|8|0c0]| o0 {a}
2.10/6|5|8|11 |0 {a,c}
3./0/6|5|710 |00 {a,c,b}
4.10/6|5|7110| 9 {a,c,b,e}
5101657110 9 | {a,cbeg}
6.1]0(6|5|7/10| 9 | {a,che,qg,f}
Az a oszlopa csupa 0, (vagy nincs is felirva) 1 pont

Az esetek nagy részében jol valasztia ki, hogy melyik cstics keriiljon at a KESZ halmazba.
2 pont

Az esetek nagy részében jol végzi el a javitast. 2 pont
Ha sok szamoldsi hiba van, akkor csak az eddigi 5 pont jar.

Ha viszont minden szamolas jo, beleértve, hogy jol véalasztotta ki a minimaélisat, akkor
tovabbi 5 pont
5-nél tobb elszdmolasnal ezért a részért nem jar pont.

. Adott egy varosok kozotti uthalozatot leird iranyitott graf éllistaja, ahol csicsok a varosok,
élek a kozvetlen utak és az élek silya a varosok kozotti kozvetlen ttszakaszok hosszat
adja meg. Egyes varosokban nevezetességek is vannak, ezek szama minden varosra meg
van adva egy tombben (a nevezetességek szama mindegyik varosnal egy nemnegativ egész
szam). Szeretnénk eljutni az A varosbol a B varosba, az elsédleges szempont, hogy az
ut a lehet6 legrovidebb legyen. De ha esetleg tobb egyforma hosszi legrévidebb 1t is
van, akkor ezek kozil azt akarjuk kivalasztani, ami soran az érintett varosokban a lehetd
legtobb nevezetességet tudjuk megnézni. Adjon algoritmust egy ilyen ut megkeresésére, az
algoritmus lépésszama legyen O(n?).

Megoldas: Modositsuk a Dijkstra algoritmust, minden csticsra az eddigi legrovidebb utat
tarolo D[ ] tombon kiviil egy plusz informéciot is taroljunk. Mindegyik legrovidebb tton
megszamoljuk hany nevezetesség lathato. N| | tombben ezek maximumaét. 2 pont
Az algoritmust gy moédositjuk, hogy minden koérben azt a csicsot tessziik 4t a KESZ
halmazba, amire a D] | érték minimalis, de ha tobb minimaélis van, akkor azok koziil azt

valasztjuk, amire N[ | maximalis. 2 pont
Amikor attettitk a v csicsot, akkor a D[ ] és N[ | értékeket értelemszerten modositjuk a
v-bdl kimend éleken. 2 pont

Az algoritmus helyességének bizonyitasa nagyon hasonld a Dijkstra algoritmus helyességé-
nek bizonyitasahoz. Csak a kdvetkez6t kell meggondolni: A kezdGpontboél indulé barmely
at elejére teljesiil, hogy az 1t hossza nem lehet nagyobb, mint az egész 1t hossza (mivel
az élsilyok nemnegativak), valamint az els6 részen nem lehet t6bb latnivalo, mint az egész
uton. 2 pont
A lépésszam ugyanannyi, mint a Dijkstra lépésszdma, ami O(n?) 2 pont



2. megoldds: Bdr a feladat szovegében nem szerepel, feltételezhetyik, hogy minden kozvet-
len ttszakasz hossza pozitiv egész. A sulyok dtskdldzasaval ez elérhetd. Ezt indoklds nélkiil
is elfogadjuk. Legyen a Osszes varos latnivaloinak szdmanak Osszege C. Szorozzunk meg
minden élsulyt 2nC-vel. Az igy kapott G’ grafban ugyanaz lesz a legrévidebb ut barmely
két pont kozott, mint az eredeti G gratban, csak a hossza lesz 2nC-szerese. 2 pont
Most minden v cstcsot kettéziink meg, legyen egy v cstcs is. Minden v-bdl kimend él
menjen ki most v’-bél és legyen egy él v-bél v'-be. Ennek sulya legyen C-bdél kivonva a v
varos latnivaloinak szama. 2 pont
Keressiik meg G'-ben a legrovidebb utat A-bol B-be, ez adja meg a keresett utat.2 pont
Helyesség: A 1j élek silyai minden cstcson legfeljebb C-vel novelik az at hosszat, igy
barmely tton legfeljebb 2nC-vel né a hossz. Mivel ez kisebb, mint 2nC, ezek nem befo-
lyasoljak azt, hogy az algoritmus egy eredeti legrovidebb ttnak megfelel6t fog megtalélni.
Viszont ezek kozott a legtobb latnivalot adot adja meg. 2 pont
A lépésszam ugyanannyi, mint a Dijkstra lépésszama, O(n?), ebbe belefér az G' elgéllitasa
1S. 2 pont



