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Mi az algoritmus?

A tovabbiakhoz sziikség volna egy pontos definiciéra, hogy mit értlink
algoritmus alatt.

llyen definiciét majd csak Msc-n a Nyelvek és automatak targyban
adunk.

Helyette a tovabbiakban ugy tekintjik, hogy azt tekintjik
algoritmusnak, amit egy mai normal szamitdégéppel végre lehet hajtani.
(pl. nem normal szamitogép ebbdl a szempontbél a quantum
szamitogép)

Az eddigi algoritmusok mind ilyenek voltak. De mikor arrdl beszéliink,

hogy valamilyen problémara nincs algoritmus, akkor igazabdl arra
gondolunk, hogy normal szamitégépen nincs ilyen algoritmus.
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Algoritmusok hatékonysaga

Algoritmus Iépésszama, ha n az input mérete:

logn = remek

n = nagyon jo

nlogn — egész |0

n® = nem tal nagy n-re jo

n® = nem tul nagy n-re lehet j6

n* — nem tul nagy n-re néha jo

n'® — 50 év mulva, nem tdl nagy n-re lehet j6

n'% — 1 millié év mulva lehet j6

2" — nagyon kis n-re lehet j6, de nagy n-re sohasem
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Algoritmusok hatékonysaga

Az eddig tanult algoritmusok altalaban hatékonyak voltak:
@ a+ b kiszamitdsa: Input mérete: n = log a+ log b,
Lépésszam: O(log a+ log b) = O(n)
@ ab kiszamitasa: Input mérete: n = log a + log b,
Lépésszam: O((log a + log b) log b) = O(n?)
@ maradékos osztas, legnagyobb kbzds o0szté:
Input mérete: n = log a + log b, Lépésszam: O(n?)
@ Grafalgoritmusok (6sszefliggdség, legrévidebb Ut, parositas, . . .)

Input mérete: n = éllista vagy szomszédossagi matrix mérete
Lépésszam: O(n), O(n?), O(n®)
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Algoritmusok hatékonysaga

Van olyan algoritmikus feladat, amir6l nem tudjuk, hogy ki lehet-e
szamolni hatékonyan:

@ Késobb lesz sz6 ilyenekrol.
Van olyan, amit nem lehet hatékonyan kiszamolni:
@ 24 Kkiszamitasa: Input mérete: n = log a,
Lépésszam> output mérete: log(2?) = a = Q(2")
@ altalanositott sakk: n x n-es tablan 2n figura esetén adott allasbol
van-e nyer0 stratégiaja a kezdének?

Olyan is van, amire bizonyithaté, hogy algoritmussal nem lehet
kiszamolni!

@ Msc-n a Nyelvek és automaték targyban lesz ilyen.
(Rényai-lvanyos-Szabd kdnyv 7.8.3: Domind probléma)
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Elddntési problémak

Mostantdl csak olyan tipusu feladatokkal foglalkozunk, melyekre a

valasz 1 bit: IGEN vagy NEM, ezek az ugynevezett elddntési problémak.

@ PRIM
Bemenet: m > 0 egész.
Kérdés: m primszam?
e Ut
Bemenet: G = (V, E) iranyitatlan graf és két kitintetett
csucs, s,te V.
Kérdés: Van-e s és t ko6z6tt at a grafban?
@ MINUT
Bemenet: G = (V, E) iranyitatlan graf és két kitintetett
csucs, s, t € V, k egész.
Kérdés: Van-e s és t kozott legfeljebb k éll ut a grafban?
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Elddntési problémak

Legtobbszdr igaz, hogy egy optimalizalasi feladat megoldhaté egy
megfelel eldéntési feladat algoritmusénak néhany futtatdsaval.

Példaul:
Ha MINUT-ra van egy gyors algoritmusunk, akkor binaris kereséssel
O(log m) db futtatassal meghatérozhatjuk a legrévidebb Ut hosszat.

Elég az eldéntési problémakat vizsgalni.

Definicio

Egy eldéntési problémahoz tartozo L nyelv azoknak a bemeneteknek a
halmaza, amelyekre a valasz IGEN. A lehetséges bemeneteket
(amelyek tehat vagy beletartoznak L-be vagy nem), szavaknak hivjuk.
Egy X eldéntési probléma és x bemenet esetén x < X jeldli, hogy az x
bemenetre a valasz IGEN.
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Polinom id6ben eldénthetd problémak

Definicio

Jelblje P azoknak az X eldéntési problémaknak a halmazat,
amelyekhez van olyan A algoritmus, amely minden x bemenetre
helyesen megvalaszolja a kérdést, és az algoritmus lépésszama
polinomiélis, azaz O(|x|¥) valamely k pozitiv konstansra.

(Itt | x| az x bemenet hosszat jeldli, k fliggetlen x-tél.)

Jeldles: X € P. )

Az eddig tanult algoritmusok elddntési valtozata P-ben van.

o Osszefiiggb-e egy adott G graf?

@ Van-e teljes péarositas egy adott G paros grafban?
@ Mekkora a legrévidebb Ut u-bdl v-be?

@ Mekkora legkisebb sulyu feszitéfa G-ben?
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Polinom idében elddnthetd problémak

@ Ha az input egy élsulyozatlan graf, akkor a kordbban adott
Iépésszamok megfelelnek ennek a definiciénak.

@ Ha az input tdbb jegyl binaris vagy decimalis szamokat is
tartalmaz, akkor jobban meg kell vizsgélni a Iépésszamot.

@ Ha az input sulyozott graf, a sulyok binarisan vagy decimalisan
adottak, a sulyokkal csak alapmiveleteket végzlink, akkor az
eddigi algoritmusok mind polinomialisak.

@ Ha az inputban a k szam binaris alakban van megadva (azaz
mérete x = log, k) €s az algoritmus k lépést végez, akkor ez nem
polinomialis, hiszen k = 2.

A hatizsak feladatra adott dinamikus programozasi algoritmus sem
polinomialis, mert a Iépésszam a hatizsak méretének fliggvénye, az
inputban viszont ennek logaritmusa szerepel.
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Polinom id6ben eldénthetd problémak

PRIM
Bemenet: m > 0 egész szam binaris formaban
Kérdés: m primszam?

Az input mérete |x| = logy m =—> m = 2/

1. algortimus: Nézzik meg, hogy m oszthaté-e a 2,3, ..., v/m szamok
barmelyikével. Lépésszam: > /m = V2| = 2IxI/2
Ez nem polinomidlis =4 PRIiM € P

2. algortimus: Fermat-teszt. Lépésszam: O(|x|? log |x|), polinomialis
Nem mindig ad j6 valaszt. =~ PRiIM € P

3. algortimus: AKS-teszt (Agrawal-Kayal-Saxena, 2002)
Lépésszam: O(|x|'?), polinomialis
Mindig jo valaszt ad. = PRIM € P
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Polinom id6ben eldénthetd problémak

Ha belatjuk, hogy egy elddntési probléma P-ben van, az nem feltétlen
jelenti azt, hogy a gyakorlatban is tényleg hatékonyan megoldhat6. Ha
a lépésszam |x|1%%0, azzal nem megyiink sokra.

De ha belatnank, hogy egy elddntési probléma nincsen P-ben, akkor
tudnank, hogy arra nincs hatékony algoritmus normal szamitégéppel.

Probléma

Tudunk-e mondani valami enyhébb kévetelményt, ami a P-beli
problémakon kiviil esetleg teljesdl tobb nem P-beli problémara is?
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Hatékony tanusitvany

Definicio

Azt mondjuk, hogy az X eldéntési problémahoz van hatékony
tanusitvany, ha van olyan T algoritmus, melynek a bemenete (x, t)
parokbdl all, ahol x az X probléma egy lehetséges bemenete és a

kévetkezo feltételek teljesiinek: léteznek olyan ¢ és k pozitiv
konstansok, hogy

@ ha x € X, akkorvan olyan t, aminek hossza |t| = O(|x|°) és

T(x,t) = IGEN,
@ ha x ¢ X, akkor nincs olyan t, aminek hossza |t| = O(|x|°) és
T(x,t) = IGEN.

@ AT algoritmus polinomiélis, azaz a lépésszama O((|x| + |t])¥).

Réviden: Ha x bemenet esetén az elddntési problémara a valasz
IGEN, akkor erre van olyan polinom hosszu tanu (t), amir6l 7-vel
polinom idében ellendrizhetd, hogy valéban IGEN. Ha a valasz NEM,
akkor viszont nincs olyan révid érvelés, amivel be lehet minket csapni.
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NP-beli problémak

Definicid
Jeldlje NP azoknak az eldéntési problémaknak a halmazat, amelyekre
van hatékony tanusitvany.

N\

Megjegyzés

Az NP a nemdeterminisztikus polinom id6 réviditése, ami arra utal,
hogy t ,megtalalasa” nem feltétlenil determinisztikusan térténik, eqgy
x € X esetén elég, ha megsejtjiik, mi lesz jo. Viszont utana az
ellenérzés, hogy valdéban jo a t, amit valasztottunk (kaptunk valakitél),
mar polinom idében megy.

A,
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coNP-beli problémak

Definicio

Egy X eldéntési probléma komplementere az az X-sal jelélt probléma,
melynek bemenete ugyanolyan mint az X esetén, de a valasz
ellentétes. Azaz minden lehetséges x bemenetre

xeXexegX.

Példaul: BSSZETETT = PRIiM

Definicio

Jelblje coNP az NP-beli problémak komplementereibdl allé halmazt,
azaz X € coNP < X € NP.

Vagyis: Az NP-beli problémak esetében a definicié szerint az IGEN
valaszra van polinom hosszu, polinom idében ellendrizhetd bizonyiték,
a coNP-beli problémak azok, ahol a NEM valaszra van polinom hosszu,
polinom idében ellendrizhet6 bizonyiték.
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Példak

Bemenet: G graf.
Kérdés: Van-e G-ben Hamilton-kér?

ENP:

€coNP: | Nem tudjuk, hogy van-e hatékony tanusitvany.

t— egy C Hamilton-kér G-ben;
T— ellendrzi, hogy C Hamilton-koér-e.
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Példak

e 3SZIN

Bemenet: G graf.

Kérdés: Igaz-e, hogy G szinezhetd 3 szinnel?
f— egy szinezés megadasa G-ben; (azaz egy
f: V(G) — {p, k, s} fuggvény)
T — ellendrzi, hogy f tényleg egy 3-szinezése G-
nek.

€coNP: | Nem tudjuk, hogy van-e hatékony tanusitvany.

ENP:

Katona Gyula Y. / Vizer Maté (BME SZIT) Algoritmuselmélet Bonyolultsagelmélet 16/22



Példak

e 3SZIN
Bemenet: G graf.
Kérdés: Igaz-e, hogy G nem szinezhet6 3 szinnel?

ENP: ‘ Nem tudjuk, hogy van-e hatékony tanudsitvany.

f— egy szinezés megadasa G-ben; (azaz egy
f: V(G) — {p, k, s} fuggvény)

T— ellendrzi, hogy f tényleg egy 3-szinezése G-
nek.

ccoNP:
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Példak

@ OSSZEFUGGOSEG
Bemenet: G = (V, E) iranyitatlan graf.
Kérdés: G dsszefliggd?

t— G egy feszitéfaja: F;

NP T — ellen6rzi, hogy F tényleg feszitéfa-e G-ben.
(—UcV

€coNP: | T— ellendrzi, hogy nincs él U és V — U-beli pontok
kozott

A tanuarol mindig be kell 1atni, hogy polinomialis méret,

és az ellendrz algoritmusrél is mindig be kell latni, hogy polinom
idében fut.

Ezek altaldban kdnnyen belathatéak.
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Példak

@ PAROS-GRAF-PAROSITAS
Bemenet: G = (A, B; E) paros graf
Kérdés: Van-e G-ben teljes parositas?
t— élek E’ részhalmaza;
ENP: | T— ellenérzi, hogy E’ tényleg telies parositas-e
G-ben.
= XCA
T— ellendrzi, hogy teljesul-e | X| > [N(X)].

ccoNP:
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Példak

@ PRIiM

Bemenet: m > 0 egész.
Kérdés: m primszam?

ENP:

ccoNP:

{— Bonyolult, de van ilyen (pl. AKS-teszt);
T — ellendrzi, hogy t tényleg tandsitvany.

=1 < k < mszédm, ami m osztdja;
T— ellendrzi, hogy k osztja-e m-et.
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Hatékony tanusitvany P-beli problémakra

A 0SSZEFUGGOSEG, PAROS-GRAF-PAROSITAS, PRIM problémakra
ismert polinomialis algoritmus is. =

Az algoritmus lefutasanak leirasa egy hatékony tanudsitvany (t) arra is,
hogy a probléma NP-ben van, és arra is, hogy coNP-ben van, hiszen a
végén a valasz vagy IGEN vagy NEM, a leiras pedig polinom hosszu.
Az ellenérzd algoritmus (7) pedig polinom idében tudja ellendrizni,
hogy a leiras helyes-e. —

P C NP és P C coNP

Azaz: P C NP N coNP
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A legfontosabb nyitott kérdések

P £ NP

Ha P = NP teljesline, akkor minden olyan problémara, amelyre van
hatékony tanusitvany (azaz NP-beli), lenne polinomialis algoritmus is.
Fogunk mutatni olyan problémakat, amik NP-beliek, de senki nem tud
rajuk polinomidlis algoritmust.

P < NP N coNP

Eddig majdnem minden fontos NP N coNP-beli problémarol kidertilt,
hogy van ra polinomialis algoritmus, azaz P-beli.
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