Bevezetés a Szamitaselméletbe I1.
13. gyakorlat

1. Dontsd el, hogy a megadott halmazok a rajtuk értelmezett & "0sszeadas” és © szorzas”
miivelettel gyiirtt, ferdetestet, illetve testet alkotnak—e?

a) Egy X halmaz 6sszes részhalmazanak P(X) halmaza, ® =J, ® =();

b) egy X halmaz Gsszes részhalmazanak P(X) halmaza, @ = A (szimmetrikus differencia),

© =)
¢) a valos szdmok halmaza, a ® b = va + b°, a © b = a - b (hagyoményos szorzés);
d) az ( _ab 2 ) alakt valos méatrixok halmaza, a @ és a ©® a hagyomanyos méatrixmiiveletek;
b

e) a pozitiv valés szimok halmaza, a ®b=a-b, a ® b = a'8’.

2. A Z,3 testben dolgozunk. Vezessiik be az % jelolést az a - b1 szorzat helyett. Szamitsd ki

S

a
3. Tetsz6leges (kommutativ) testben vezessiik be az 5 jelolést az a - b~1 szorzat helyett. Bi-

az alabbi miiveletek eredményét!

a) % b)

NeR N

zonyitsd be az alabbi azonossagokat!
a ¢ ac a ¢ ad+bc
a) —-— = — b) - +-=
b d bd b d bd
4. Bizonyitsd be, hogy kommutativ testben minden elemnek legfoljebb két négyzetgyoke lehet
(vagyis az 22 = a egyenletnek legfoljebb két megoldasa lehet a test tetszéleges a elemére).

5. Az (angol) abécé huszonhat bettjét a 0, 1,...25 szamokkal helyettesitem (A = 0, B = 1,
C =2, sth., Z = 25). Nyilvanos kodolofiiggvényem:

r ot (mod 85).

(Ezzel a 0,1,...,84 szamokat lehet kodolni, de csak az els6 huszonhat szamnak van valodi
jelentése.) Ezzel a fiiggvénnyel kodoltam titkos iizenetemet is:

29 2 39 20 44 52

Tord fel a kodomat, vagyis készits a fenti kodolofiiggvényhez dekodolofiiggvényt, majd fejtsd
meg vele titkos lizenetemet!

6. A nyilvanos kulesu titkosiras dekddold kulesdnak miikddése a kovetkezd allitason alapszik:
ha x és n adottak, akkor

2P =2 (modn)

teljesiil tetszéleges k pozitiv egészre. Ez az allitds konnyen bizonyithatd, ha az Euler-Fermat
tételbsl nyert z#™ = 1 (mod n) Osszefiiggést k-adik hatvanyra emeljiik, majd x-szel szo-
rozzuk. Azonban az Euler-Fermat tétel alkalmazasahoz sziikség van arra is, hogy (z,n) = 1
teljesiiljon.

Bizonyitsd be, hogy ha n két kiilonb6z6 prim szorzata (és a nyilvanos kulesu titkosirdsnal
ez a helyzet), akkor a fenti allitas teljesiiléséhez nincs sziikség arra, hogy (z,n) = 1 igaz legyen!

7. Bizonyitsd be, hogy 561 (=3 - 11 - 17) Carmichael-szam!
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