Bevezetés a Szamitaselméletbe I1.
10. gyakorlat

1. Hatarozd meg a Dg diédercsoportban az alabbi elemek rendjét!
a) fis b) foo - t1
¢) foo d) fizs

2. A G csoport g € G elemére o(g) = 10. Mennyi o(g?) értéke?

3. Egy csoport rendje 81 és van olyan eleme, aminek a 27. hatvianya nem az egységelem. Bizonyitsd
be, hogy a csoport Abel-csoport!

4. A valos szamsorozatok halmaza csoportot alkot a szamsorozatok Osszeadasara, mint mitiveletre
nézve (ezt konnyi ellendrizni). Dontsd el, hogy az alabbi részhalmazok részcsoportot alkotnak-e
ebben a csoportban?

a) a konvergens szamsorozatok halmaza; b) a divergens szamsorozatok halmaza;
¢) a korlatos szamsorozatok halmaza, d) a monoton névs szamsorozatok halmaza.

5. Igazold, hogy egy paratlan rendii Abel-csoportban az Gsszes elem szorzata az egységelem.

6. A H halmaz alljon az 0sszes olyan rendezett szamparbol, amelynek az els§ tagja egész szam, a
masodik tagja 0 vagy 1. (Azaz: H = {(a,b)la € Z,b € {0,1}}.) Ertelmezziik H-n a & miiveletet a
kovetkez6képpen:

(a1,b1) @ (az, by) = (a1 + ag, (by + by) mod 2).

(Azaz: a szamparokat tagonként sszeadjuk és az eredmény masodik tagjanak 2-es maradékat vess-
ziik. Példaul: (7,1) & (12,1) = (19,0).)

a) Bizonyitsuk be, hogy H csoportot alkot a & miiveletre nézve!

b) Milyen rendii elemek fordulnak el H-ban?

c¢) Ciklikus csoport-e H?

(ZH, 2003. majus 15.)

7. Tegyiik fel, hogy G egy 49-elemii csoport és Hy, illetve Hy a G valodi részcsoportjai. Bizonyitsuk
be, hogy |H;| = | Hs| teljesiil! (Egy G csoport valodi részesoportja egy olyan H < G részcesoport, ami
az egységelem mellett még legalabb egy masik elemet is tartalmaz és H # G.) (ZH, 2006. majus 4.)

8. Van-e olyan 20 elemt csoport, amelyben
a) van 5 rendi elem, de nincs 20 rendii elem;
b) van 20 rendii elem, de nincs 5 rendii elem?
(ZH, 2003. aprilis 30.)

9. Egy G csoport g elemére teljesiil, hogy o(g) = o(g*) (ahol o(g) a g elem rendjét jeldli és k pozitiv
egész). Mutassuk meg, hogy o(g) és k relativ primek! (ZH, 2005. majus 5.)

10. Bizonyitsuk be, hogy minden (legalabb 2 elemti) véges csoportban van olyan elem, amelynek a
rendje primszam! (ZH, 2003. majus 22.)

11. Legyen H és K egy G csoport két véges részcsoportja, melyekre teljesiil, hogy Inko(|H|, |K|) = 1,
vagyis H és K rendje relativ primek. Mutassuk meg, hogy ekkor H N K = {e}, ahol e a G csoport
egységeleme. (ZH, 2004. aprilis 29.)

12. Legyen G csoport, H és K pedig G-nek részcsoportjai. Mutassuk meg, hogy H U K akkor és
csak akkor részcsoportja G-nek, ha vagy H C K, vagy K C H. (ZH, 2002. janius 4.)



