Bevezetés a Szamitaselméletbe I1.
9. gyakorlat

1. Dontsd el az alabbiakban megadott halmazokrol és a rajtuk értelmezett miiveletekrdl, hogy

(i) a miivelet asszociativ-e;
(iii) mely elemeknek van inverze;

(ii) van-e egységelem;
(iv) csoportot alkot-e a halmaz a mtivelettel?

(a) a sikvektorok halmaza; a sikvektorok Gsszeadésa.

(b) egy tetszéleges X halmaz Osszes részhalmazainak halmaza; a halmazok unioja.

(c) egy tetszéleges X halmaz Osszes részhalmazainak halmaza; a halmazok szimmetrikus dif-
ferencidja. (Az A és B halmazok szimmetrikus differencidja alatt definicié szerint az AAB =

(A\ B)U (B \ A) halmazt értjiik.)

(d) az egész szamok Z halmaza; az a x b = a + b+ 1 képlettel megadott miivelet.

2. Hatarozd meg az alabbi rajzok szimmetria-
csoportjat ugy, hogy nevet adsz elemeiknek és
felirod a miiveleti tablat (egy tablazatban min-
den elemparra megmondod, hogy mi a szorza-

tuk)!

3. Bizonyitsd be, hogy csoportban mindig me-
goldhato az a - © = b egyenlet! (Ez tehat azt
jelenti, hogy egy tetszéleges G csoport minden
a és b eleméhez talalhato a csoportnak olyan x
eleme, amelyre a - x = b teljesiil.)

4. Legyen (G egy olyan csoport, amelyben min-
den elem négyzete (vagyis dnmagaval vett szor-
zata) az egységelem. Bizonyitsd be, hogy G
Abel-csoport!

a) b)

5. Dontsd el, hogy a megadott halmazok a rajtuk értelmezett mivelettel csoportot alkotnak-e?

. tik, ha z =
a) a H = {tik, tak} halmaz; az x x y = { B T T tasitassal megadott miivelet.

tak, ha x #y
b) H={a+bv2:a,b€Q , a’>+b>+# 0} szamhalmaz; a valés szamok szorzasa.

¢) a (—1)-t6l kiillonb6z6 valos szamok halmaza; az axb = a-b+a+ b képlettel megadott mtivelet.
d) az n x n-es, 1 determinansi (valos) matrixok halmaza; a matrixszorzas.

6. Egy szabalyos 6tszog csticsait szamozzuk meg az 6ramutato jarasaval ellenkezé irdnyban 1-t61 5-ig.
Jelolje t; az i-edik csiicson, és a vele szemkdzti oldal felezGpontjan dtmend tengelyre valo tiikrozést.
Jelolje fro, fiaa, fo16 € foss az Otszog kozéppontja koriili, megfelel§ szogi forgatast. Végiil jeldlje 1
az identitast. Végezd el a szabalyos 6tszog szimmetriacsoportjaban az alabbi miveleteket!

a) fia-h b) fra-to- fra-ta c) (ti-t3)""
7. Bizonyitsd be, hogy tetszéleges G csoport minden a,b € G elemeire (a-b)"' =b"1- a1

8. A G véges Abel-csoport Osszes elemét Gsszeszorozzuk valamilyen sorrendben. Bizonyitsd be, hogy
eredményiil G-nek olyan elemét kapjuk, amelynek az inverze énmaga!

9. Csoportot alkotnak-e a szokdsos szorzasra a valos és tiszta képzetes komplex szdmok a 0 nélkiil,
azaz csoport-e (X,-), ahol X = {a € R:a # 0} U{ai : 0 # a € R}, ill. - a komplex szaimokon
értelmezett szokasos szorzast jeloli? (ZH, 2006. méjus 4.)

10. A H halmaz alljon a 900 dsszes pozitiv osztojabol. Ertelmezziik H-n a * miiveletet tigy, hogy
a,b € H esetén a* b meghatarozasihoz elGszor a-t és b-t (hagyoményos értelemben) Gsszeszorozzuk,
majd az eredmény primtényezGs felbontdsdban minden prim kitevGjét helyettesitjiik a 3-mal vett
osztasi maradékaval. (Igy példaul 36 x 60 = 10.) Déntsiik el, hogy H csoportot alkot-e a * mitveletre
nézve! (ZH, 2005. majus 5.)
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