Bevezetés a Szamitaselméletbe 1.
7. gyakorlat

1. Legyen A : R — R? az a fiiggvény, amely a tér (z,y, z) vektordhoz a sik (v —y + 2,2 —y + 2)
vektorat rendeli.

a) Mutasd meg, hogy A linearis leképezés!

b) Hatarozd meg Ker A-t és Im A-t!

¢) Legyen B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} a tér, C = {(1,0),(0,1)} pedig a sik ,szokasos” bazisa.
Ird fel A matrixat a B és C bazisok szerint!

2. Legyen V = R? a sikvektorok szokésos vektortere. Déntsd el, hogy az alabbi V-r61 V-be mend
hozzarendelések linearis leképezések-e? Ha igen, add meg a kép- és magteriiket! Minden v vektornak
feleltessiik meg

a) az x tengelyre vett tiikkorképét;

b) azt az x tengelyre es6 vektort, amelynek els§ koordinataja a v koordinatai koziil a nagyobb;

¢) azt az x tengelyre esG vektort, amelynek els6 koordinataja a v koordinatainak Gsszege;

d) a +90°-kal valo elforgatottjat.

3. Ird fel az alabhi A : R? — R? linearis leképezések matrixat a ,szokésos” {(1,0), (0,1)} bazisban!
a) az y tengelyre valo tiikrozeés;
b) az origo koriili +60°-os forgatas;
c) elébb egy y tengelyre valo tiikrozés, majd egy origd koriili +60°-o0s forgatas.

4. Jelolje V' a valos szamparok (azaz a sikvektorok) szokasos vektorterét. Egy A : V +— V linearis
transzforméciorol tudjuk, hogy az (1,2) vektorhoz a (6, 7) vektort, a (—1,2) vektorhoz pedig a (8,9)
vektort rendeli. Trjuk fel A métrixat a ,szokasos”, vagyis az (1,0) és (0, 1) vektorokbél all6 bazisban!
(ZH, 2002. december 12.)

5. Dontsd el, hogy az aldbbi R?-r6l R%-be (vagyis a szokasos térrdl a szokasos sikba) meng hozzaren-
delések linearis leképezések-e? Ha igen, add meg a kép- és magteriiket, ezek dimenzi¢jat, valamint
ird fel a matrixukat a ,szokdsos” bazisok (azaz R3-ben az {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, R%:ben az
{(1,0),(0,1)}) szerint!

a) A: (z,y,2) — (x,2) b) B:(z,y,z) = (z-y,x-2) ¢)C:(x,y,2) = (x +y,x+ 2)
6. Legyen V = R? a sikvektorok szokasos vektortere és legyen A : V — V egy lineéris transzformacio.
Az A matrixa a by = (1,1) és by = (1, —1) vektorokbol allo bazisban felirva az alabbi:

(1)

Hatéarozzuk meg x és y értékét, ha tudjuk, hogy (3,1) € Ker . A. (ZH, 2006. november 30.)

7. Legyen A lineéris leképezés Vi-r6l Vo-be, v, € v. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?
a) Ha A(v,) = A(v,), akkor v; — v, € Ker A.

b) Ha vy, ..., v, generatorrendszer Vi-ben, akkor A(v,),...,A(v,) generatorrendszer Vs-ben.
¢) Ha vy, ..., v, generatorrendszer Vi-ben, akkor A(v,), ..., A(y,) generatorrendszer Im A-ban.
d) Ha A(v,),...,A(y,) generatorrendszer Im A-ban, akkor vy, ..., v, generdtorrendszer Vi-ben.

8. Legyen A és B a V vektortér linearis transzforméacioi és tegyiik fel, hogy Im B N Ker A = {0}.
AV tér tetszGleges v vektorara definidlja C(v) := A(B(v)) a C linearis transzformaciot. Bizonyitsuk
be, hogy KerC = Ker B. (ZH, 2007. december 5.)

9. Legyen A : V — V olyan linearis transzformaci6, amire Im A C Ker A. Bizonyitsuk be, hogy az
A transzformacio (tetsz6leges bazisban felirt) A matrixara A? = 0. (ZH, 1997. november 1.)

10. Legyen A : U — V egy tetszéleges linearis leképezés, és legyen W az U vektortér egy altere. Bi-
zonyitsuk be, hogy ha WNKer(A) = {0} és wy, ws, ..., w, € W linearisan fiiggetlen vektorok U-ban,
akkor az A(w;), A(wy), ..., A(wg) vektorok linearisan fiiggetlenek V-ben. (ZH, 2005. november 3.)



