A csoport megoldasa

1. EQgy szerkezet élettartama exponencialis eloszlasu valoszinlségi valtozénak tekintheté 1800 éra
varhato értékkel. A szerkezet hasznaldi a szerkezetet atlagosan napi 1 orat uzemeltetik. Milyen hosszu
garanciaid6t adjon a gyartd cég, ha az eladott szerkezeteknek legfeliebb 5%-at akarja garancialisan
cserélni?

Megoldas: Jeldlje X egy ilyen szerkezet élettartamat. Ha a garanciaidé N 6ra, akkor

P(X < N) = Fx(N) = 1 —e w0 < 0.05
Ebb6l 0.95 < e ™0 azaz N < 1800 - In 1% - = 92.328.=Kb. 3 hénapos garancia indokolt.

2. Egy dobozban 5 piros és 8 fehér golyd van. Kihuzunk a dobozbdl 7 golyét. Mennyi a valoszinlisége,
hogy paros szamu piros lesz a kihuzottak k6z6tt? Varhatdéan hany pirosat huzunk? <
Megoldas: Jeldlje a X a piros szinl golydk szamat. Ry = {0 1,2,3,4 5} P(X= i) = %
E
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3. Harom személy feldob egy-egy dobdkockat, aki a legnagyobbat dobja, az nyer. Ha nincs
dontéshelyzet a dobas utan, megismétlik a dobast. Jeldlje a jaték hosszat X. Adja meg X eloszlasat,
varhato értékeét és szérasat.

Megoldas: A jaték akkor all meg, azaz van dontési helyzet, ha a maximalis érték egyetlen kockan
mutatkozik. Ez all fenn, ha mindegyik érték kulénboézik (6 - 5 - 4 = 120 eset), vagy ha két dobas ugyan
egyenld, de a harmadik érték ennél nagyobb. Ha a megegyez6 értekek 1-esek, akkor 15 ilyen eset lehet,
2-nél 12, 3-nal, 9, 4-nél 6, 5-nél 3 lehetbség van, dsszesen 45. Tehat annak valészinlisége, hogy egy
dobasnal kidertll, ki a nyertes: p = 52 = 0.76389. X tehat egy geometriai eloszlasu véltozo, p
S|kervaloszmuseggel.

Ry =41,2,....n,...».P(X = z)—(l -p) ! ep.

EX = 28 = 1.3091,0X = “_ = 0.6361

A

4. Legyen X € E(5) és Y € E(+ ) fliggetlenek. Mekkora valészinliséggel vesz fel legalabb kétszer

akkora értéket X mint Y?
Megoldas: Miutan a valtozok fuggetlenek, fxy(x,y) = %e
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3,x,y > 0.
Kiszamolandé a P2Y < X) = j j fry(x,y)dxdy mennyiség.
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A keresett valdszinlség tehat %

5. A menzan egy adag leves atlagosan 3 dl, 0,2 dl szérassal. Mennyi a val6szinlisége, hogy 30 liter
levesbdl legalabb 102 adagot mérnek ki?
Megoldas: A levesadagok mennyiségének 0sszegérél van szo. Jeldlje X; az i-edik levesadag

mennyiséget. A kérdés tehat:
102
P(ZX,» < 300)

i=1
Mivel kézenfekvd feltételezés, hogy a levesadagok mennyisége a varhato érték kortl meglehetésen

szimmetrikusan oszlik el, a 102 mar elég sok ahhoz, hogy a centralis hatareloszlastételt alkalmazzuk.
102

102 > X;—102-3
i=1

J102 0.2 /102 -0.2

= B(=2.9704) = 1 — D(2. 9704) ~ 0



Azaz, gyakorlatilag szinte sosem fordul el6, hogy 102 adag is kiteljen.

6. IMSC Bizonyitsuk be, hogy ha a véges szérasu X diszkrét valoszinliségi valtozé minden értéke az [a,b]
intervallumba esik, akkor cX < ¢,

Megoldas: Felhasznaljuk a Steiner-tételt.
02X < E(X-x), Vx € R.
Viszont
EX-x)? <(a—x)’P(X <x)+(b-x)"PX >x) =
=(@-x)+[(b-x)"—(a-x)"P(X >x) =

=(@a-x)"+(B-a)a+b-2x)PX >x)
Ennek az egyenétlenségnek az igazolasa folytonos esetben:

b x b
EX-x)? = [(t—=x)? « fr(0)dt = [(¢ =) - f()dt+ [(t=x)? - fit)de <

x b
< (@=x)? [ Syt + (b - x)* [ frltyde =

= (a-x)"P(X <x)+(b-x)*P(X > x)
A bizonyitas diszkrét esetben:

E(X-x)" = (i —x)P(X =x;) = D> (xi—x)’P(X =x;)+ D (xi —x)"P(X = x;) <

Vxi Vxi<x Vxi>x

<(a-x) ) P =x)+(b-x)" D P(X=x)=
Vx;<x Vx;>x
= (a—x)"P(X < x)+ (b—x)"P(X > x)
Tehat
EX-x)’ <(a—x)*+((b-a)a+b-2x)PX >x)
Ebbe behelyettesitve x = 42t

2

<o < (450

ami mar igazolja az allitast. Az egyenlétlenség éles, hiszen az az X diszkrét valtozé, ami az a-tis és b-tis +
valoszinlséggel vesz fel éppen bz;” szorasu.



B csoport megoldasa

1. EQgy szerkezet élettartama exponencialis eloszlasu valoszinlségi valtozénak tekintheté 2000 éra
varhato értékkel. A szerkezet hasznaldi a szerkezetet atlagosan napi 10 orat uzemeltetik. Milyen hosszu
garanciaid6t adjon a gyartd cég, ha az eladott szerkezeteknek legfeliebb 5%-at akarja garancialisan
cserélni?

Megoldas: Jeldlje X egy ilyen szerkezet élettartamat. Ha a garanciaidé N 6ra, akkor

P(X < N) = Fx(N) = 1 —e 20 < 0.05
Ebbél 0.95 < e~mw azaz N < 2000 - ln% = 102. 59 =Kb. 10 napos garancia indokolt.

2. Egy dobozban 4 piros és 6 fehér golyd van. Kihuzunk a dobozbdl 5 golyét. Mennyi a valoszinlisége,
hogy paros szamu piros lesz a kihuzottak k6z6tt? Varhatéan hany pirosat huzunk?

Megoldas: Jeldlje a X a piros szind golydk szamat. Ry = {0,1,2,3,4},P(X = i) = %
2 4N, (6
P(péros szamu piros Iesz) = §P(X= 2i) = G >150<> DA€ <>150<> D <4<>150<;> = 41 = 0.52381
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3. Négy személy feldob egy-egy dobdkockat, aki a legkisebbet dobja, az nyer. Ha nincs déntéshelyzet a
dobas utan, megismétlik a dobast. Jeldlje a jaték hosszat X. Adja meg X eloszlasat, varhatd értékét és
szorasat.

Megoldas: A jaték akkor all meg, azaz van dontési helyzet, ha a minimalis érték egyetlen kockan
mutatkozik. Ennek az eseménynek a valdsziniisége 4 kocka esetén: p = 4+ L . (5 +4;+3 21 ) =L X

tehat egy geometriai eloszlasu valtozo, p sikervaloszinliseggel:
Ry ={1.2,....m,...}. P(X ) =(1-p"
EX=36—144<5X— =0.79599

%(

4. Legyen X € E(1) és Y € E(2) fuggetlenek. Mekkora valoszinliséggel vesz fel legalabb kétszer akkora
értéket X mint Y?
Megoldas: Miutan a valtozok fliggetlenek, fxy(x,y) = 2e™~%,x,y > 0.

Kiszamolandé a PQ2Y < X) = j j fry(x,)dxdy mennyiség.
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A keresett valdszinliség tehat %

5. Amenzan egy adag leves atlagosan 2 dl, 0,1 dl szérassal. Mennyi a valoszinlsége, hogy 50 liter
levesbdl legalabb 255 adagot mérnek ki?
Megoldas: A levesadagok mennyiségének osszegérél van szo. Jeldlje X; az i-edik levesadag

mennyiséget. A kérdés tehat:
255
P(ZX,» < 500)
i=1

Mivel kézenfekvd feltételezés, hogy a levesadagok mennyisége a varhato érték kortl meglehetésen
szimmetrikusan oszlik el, a 103 mar elég sok ahhoz, hogy a centralis hatareloszlastételt alkalmazzuk.
255

255 > X;-255.2
P<ZX,» < 500) _p| = < 500—255.2
i=1

J255 0.1 255 .0.1

= O(—6.2622) = 1 — D(6.2622) ~ 0
Azaz gyakorlatilag nem lehet kimerni 255 adagot.

6. IMSC Bizonyitsuk be, hogy ha a véges szérasu X folytonos valdszinliségi valtozé minden értéke az [a,b]



intervallumba esik, akkor cX < ¢,
Megoldas: Felhasznaljuk a Steiner-tételt.

02X < E(X-x), Vx € R.
Viszont
EX-x)?<(a—x)’P(X <x)+(b-x)"PX>x) =
=@-x)+[(b-x)"—(a-x)"]P(X >x) =
=(@a-x)+(B-a)a+b-2x)PX >x)
Ennek az egyenétlenségnek az igazolasa folytonos esetben:

b x b
E(X—x)2 = j(t—x)2 fe(t)dt = j(t—x)2 -fx(t)dt+j(t—x)2 fr(t)dt <

x b
< (@=x)? [ Syt + (b - x)* [ felt)de =

= (a—x)"P(X < x)+ (b—x)"P(X > x)
A bizonyitas diszkrét esetben:

E(X-x)" = (i —x)P(X =x;) = D> (xi—x)’P(X = x;)+ > (xi —x)"P(X = x;) <

Vx; Vx;i<x Vxi>x
<(a-x)° ) P =x)+(b-x)" D PX=x)
Vxi<x Vxi>x

= (a-x)"P(X <x)+ (b-x)*P(X > x)

Tehat
EX-x)’<(a—x)*+((b-a)a+b-2x)PX >x)
Ebbe behelyettesitve x = 42t
2
62X < E(X—x)2 < (aT—b)

ami mar igazolja az allitast. Az egyenlétlenség éles, hiszen az az X diszkrét valtozé, ami az a-tis és b-tis +
valosziniséggel vesz fel éppen bz;” szorasu.



