Par félévnyi algel kurzus széljegyzete
avagy tanacsok a szamonkérésekre
v0.6 ,preprebéta" — fenntartasokkal kezelendd!!

ha valaki hibat vél felfedezni, vagy ki tudja egésziteni, jelezze: kazi@cs.bme.hu

Altalanossagban

e amikor nem latszanak a ,lépések", irjatok indoklast!

— pl: rajzolja fel a fat/kupacot (kell, hogy hogy jott ki)
— egyébként sem haszontalan, mert ha valamit elnéztek, akkor menthet a magyarazat

— ha az nincs, nehéz azt mondani, hogy igazabdl jo, csak sikeriilt elirni

e szokas szerint (lasd: BSZ) fontos odafigyelni arra, hogy a feladatot ne sziikitsétek le, bovitsétek ki
egy-egy példara

— ha egy kis részlet a Jlegrosszabb" / legjobb" eset és mar ott is/sem miikodik egy adott dolog, akkor
legyen ott annak a leirasa, indoklasa, hogy miért is a ,legrosszabb"/,legjobb", miért kévetkezik
abbdl, hogy mindig/sohasem miikodik valami

— ha vannak olyan részek, amik kizarhatok a feladatbol, akkor legyen megindokolva, hogy miért
— ha szerintetek a masik feladat nem része vagy altalanositasa az eredetinek, akkor (amennyiben ez
nem teljesen trivialis) indokoljatok meg, hogy miért ekvivalens az eredetivel
e van, amit meg kell tanulni, nem elég érteni. . .ez van. ..
e van, amit meg kell érteni, nem elég megtanulni. .. ez (is) van. ..

e a vélemények tobbsége szerint kevésbé ,intuitivak" a feladatok, mint a BSZ-ben voltak

e a legtobb feladathoz 1-2 elméleti pont/fogéas sziikséges, tobbnyire legfeljebb egy, de leginkabb nulla
feladatspecifikus ,0tlet"

e sokszor nem mindegy, hogy O, ) vagy © van egy-egy miiveletnél

— 4ltalaban minket az O érdekel

— ha © van (példaul legnagyobb elem kikeresése min-kupacbol, keresés B-faban, stb.), akkor az arra
utal, hogy az adott strukturéval nem is tudunk szorosabb fels6é becslést adni, hiszen tudunk egy
ugyanilyen alsot

e grafos feladatoknal (illetve méashol is) gyakori, hogy az ember (14j) grafot probal konstrualni — tartsatok
mindig szem elGtt, hogy ez az 4j graf éleinek és csiicsainak megadését is a 1épésszamhoz adja, tehat
innentdl a lépésszamhoz a grafmegadas is hozzé tartozik

— éllistas esetben O(|V(G)| + |E(G)])
— szomszédossagi matrixos megadasnal: O(|V (G)[?)
e NEM érdemes random algoritmusneveket egymés utdn hanyva probalkozni, hogy hatha jar ré pont

(nem fog), ezzel csak rossz benyomast keltetek, és az nem biztos, hogy jo

e Abbol, hogy mi a kérdés, valamelyest kdvetkezik, hogy mi az eljaras ha a valasz igen, illetve ha nem
(példa tipikusan 0 pontot ér, ha épp bizonyitani kellene)

H Igen ‘ Nem ‘
Lehetséges-e || példa (a feltételek bizonyitasaval) bizonyitas (sokszor jo az indirekt)
Kovetkezik-e bizonyités ellenpélda (a feltételek bizonyitasaval)




e Ha valamirdl be kell latni, hogy nem lehetséges, akkor a probélkozas sikertelensége nem bizonyitas (vi-
szont nagyon hasonld, &m helyes médszer, ha indirekt médszerrel jutsz arra az allandé ellentmondasra,
amibe a probélgatassal beleakadnal folyton)!

e Van-e olyan kupac/piros-fekete fa/akarmi, hogy... vagy sorolj fel minden olyan...
— ha a feladatban nem szerepel, hogy egy konkrét tanult algoritmussal hoztuk létre, akkor pusztan

a tanult algoritmusok alkalmazéaséaval készitett példanyok 0 vagy kevés pontot érnek

— azok az esetek is érdekesek szamunkra, amik az adott struktira feltételeit kielégitik, de akar nem
is allithatok el§ a tanult algoritmusokkal

Nagysagrendek

e a probalgatis nem kifizet6dd, ugyanis semmit nem jelent, ha kiprébaljatok 2-3 szamra, mert a kiiszobot
valaszthatnank annal nagyobbra (és felette siman lehet, hogy az ellenkezgje teljesiil), emiatt azt sejteti,
hogy a nagysagrendbecslés legalapvetSbb dolgaival sem vagytok tisztaban — széval ezt NE csinaljatok,
mert ez 0 pontot ér! (s6t, leginkabb -10-et)

e Ha nincs tippetek, hogy melyik fiiggvény a nagyobb nagysagrendi, akkor j6 szolgélatot tehet a L’Hospital-
szabély (mar ha megy még a derivélas) a sejtés megfogalmazasahoz — pl a(n) és b(n) esetén:

— a/b-n alkalmazhat6 (oco/oco alaki) — a hatarérték végtelenben megegyezik a derivaltak hanyado-
sanak hatéarértékével

— ha az a/b kifejezés hatarértéke konstans, akkor jo eséllyel hasonlé nagysagrendiiek, ha végtelen,
akkor esélyes, hogy a né gyorsabban, ha nulla, akkor b

— faktorialis esetén nem sokat segit :( — valosziniileg nem akartok a I'-fiiggvénnyel és derivaltjaival
megismerkedni csak emiatt

e tobb fiiggvény Osszehasonlitasanal érdemes lehet el6bb O szerint atalakitani, mert az alsd és felsg
becslésnél is hasznélhato, lasd:

— 02040 — g(p), mert 21Zn1nt < WM _ 913y g 201202407 > 201Z0° _ 9019,
x han>2
— relevansan konnyebben kezelhet§ tud lenni az n, mint a %ﬁ = 0(n)
— amilyen (O, Q, ©) nagysagrendi becslést belatunk erre, az a © tulajdonsagai miatt visszafelé is
igaz

e O(n+e) < O(max{n,e})

Dinamikus prorgramozas

e van tobb fontos dolog, aminek egy ilyen megoldasnal szerepelni kell

— hogyan épitkeziink a kisebb feladatokbol

— hogyan indulunk el (hogyan kapjuk meg az értéket azokra a feladatokra, amelyiknél nincs kisebb)
— mikor vagyunk kész

— hol lesz a megoldas

— miért helyes a kapott megoldas (ha valami a legjobb megoldas, miért kapjuk meg azt, ha megka-
punk valamit, az miért a legjobb)

— lépésszam indoklasa



ha ,gyandsan alacsony" a lépésszamkorlat a feladat méretéhez képest, akkor gyakran dinamikus prog-
ramozasos tipuspéldarél van szo

ilyen tobbnyire a ZH-n és a vizsgakon is van
ha nem tudjatok, hogyan induljatok el, az aldbbiakat érdemes véggigondolni:

— az utolso 1épésben milyen informéaciok kellenek kisebb feladatokrol, amit fel tudunk hasznalni
— ez az informéci6 kijon-e kisebb feladatok hasonlé inf6ibol
— ezt az infét szdmontartani, frissiteni mennyibe keriilne, ahogy haladunk elére

— ez belefér-e a lépésszamkorlatba

Keresés és rendezés

megkiilonboztetiink dsszehasonlitas alapt és kulesmanipulacios (lada-, radix) rendezéseket

— Osszehasonlitas alapt rendezésnél csak az egyértelmi hasonlithatésagra épitiink

— kulcsmanipuléaciés esetben van olyan plusz informéaciéonk, ami az adatok lehetséges értékeire vo-
natkozik (a lehetséges értékek szama n-hez képest ,nem tul nagy")

osszehasonlitas alapi alapt rendezéssel n elem rendezésére ©(nlogn) — tudunk ilyen korlattal rendezni
(Osszefésiilés, beszurasos, stb.) O — ennél ,gyorsabban" nem tudunk rendezni, ha nincs relevans plusz
informécionk 2

a gyorsrendezés csak atlagos lépésszamban gyors (atlagosan O(nlogn)), rossz esetben még lassabb,
mint a versenytarsak (altalanossagban csak O(n?)-et mondhatunk) — ha Atlagos lépésszamrol szol a
feladat, akkor kellhet gyorsrendezés, ha felsé korlatot kell biztositani, akkor ez nem valészint — !ez csak
Osszehasonlitasok szamanak tekintetében igaz igy, a gyorsrendezés tényleg gyors példaul, ha tombot
akarunk rendezni és nem csak az 6sszehasonlitasok szamara optimalizalunk

sok feladatban lehet sziikség rendezésre, ha csak a feladat részeként adni kell egy O(nlogn)-es rende-
zGalgoritmust, akkor mindegy melyiket irjatok (ami ilyen), de irjatok egyet

a legnagyobb /legkisebb elem kivalasztésa egy n-elemii listabol ©(n)

ha van egy 5n elemd listank, amit rendezni szeretnénk, de van benne O(n) elem, amelyeknek az
egymas kozotti viszonyarol nincs (SEMMILYEN) informéacionk, de ezzel 6k is rendezédnek, akkor
teljes rendezést sem tudjuk nlogn-es fels§ korlatnal lejjebb nyomni, hiszen akkor ezt a szakaszt is igy
rendeztiik volna, ami nem lehetséges; ugyanez igaz a maximum-/minimumkeresésre, azaz egy ilyen
helyzetben nem tudjuk ezeknél a miiveletigény fels§ becslését n-es ald nyomni

az Osszefésiiléses rendezés egy specilis eszkoz is lehet t6bb (konstans sok) mar rendezett lista ,0Ossze-
féstilésére", az egylittes rendezett lista elGallitasi koltsége ilyenkor O(n) — ha nem konstans sok van,
hanem mondjuk n darab, akkor mar NEM tudunk ilyen szoros fels§ becslést mondani.

BF'S és DF'S

egy csomdé mindenre jok, nagyon sok feladatnal keriilhetnek els (de nyilvan f6leg grafoknal)

az O(n + e) lépésszam arulkodo lehet, de raadasul az itt tanult kb Osszes lépésszamkorlatba belefér ez
is

egy mélységi bejarasban van-e visszaél < van-e a grafban kor



Legrovidebb utak grafokban

a harom algo biztosan alkalmazhato, ha nincs negativ él (Dijkstra) illetve nincs negativ sszsilyu kor
(B-F, Floyd)

— DE koriiltekintéssel vannak mas esetek is, amelyekben hasznalhatéak — nem kell egybdl kizarni
Sket, mert nem teljesiil az ELEGSEGES feltétel

— pl: ha nem érhetjiik el a negativ éleket, mindegyik hasznalhato

— pl2: ha csak egy negativ él van, akkor néhany Dijkstra (negativ él nélkiil, annak végpontjaiba
illetve végpontjaibol inditva) is tud legrévidebb utat szdmolni

Miért is jobb a Bellman-Ford algo, mint a Floyd, ha csak egy cstcsbdl kell nézni, mikokr mindketts

O(n?)

— A Bellman-Ford megéll, ha van két azonos sor egymés utan — a Floydot végig kell csinalni

— A Bellman-Ford esetében egy tombot (n) tartunk szamon — a Floyd esetében egy méatrixot (n x n)

élsilyozas nélkiili, vagy egyenletesen (pozitiv stlyokkal) sulyozott grafban O(n + e)-ben is tudunk
legrévidebb utat keresni — BFS

a csucsfelbontés egy hasznos triikk: ha a grafban minden csiicsnak konstans sok, meghatarozott szerepe
van, akkor egy-egy csiics helyett felvehetjiik ezt a konstans sok cstcsot, illetve konstansszoros élet —
ezaltal tovabbrais egy O(n) csucsu és O(e) éld grafunk van, de sokszor kénnyebben kezelhet — pl: mod
3 hanyadik lépésben ér a oda a husvéti nyul (egy ZH-feladatban volt ilyesmi)

Keresofak

Tudjatok az Gsszesrdl, ami ide tartozik, hogy ide tartozik
a binaris fa alapvetGen rosszabb, mint a B vagy a P-F

— binaris kereséfanal lehet O(n)-es ag

— P-F faban logn-es miiveleti korlatokat garantidlunk — ehhez kell az, hogy ne teljes binéris fat
akarjunk, hanem engedjiink egy két 4dgat (a piros csucsok altal) megnyulni

— B-fa esetén hasonl6 a helyzet, csak itt széltében engedjiik meg ugyanezt a megnyilast — emellet
a keresés lépésszamara also korlat is van, mert az elemek a levelekben vannak (tehat mindig
pontosan ugyanannyi 1épés és hasonlités elérni egy elemet

két keres6fabol kilistazhato az Osszes elem rendezve O(n) lépésben — inorder listazéassal és Osszefésiiléssel

Kupac
ne keverjiik a kereséfakkal!!!
a minimumon kivill nem sokmindent tudunk az elemekrsl

a kupacépités O(n)-ben megtehetd, ha elgszor bepakoljuk az elemeket, aztan berendezziik (lineéris idejii
kupacépités) - la beszirasok egymésutanjabol allo rendezs eljarasra csak O(nlogn)-es felsg korlatot
tudunk adni (tehat ez NEM a kupacépités algoritmusa, csak besztrasok)

a k-adik legkisebb a felss k szint valamelyikén lehet — ott 2% — 1 elem van.
a legnagyobb elem levél, amib6l ©(n) darab van (kozelitéleg n/2)

a kozépss elem kb barhol lehet a gyokéren kiviil



9.

10.

11.

Hash

e ha azt kell belatni, hogy az egyik esetben tobb az iitkozés, mint a mésikban, a beszirand6 elemektsl

fliggetlentil
— mivel mindegy mit sztrunk be, ezért biztosan az egyikben valé litkdzésbél kovekezik, hogy az a
mésikban titkézni fog!

— be kell latni, hogy ahol ,kevesebb" az iitkozés, ott barmely elem beszirasakor felléps k iitkozés
esetén legalabb k-t iitkozik a mésik esetben is

— a fenti tipikusan akkor szokott teljesiilni, ha egy jol meghatérozhat6 csoport minden tagja paron-
ként egyszer talalkozik és ez igaz a mésik esetben is ugyanerre a csoportra — de persze nem csak
akkor lehet

érdemes lehet a hash értékeket el6re kiszamolni, hogy ha el is szamoltok valamit, csak egyszer kelljen
visszaellenérizni

— illetve ha még ez sem ment meg a pontatlansagtol, akkor legalabb latszik, hogy csak elszamolasrol
van szo

Minimalis feszito6fak keresése

sok ilyen feladatnal, ami nem az 6ran tanult algoritmusok alkalmazésat jelenti, a piros szabaly alkal-
mazasa a kulcs.

barmely grafban takaros szinezést kapunk, ha az olyan éleket, amelyek minden rajtuk 4tmend koron a
legnagyobb stlytak, pirosra szinezziik

Bonyolultsagelmélet

az elsé allitasbol a tobbi kovetkezik (néha a forditott irany is igaz, DE NEM MINDIG)
- A<B

— A polinom idgben visszavezethets (Karp-redukalhato) B-re

— bonyolultsagelméleti szempontbdl B legalabb olyan bonyolult, mint A — azaz, ha B € P, akkor
Ae PhaA¢ P, akkor B ¢ P

létezik egy polinomiélis algoritmus, amellyel barmely A-hoz tartozo konkrét bemenethez készit-
hetiink egy B-hez tartozo ekvivalens feladatot — azaz, ha B € P, akkor A € P ha A ¢ P, akkor
B¢P

— A részproblémaja a B feladatnak

— B altalanositasa az A feladatnak

ha P-beliséget akarunk belatni, akkor egy polinomialis algoritmus kell (az eldontési problémara vagy a
komplementerére)

e ha NP-beliséget szeretnénk belatni, akkor elég adni egy j6 tanut, és meg tudjuk mutatni, hogy hatékony

— igen valasz esetén mindig létezik, nem vélasz esetén soha

— hatékony: ha megmutatja valaki, akkor polinom idében le tudjuk ellenérizni

e ha A NP-teljességét akarjuk belatni, akkor két dologra van sziikség

— NP-beli (hatékony tanusitvany)
— egy NP-teljes X probléma polinom idében visszavezethet§ ra X < A



— la masik iranya Karp-redukcio ebbdl a szempontbol nem bizonyit semmit (ha X NP-teljes)
% ((pl a 2-SZIN probléma P-beli, pedig visszavezethets a 3-SZINre (1j cstics, mindegyikkel
osszekotve) - ezt gyorsan felejtsétek is el, ez a rossz irény))
x ha X P-beli akkor természetesen mas a helyzet, ezzel éppen belatjuk, hogy A is P-beli.

e ha egy problémarol azt akarjuk belatni, hogy coNP-beli (illetve -teljes), akkor sok esetben természe-
tesebb (és mivel NP-beli példat tobbet ismertek, jo eséllyel sikeresebb) valasztés a komplementerérsl
belatni, hogy NP-beli (illetve -teljes)

e kovetkeztetés bizonyitasara gyakran alkalmas az indirekt modszer

e INE felejtsétek el, hogy olyan allitast jelenleg NEM tudunk tenni (vagy legalabbis nem a targy keretein
beliil szeretnénk ilyet bizonyittatni barkivel is), hogy valami ¢ P

NP-teljes (emlékeztetd) (matematikailag nem feltétleniil korrekt):

3-SZIN G: G egy irdnyitatlan egyszert graf, aminek csicsai kiszinezhetk 3 szinnel

MAXFTLEN (G, k) G egy graf, amiben van k darab fliggetlen pont

MAXKLIKK (G,k): G egy graf, amiben van k pontu teljes részgraf

H (G ) G irdnyitatlan graf, van benne Hamilton-kor

Hut (G): G iranyitatlan graf, van benne Hamilton-tt

stHut (G, s,t): G iranyitatlan graf, van benne Hamilton-ut s-bél ¢-be

3DH (A,B,C; Fy,...,F,): létezik olyan F-sorozat, hogy A U B U C minden
elemét pontosan egyszer fedik le

X3C (A; Fy, Fs, ..., F,): Alefedhets pontosan egyszeresen egyes F; halmazokat
hasznalva.

PARTICIO (81,82, ...,8n): két részre bonthato, hogy a két rész Gsszege egyenld

RH (81,82, ...,8np;b): van részhalmaz, aminek az 6sszege b

HATIZSAK (31, ey 8p; V1, ., Un; by k): van olyan indexhalmaz, hogy > s < bés > v >

RESZGRAFIZO (Gl, Go): amelyre 3G" < Gy, és G' ~ G

EP igaz az Ax < b egyenlGtlenségrendszer, x egész vektor, mennyi cx skaléar-
szorzat maximaélis értéke

?

A 7-es részekbe nem tudjuk, hogy tartozik-e valami is. Ha iires az NP\P vagy a coNP\P részek (mindkettd
két kérdgGjeles részt foglal magaba) barmelyike, akkor a harom halmaz egybeesik.

2012. majus 21.
KS.



